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1. INDLEDNING 

I den tekniske b !(':ljningsteori for bj relker bestemmes sprendinger og deformationer udt rykt 
ved snit krrefter pa grundlag af t ilnrermede fl.ytninger og konstitut ive ligninger. 

I det f0lgende vil dette blive gjort for lige, linererelastiske bj relker med konstant tvrersnit. 
Undervejs vil der blive gjort simplificerende antagelser , hvis berettigelse ma dokumen­
teres ved at sammenligne resultater fra den t ilnrermede teori med resultater fra fors!Zig 
og/ eller resultater fra en teori uden disse t ilnrermelser. 

Figur 1.1 viser et bj relkestykke, hvortil der er knyttet et sredvanligt retvinklet x, y, 
z-koordinatsystem. x-aksen er bj relkeakse, men systemets placering i forhold t il bj relke-

.... 

Figur 1.1 

tvrersnittet er indt il videre ubestemt . Snitkrrefterne N, Qy, Qz, Mx, My og M z er vist 
posit ive pa snit med x-aksen som udadgaende savel som indadgaende normal. Belast­
ningen bestar som vist i figur 1.2 af kont inuerlige laster qx, qy og qz, krrefter pr. lrengde-

z 

Figur 1.2 
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enhed samt mx, my og m z, momenter pr. lrengdeenhed. Idet bjrelkestykket i figur 1.2 
har lrengden dx, finder man ligevregtsligningerne 

dNjdx = -qx, dQyjdx = -qy , dQz/dx = -qz 

dMx/dx = -mx 

dMyjdx = Qz - my, dMz/dx = -Qy- m z 

(1.1) 

Snitkrrefterne er sp rendingsresultanter , og man har, jrevnf(Zl r figur 1.3, rekvivalensbetin-

Figur 1.3 

gels erne 

N = i CJxxdA 

Qy = i CJ xydA 

Qz = i C7 zxdA 

Mx = i (C7zxY - CJ xy z )dA 

My = i CJ xx zdA 

- M z = i CJxxYdA 

(1.2) 
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Fremgangsmaden bliver i det f0lgende den , a t der postuleres (gret tes pa) et flytnings­
felt, hvorfra man ved hj relp af t0jnings-flytningsrelationerne kan bestemme t0jningerne, 
som saved hj relp af de konstitut ive ligninger bestemmer sprendingerne udt rykt ved de 
parametre, so m beskri ver flytningsfel tet . Hereft er giver rekvi valens betingelserne ( 1. 2) 
sammenhrengen mellem disse parametre og snitkrrefterne, og sprendinger , t0jninger og 
flytninger kan angives ved snitkrrefterne under hensyntagen t il randbetingelserne. 

R rekkef0lgen bliver nu den , at f0rst betragtes b0jning efterfulgt af forskydning, derefter 
fri vridning og bunden vridning. Til sidst behandles stabilitetsproblemerne s0jleknrek­
ning og kipning. 
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2. NORMALSP lENDING ER VED SKJEV B0JNING 

Et tvrersnit, x = konstant, pavirket af en normalkraft Nog de b~jende momenter My og 
Mz, dvs. de snitkrrefter som i henhold til rekvivalensbetingelserne (1.2) er resultanter 
af normalsprendingen CJ xx, antages at fa fiytningerne 

ux(x,y,z) = wx(x) + zay(x) - yaz(x) 

uy(x,y,z) = wy(x) 

uz(x,y, z ) = wz(x) 

(2 .1 ) 

hvor Wx, Wy og Wz er flytninger i de tre akseretninger af punktet x, 0, 0, mens ay og 
az er infinitesimale vinkeldrejninger om y- og x-akserne. Flytningerne (2. 1) udtrykker 
Bernoullis forudsretning om, at plane tvrersnit forbliver plane under deformationen. 

Af flytnings-t~jningsrelationerne fas 

(2.2) 

som med betegnelserne 

(2 .3) 

kan skrives 

Exx = c(x) + ZK:y(x) - YK:z(x) (2.4) 

hvor tf}jningsstf}rrelserne E, K:y og K:z kaldes bjrelkens lcengdetf}jning og bjrelkens krum­
ning om henholdsvis y-aksen og z-aksen. 

Som konstitutiv ligning benyttes Hookes lov 

(2 .5) 

som indsat i rekvivalensbetingelserne (1.2) giver 

N = i CJ xx dA = E i Exx dA = E i (c + ZKy - YK: z)dA 

= E(c; i dA + K:y i zdA- K:z i ydA) 

(2 .6) 



M y = i (JxxzdA = E i Exx zdA = E i (c: + ZKy- YKz)zdA 

= E(c: i zdA + Ky i z2dA- Kz i yzdA) 

(2.7) 

= E(c: i ydA + Ky i yzdA- Kz i y2 dA) 

(2.8) 

I (2.6) - (2.8) er indf!Z)rt tvrersnittets statiske momenter om henholdsvis y-aksen og 
z-aksen 

Sy = i zdA 

S z = i ydA 

tvrersnittet s inertimomenter om de samme akser 

ly y = i z
2
dA 

l zz = i y
2
dA 

og endelig cent rifugalmomentet med hensyn til y- og z-akserne 

ly z = i yzdA 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

Indtil nu har x,y,z-syst emet s placering i forhold til bj relketvrersnit t et vreret ubestemt. 
Vrelges bj relkeaksen gennem tvrersnittets tyngdepunkt G, se afsnit 3, har man 

(2.12) 
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og vrelges yderligere at orientere y,z-systemet i forhold til tvrersnittet, sa centrifugalmo­
mentet Iy z er nul, y,z-systemet er et hovedaksesystem , da finder man 

N = EA6 , My = Eiyy Ky , M z = Eizz Kz 

som er bjrelkens konstitutive ligninger. 

lndsrettes (2.13) i (2.4) fas 

N My Mz 
6

xx = EA + Eiyy Z - Eizz Y 

som indsat i (2.5) giver Navi ers form el 

N My M z 
O'xx =- + --z - -y 

A I yy I zz 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

I et system, hvor x-aksen er tyngdepunktsakse, men y,z-systemet ikke er hovedaksesystem, finder man 

N Mylzz + M zly z M z lyy + Myly z 
O"x x = - + 

2 
Z - y (2.16) 

A l yy l zz - l yz l yy l zz - l~z 

Eksernpel 2.1 

Det i figur 2.2 viste tvcersnit med bredden b = 100 mm og hSiljden h = 200 mm pavirkes af snit-

'I \ 
100 

c B 

200 
z 

.... 

D A 
Figur 2.2 

krcefterne y 
\ 

N = 50 kN, My = 0,835 kNm , M z = -6 , 67 kNm (a) 

Normalspcendingerne O"xx Sllnskes bestemt. Tvcersnittets areal og inertimomenter med hensyn til de 
viste hovedakser er 

A = b · h = 20 · 103 mm2 

lyy = h · b3 /12 = 16, 7 · 106 mm4 

l zz = b · h3 /12 = 66 , 7 · 106 mm4 

(b) 
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og Naviers formel (2.17) giver 

50 . 103 835 . 103 6, 67 . 106 

fJxx = 20 · 103 + 16, 7 · 106 z + 66 , 7 · 106 Y = 2' 5 + O, 052 + O, 1 Y (c) 

hvor y og z skal indsrettes i mm, hvorefter fJxx er angivet i N /mm2 . Sprendingerne i tvrersnittets 4 
hj~rnepunkter A, B , Cog D er angivet i tabel 2.1, og i figur 2.3 er sprendingsvariationen langs tvrer-

y z fJxx 

Punkt mm mm N/mm2 

A 100 50 15 
B -100 50 -5 
c -100 -50 -10 
D 100 -50 10 

Tabel 2 .1 

snittets omkreds vist. fJxx er konstant langs dei tvrersnittet viste skra linier . 

10 15 

Figur 2.3 

2.1 Nullinien 

Sretter man i Naviers formel (2. 15), O"x x = 0 f;h man 

N My Mz 
-+-z --y=O 
A I yy I zz 

(2 .17) 

ligningen for en ret linie, nullinien, langs hvilken normalsprendingerne a xx og lrengde­
t~jningen Exx er nul , se figur 2.4. Langs linier parallelle med nullinien er normalspren­
dingerne konstante og de vokser proportionalt med afstanden fra nullinien. De st~rste 
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normalsprendinger optrreder derfor i de punkter pa tvrersnittets omkreds, som ligger 
lrengst fra nullinien. 

Figur 2.4 

Af (2 .17) 

\ 

y 

Mz i yy N I yy N I yy 
z = My l zz y - MyA = ytancp - MyA 

\ 

\ 

·,.nullinie 

finder m an , at nullinien danner vinklen c.p bestemt ved 

(2. 18) 

(2 .19) 

med y-aksen. Da den resulterende momentvektor M = My + M z danner vinklen f3 
bestemt ved 

(2 .20) 

med y-aksen , er de to vinkler kun ens for 

My = 0 , Mz = 0 eller I yy = I zz (2.21 ) 
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2.1.1 Udb~jninger 

Indf!llr es 17 , ~-systemet, som er drejet vinklen 1.p bestemt ved (2.19) i forhold t il y,z­
systemet, se figur 2.5, har 

Figur 2.5 

man t ransformationsreglerne 

[ 

COSi.p 

- Slll i.p 
sin 1.p l [ y l 
COSi.p Z 

(2.22) 

for koordinater og vektorkomponenter. Indsrettes i udtrykket (2.4) for lrengdet!Zijningen 
C:xx far man 

hvor 

(2.24) 

i henhold t il (2.19). 

Heraf fremgar , at krumningen "'~ er nul , dvs . udb!lljningen sker vinkelret pa nullinien. 

2.1.2 Kernen 

P avirkningen N, My og Mz pa et tvrersnit kan , nar normalkraften N er forskellig fra nul, 
udtrykkes som pavirkningen af en ekscentrisk virkende normalkraft. Ekscent riciteterne 
ey og e z indf!llres ved 
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(2 .25) 

se figur 2.6, og med denne notation 

Figur 2.6 

kan N aviers formel skrives 

(2.26) 

Ligningen for nullinien bliver dermed 

1 ez ey -+ - z + -y =0 
A I yy I zz 

(2 .27) 

N;h nullinien skrerer tvrersnittet, optrreder der savel positive som negative normal­
sprendinger i tvrersnittet, og nar nullinien helt forl !Z)ber uden for tvrersnittet eller netop 
tangerer tvrersnittets omkreds, da har alle normalsprendinger samme fortegn. 

Den kurve, som kraftangrebspunktet (ey, ez ) genneml0ber , nar tangenten ruller pa 
omkredsen, afgrrenser et omrade, der kaldes kern en. Til normalkrreft er , som virker i 
kernen , svarer saledes normalsprendinger , som har samme fortegn over hele tvrersnittet, 
trreksprendinger for trreknormalkrrefter og tryksprendinger for tryknormalkrrefter. 
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Eksempel 2.2 

For det i figur 2.7 viste rektangulcere tvcersnit med bredden bog hojden h onskes kernen bestemt . Tvcer-

Figur 2.7 

snittet har 

A= bh 

Iyy = hb3 /12 

I zz = bh3 /12 

som indsat i (2.27) giver 

' ' ' 1 b/2 1 b/2 1 

h/2 

h/2 

y, ey 

Nullinien gennem for eksempel punktet y , z = h/2 , b/2 svarer derfor til ligningen 

bh + 6hez + 6bey = 0 

(a) 

(b) 

(c) 

som er ligningen for den i figuren fuldt optrukne linie gennem punkterne A og B med koordinaterne 
(ey ,ez ) = ( - h/6 , 0) og (ey ,ez ) = (0 , -b/6). Tilsvarende finder man de 3 punkterede linier gennem 
henholdsvis B og C , C og D samt D og A. De 4 liniestykker afgrcenser kernen , vist skraveret. 
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3. TV JERSNITSKONSTANTER 

Til bestemmelse af normalsprendinger i tvrersnit pavirket t il b~Z~jning med normalkraft 
har man brug for at bestemme tvrersnittets areal, statiske momenter , inertimomenter 
og centrifugalmomenter . 

Figur 3.1 viser et plant omrade og 2 sret pa hinanden vinkelrette akser n,t-systemet og 

V 

Figur 3.1 

v,r-systemet, hvor n-aksen er parallel med v-aksen og t-aksen med r-aksen. 

A real et A er bestemt ved fl.adeintegralet 

A = idA 

Dei statiske moment om v-aksen , S v defineres ved 

(3.1) 

Sv = i rdA (3.2) 

og tilsvarende er det statiske moment om r-aksen 

Sr = i vdA (3.3) 

Inertimomenterne Ivv og Irr om henholdsvis v-aksen og r-aksen defineres ved 

I vv = i r
2 dA , Irr = i v

2 dA (3.4) 



og centrifugalmom entet med hensyn til v- og r-akserne ved 

Ivr = l vrdA 

3.1 Flytningsregler 

ldet afstanden mellem v-aksen og og n-aksen er ra, har man 

Sv = l rdA = j (t + ra)dA = Sn + ra A 

som n ar n-aksen gar gennem tyngdepunktet G, dvs . Sn = 0, giver 

Sv = ra A eller TG = Sv / A 

Tilsvarende er 

nar t- aksen er en tyngdepunktsakse. For inertimomenter har man f.eks. 

Irr = l v 2 dA = l (n + va? dA = l (n2 + 2nvG + vb)dA 

= Itt + 2va St + vb A 

som, nar St = 0, bliver 

hvilket er Konigs sretning. 

Endelig bliver centrifugalmomentet 

Ivr = l vrdA = l (n + va)(t + ra)dA 

= l (nt +ran + vgt + va ra)dA 

= Int + ra St + va Sn + va ra A 

som, nar n- og t-akserne begge er tyngdepunktsakser , reduceres til 

l3 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 
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3.2 Drejningsregler 

Figur 3.2 viser et plant omn1de og to ortogonale aksesret med begyndelsespunkt i tyng­
depunktet G. y , z-systemet er drejet vinklen f) i forhold t il n, t- systemet. Transformatio-

Figur 3.2 

nen mellem de 2 systemer er givet ved 

[ 
y l [ cos f) sin f) l [ n l 
z - - sin f) cos f) t (3.13) 

Man har nu 

I yy = L z 2 dA= L (- nsinB+t cos B)2 dA 

= L ( n 2 sin2 f)+ t2 cos2 f)- 2nt sin f) cos B)dA 

= Inn cos2 f) + I tt sin2 f) - 2Int sin f) cos f) (3.14) 

Tilsvarende bliver 

I zz = L y2dA= L (ncos B+t sinB? dA 

= L (n2 cos2 f)+ t 2 sin2 f) + 2nt sin f) cos B)dA 

= Inn sin2 f) + Itt cos2 f) + 2Int sin f) cos f) (3.15) 
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og 

I yz = l yzdA = j (n cos() + tsin8)( - n sin()+ t cos 8)dA 

= l ((t2
- n 2 )sin8 cos8 + nt(cos2 

()- sin2 8))dA 

= (Inn- Itt) sin() cos()+ Int( cos2 
()- sin2 8) 

= ~(Inn - I tt) sin 28 + Int cos 28 (3. 16) 

y, z-systemet er et hovedaksesystem, nar centrifugalmomentet I yz er nul. Dette vil i 
henhold t il (3.16) vrere t ilfreldet for 

2Int 
tan28 = I I 

tt - nn 
(3 .17) 

I hovedaksesystemet kaldes inertimomenterne hovedinertimomenter, og de betegnes ofte 
h og h. Omskrives (3. 14) og (3. 15), far man 

I yy = ~(Inn+ I tt) + ~(Inn - I tt) cos 28- Int sin 28 

1 1 
I zz = 2,Unn + I tt) - 2,Unn- Itt) cos 28 + Int sin 28 

(3 .18) 

som med 28 bestemt ved (3.17) giver 

(3. 19) 

Gar man ud fra hovedaksesystemet, bliver if!Zilge (3 .14), (3 .15) og (3 .16) inertimomen­
terne og centrifugalsystemet i et vilkarligt u, v-system, som er drejet vinklen <p i forhold 
til 1,2-systemet, se figur 3.3 
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V 

2. 

Figur 303 

2 0 2 1( ) 1( ) 2 I uu = !1 cos r.p + ! 2 sm r.p = 2 !1 + ! 2 + 2 !1 - ! 2 cos r.p 

0 2 2 1 1 2 
I vv = h sm r.p + ! 2 cos r.p = 2(h + ! 2) - 2(h - Iz) cos r.p (3 020) 

1 
I uv = (h - Iz) sin r.p cos r.p = 2(h - ! 2) sin 2r.p 

Af (3 020) fremgar , at punkterne A: (Iuu , Iu v) og B: (Ivv, -Iuv) ligger diametralt over 

Figur 3.4 

I"" ////_---­

f2, 0 

B(Ivv, -Iuv ) 

' ' ' \ 
\ 
\ 

\ Iuu 

for hinanden pa en cirkel, Mohrs cirkel, med centrum i ~(h + Iz) = ~(Iuu + Ivv) og 

med radius ~(h- I2) = ~.J(Iuu- Ivv) 2 + 4I~v 
Sretter man i (3 014) r.p = 7r/4, og betegnes I yy som ! 45, far man 

(3 021 ) 

ell er 

(3 022) 
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hvoraf ses, at centrifugalmomentet I nt kan bestemmes ved beregning af inertimomenter 
alene. 
Arealer A har dimensionen L2 og er altid posit ive. 
Statiske momenter S har dimensionen L 3 og kan vrere savel positive som negative. Det 
er derfor en fordel at indlregge hj relpeakser , sa hele tvrersnittet er pa den ene side af 
aksen , og alle bidrag til S har samme fort egn . 
lnertimomenter I har dimensionen L4 og er altid positive. 
Centrifugalmomenter Iu v har dimensionen L4 og kan vrere savel posit ive som negative. 

3.3 Nogle hjrelpestf,irrelser 

For tvrersnittet i figur 3.5 med de viste akser gennem tyngdepunktet G og de viste af-

Figur 3.5 

stande t il punkter pa omkredsen defineres nogle hyppigt forekommende stprrelser . 

M odstandsmomenterne om t-aksen , Wtl og Wn defineres ved 

og kerneradierne ktl og kn ved 

kt~ = Wt~/A = Itt /Acnl 

kn = Wn/A = Itt /Acn2 

Endelig defineres inertiradius it ved 

Med hensyn til n -aksen defineres tilsvarende stprrelser. 

(3.23) 

(3.24) 

(3 .25) 
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Eksempel 3.1 

Et rektangulrert tvrersnit har dimensionerne b X h, se figur 3.6. Tvrersnittets areal er 

1 

h 

Figur 3.6 

A = bh 

Dets statiske moment om ry-aksen er 

1 l b 1 1 
Sn = (dA = (hd( = -b2 h = -bA 

A o 2 2 
(a) 

sa man if!Zllge (3.7) finder 

(a= Sn/A = b/2 (b) 

Tilsvarende bliver 

17G = S(/A = h/2 (c) 

og man har de i figur 3. 7 viste tyngdepunktsakser. 



z 

=ty 
Figur 3.7 

Centrifugalmomentet med hensyn til y- og z-akserne bestemmes som 

ly z = ~ y z dA = 0 

da bade y- og z-aksen er symmetriakser. y , z-systemet er dermed hovedaksesystemet. 

Inertimomentet om z-aksen er 

J 2 l h/2 2 1 3 h/2 3 
I z z = y dA = y bdy = - b [Y ] -h 

2 
= bh /12 

A - h/2 3 I 

og tilsvarende 

I y y = b3 h/12 

Ved hjrelp af (3.10) finder man f.eks. 

19 

(d) 

(e) 

(f) 

(g) 
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Eksempel 3.2 

a a 

t ' ....... 

I 
I ' 

I' / 

........ 

I' / 

11G 
t ' '\ 

a 
z 

a/2+t-11G 
1'\ I' 

a/2 
--
\I y 

Figur 3.8 

Tvrersnittet i figur 3.8 har arealet 

A = 3at (a) 

y-aksen er symmetriakse og dermed hovedakse. Det statiske moment om ( -aksen er 

S( = at2 + at(t + a/2) 

og dermed 

2at2 + a2 tj2 
'f/G = S(/A = 

3
at = 2tj3 + a/6 

Inertimomenterne bliver 

1 1 t 
l yy = 

12 
(t(2a)3 + at3

) = 
12 

ta3 (8 + ( ~ )2) 

1 1 
I zz = -2at3 + 2at('f/G - t/2) 2 + -ta3 + at(a/2 + t- 'f/a) 2 

12 12 
1 1 = -2at3 + 2at(a/6 + t/6) 2 + -ta3 + at(a/3 + t/3) 2 

12 12 

1 2 1 1 = - 2at3 + - at(a2 + t 2 + 2at) + - ta3 + -at(a2 + t 2 + 2at) 
12 36 12 9 

3 1 1 1 3 1 1 1 22 1 2 
= at ( 6 + 18 + 9) + a t( 18 + 12 + 9) + a t ( 9 + 9) 

3 1 1t 1 t 2 

= a t(- + - - + - (- ) ) 
4 3 a 3 a 

(b) 

(c) 

(d) 
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N ar tvrersnittet er tyndfiiget, dvs. 

(t)
2 

t 
~ << ~ << 1 (e) 

kan man se bort fra led, der indeholder potenser aft h0jere end f0rste , og man kan regne 

1 3 
I yy = 

12 
t(2a) 

I zz = ~ ta3 = ~ta3 + at(a/2 - a/6) 2 + 2at(a/6)2 

4 12 
(f) 

idet tyngdepunktsafstanden regnes til 

'f/G = a/6 (g) 

j revnf0r figur 3.9. 

a a 

Fligtykkelse t ~ a 

y 

Figur 3.9 

Eksempel 3.3 

Et tvrersnit har form som det i figur 3.10 viste tyndfl.igede vinkelprofil. 

~I 
a 'r-' 
a/4 .... ..v ' " / 

' ' a/4 1'- / 

a ' ' t 
' ' Fligtykkelse t ~ a 

Figur 3.10 
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F!ZSrst indlcegges det viste u , v-system, og man har 

A = 2at 
(a) 

og dermed 

uc = vc = S/A = a/4 (b) 

Med begyndelsespunkt i G indlcegges nu et n , t-system , og man finder 

1 (a) 2 (a)2 Inn = Itt = 
12 

ta3 + at 4 +at 4 

= 5ta3 /24 (c) 

Centrifugalmomentet bestemmes ved hjcelp af (3.22) , hvorfor vi f!ZSrst ma bestemme I45. Inertimomentet 
J,rJ'f/ af en fl.ig , som danner vinklen a med ry-aksen, se figur 3.11 

r 

Figur 3.11 

bliver 

(d) 

Inertimomentet om vinkelhalveringslinien gennem tyngdepunktet G bliver nu 

I 1 3 · 2 o 3/ 45 = 2 · 3ta sm 45 = ta 3 (e) 

og hermed if!ZSlge (3 .22) 

2Int =Inn + I tt - 2I45 

= (5/12 - 2/3)ta3 = -ta3 /4 (f) 
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Den vinkel, n, t-systemet skal drejes for at blive f~rt over i hovedaksesystemet, bestemmes ved (3.17) 

tan 2(;1 = 2Int/(Itt - Inn)--+ 00 (g) 

dvs. 

(;l = 45 (h) 

i overensstemmelse med det forhold , at vinkelhalveringslinien er en symmetriakse. Hovedaksesystemet 
er vist i figur 3.12 , og hovedinertimomenterne 

Figur 3.12 

Iyy = !45 = ta3 /3 

I zz = 2 · 2_ ta3 sin2 45 = ta3 /12 
12 

z 

y 

(i) 
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4. FORSKYDNINGSSP lENDING ER VED SK.l:EV B0JNING 

Af flytningsfeltet ( 2.1 ) 

ux(x , y, z ) = wx(x) + zay(x) - yaz(x) 

uy(x,y, z ) = wy(x) 

Uz(x , y, z ) = Wz(x) 

kan man foruden lrengdety:~jningen Exx 

ogsa bestemme ty:~jningerne Eyy,Ezz,Eyz,Ezx og Exy 

Eyy = 8uy / 8y = 0 

Czz = Buz/By = 0 

2Eyz = 8uyj8z + Bu z/By = 0 

2czx = 8u z f8x + 8u xf8z = dw z fdx +ay 

2Exy = 8u xf8y + 8uyj8x = - az + dwyjdx 

( 4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

Af ( 4.3) fremgar , at ty:~jningerne Ezx og Exy er funktioner af x alene, og man kan derfor 
ikke b enytte de konstitutive ligninger 

(J' zx =2Gczx og (J' xy =2Gcxy,(G=E/ 2(1+v)) ( 4.4) 

t il bestemmelse af forskydningssprendingernes variation med y og z. 

Forskydningssp rendingernes variation over tvrersnittet vil derfor sy:~ges bestemt ved hj relp 
af en ligevregtsligning. 

I figur 4.1 er et bjrelketvrersnit vist. I tvrersnittet afgrrenses et omrade n, og et stykke 
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z 

y 
Figur 4.1 

bj relke med lrengde dx udskreres , se figur 4.2, som viser de krrefter , der virker pa ele­
mentet. Krrefterne pa endefl.aderne betegnes Fx, Fy og Fz samt Fx + dFx, Fy + dFy 
og Fz + dFz. P a den cylindriske snitfl.ade med frembringere parallelle med bj relkeaksen 
virker krrefterne H xdx, Hydx og H zdx, dvs. H x, Hy og H z er krrefter pr. lrengdeenhed. 

~X 

fz + dfz 

fx + dfx 

Figur 4.2 
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Ved projektion pa x-aksen fas 

dvs. 

Fx er resultanten af normalsprendingerne (J XX pa delomradet n, sa m an har 

og dermed 

som m ed Naviers formel (2 .15) giver 

H x = _ { (~ dN + _!___ dMy _ Jf_ dMz ) dA 
Jn A dx Iy y dx I zz dx 

I det f0lgende betragtes udelukkende det specielle belastningstilfrelde, hvor 

dvs. 

dN =O 
dx ' 

dMy _ Q 
dx - z , 

dMz _ -Q 
dx - Y 

Hermed fas Grashofs form el 

H x =- Qz { zdA- Qy { ydA 
Iyy Jn I zz Jn 

hvor de statiske momenter af delomradet n med hensyn til tyngdepunktsakserne 

Sny = in z dA og Snz = in ydA 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

( 4.10) 

( 4.11 ) 

( 4.12) 

( 4.13) 
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er indf0rt. For ethvert valg af cylindrisk snit flade, som afgrrenser delomradet n i nor­
malsnittet, kan man saledes bestemme den forskydende kraft pr. lrengdeenhed Hx. 

Betegnes normalen til den cylindriske snitflade es og tangenten et, som vist i figur 4.3 , 
da har man 

A 

Figur 4.3 

(4. 14) 

som sammen med 

<7xs = <7sx ( 4.15) 

og 

<7xy =<7x 8 CosfJ, <7z x =<7x 8 sin fJ ( 4.16) 

se figur 4.4 giver 

y 
Figur 4.4 



zs-

( 4.17) 

Selvom man kan bestemme Hx ved hj relp af Grashofs formel ( 4.12) , er det kun i specielle 
t ilfrelde, at man kan bestemme forskydningssprendingerne (]' xs = (]' sx . 

Antages forskydningssprendingerne (J' xy og (J' zx at vrere bestemt , da vil rekvivalensbetin­
gelserne 

( 4.18) 

vrere opfyldt. Forskydningssprendingerne vil imidlertid ogsa resultere i et moment om 
tyngdepunktsaksen, jrevnf0r figur 4.5. 

z 

Figur 4.5 

Mx = i ((J'zxY- (J'xy z)dA = Q zYF - Qy ZF ( 4.19) 

Resultanten af forskydningssprendingerne bestemt ved Grashofs formel 

Q = Qy + Qz ( 4.20) 

vil derfor ga gennem et punkt , forskydningscentret F , med koordinaterne yp , zp bestemt 
ved 

Qy zF = i (J'xy zdA 

Q zYF = i (J' zx ydA 

( 4.21) 
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og sa1edes fremkalde vridning, medmindre forskydningscentret falder sammen med tyng­
depunktet G. 

4.1 Tyndfl.igede tvrersnit 

I et tyndfliget tvrersnit , hvoraf et eksempel er vist i figur 4.6, antages fligtykkelsen at 
vrere m eget mindre end de (Z)vrige tvrersnitsma1 i y, z-planen . Det vil her vrere rimeligt 

Figur 4.6 

at regne forskydningssprendingerne j revnt fordelt over fligtykkelsen som vist i figur 4.7. 

Figur 4.7 

Man har sa1edes 

O"sx = O"xs = Hx(s) jt(s) ( 4.22) 

hvor s er en parameter , som m ales langs tvrersnittets kontur. 
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H x kan bestemmes af Grashofs formel ( 4.12) ell er, so m man finder ved pro jektion pa 
x-aksen , af de krreft er , der er vist i figur 4.8. 

dHx d 
(Hx + T5 s )dx 

Figur 4.8 

( aaxx ) aHx ) 
axx + ----a;-dx tds - axx tds + (Hx + ----a.;-ds dx - Hdx = 0 

aHx aaxx 
--=---t 
as ax 

som med axx bestemt ved Naviers formel (2.15) bliver 

a H x = _ ( Q z z + Q y Y) t( s) 
as I yy I zz 

idet ( 4.10) vedr0rende belastningen er benyttet. 
Hx har ekstremum for y = z = 0. 

( 4.23) 

( 4.24) 

Nar flere flige m0des i et forgreningspunkt , se figur 4.9 , finder man med den viste 



O'xxdA 

Hx1dx 

Figur 4.9 

for tegnsregning 

4.1.1 Abne, tyndfligede tvrersnit 

31 

{O'xx + dO"xx)dA 

( 4.25) 

Det vridende moment om tyngdepunktet G: M x = QzYF - QyzF, som svarer t il for­
skydningssprendingerne bestemt ved Grashofs formel, kan udt rykkes pa en ancien made, 

z 

Figur 4.10 y 
se figur 4.10. Moment om tyngdepunktet G giver 
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( 4.26) 

hvor r(s) er afstanden fra G til den tangent, som er angrebslinie for Hx(s) . r regnes 
med fortegn, sa r, s-systemet er et h0jresystem. Den sakaldte sektorkoordinat w( s) med 
hensyn til tyngdepunktet G indf!('lres ved 

dwjds = r(s) 

og man har 

Forudsretningen qx = 0 medf!('lrer 

Hx(P) = Hx(Q) = 0 

og dermed 

~Q OHx ~Q (Q z Qy ) M x = - --wds = - z + -y twds 
p os p Iy y I zz 

Med sektorcentrifugalmomenterne Iwy og Iwz defineret ved 

Iw y = LQ ywtds = LQ ywdA 

Iwz = LQ zwtds = LQ zwdA 

har man 

hvoraf fremgar, at forskydningscentrets koordinater bestemmes ved 

YF = Iwz/ I yy 

Z p = -Iwy/ I zz 

( 4.27) 

( 4.28) 

( 4.29) 

( 4.30) 

( 4.31) 

( 4.32) 

( 4.33) 
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Ved bestemmelsen af sektorkoordinaten w efter ( 4.27) indgar der en ubestemt integra­
t ionskonstant C, som imidlertid er uden betydning her, idet f. eks. 

l (w + C)ytds = l wytds + Cl ydA = I wy + CSz = I wy ( 4.34) 

da y- og z-akserne er tyngdepunktsakser . Da momentet om forskydningscentret F er 
nul, er ogsa sektorcentrifugalmomenterne I w' z = I w'y = 0, hvor w' er en sektorkoordinat 
med hensyn til F . 

Eksempel 4. 1 

Det i figur 4.11 viste U-profil pavirkes af forskydningskrrefterne Qy og Q z gennem forskydningscentret 

a 

a 
G ~ 

/ 

a 

/4 '\ ' 11\ ~\ ~ y 
Figur 4.11 

F , hvis beliggenhed !Z!nskes bestemt ligesom fordelingen af forskydende krrefter pr. lrengdeenhed H x . 
Pa grund af symmetrien er z-aksens placering som vist , og til bestemmelse af y-aksens placering har 
Vl 

A = 4ta 

1 2 s'f/ = 2 . 2ta 

og dermed 

(a = ta2 j4ta = a/4 

lnertimomenterne b liver 

1 3 2 8 3 Izz = 
12

t(2a) +ta · a ·2 = 3ta 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 
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F~rst betragtes formel ( 4.12) 

(f) 

hvoraf ses, at det er fordelingen af statiske momenter Sny og Sn z, som skal bestemmes. Med de i 

S1~ 

B A 

s~ 
G ~ 

/ 

~Qz 
Qy 

c \ly D 

Figur 4.12 ~S3 
figur 4.12 viste buemal s1 , s2 og s3 langs konturen har man pa de 3 strrekninger A-B , B-C og C-D: 

y z Sny = In z tds Sn z =In ytds 

A 0 0 

-a ~a - s1 ~as 1 t - ~sit - as1 t 

B %at -a2t 

s 2 - a - %a %a2t - %as2t ~s~t - as2t - a2t 

c -%a2t -a2t 

a s3 - %a ~s~t - %as3t - %a2t as3t - a2t 

D 0 0 

Variationen af de statiske momenter langs konturen er vist i figur 4.13 , og i figur 4.14 er fordelingen af 
forskydende krrefter H x = a xst, hidr~rende fra henholdsvis Q z og Qy vist. 
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e 

S.ny S.nz 
Figur 4.13 

y 

H 12Q, S 
xz =- 5ta3 fly 

Sn.z 
Figur 4.14 

Koordinaterne til forskydningscentret bestemmes som f!ZSlger: Pa grund af symmetrien om z-aksen er 
YF = 0, og z p bestemmes ved en momentligning, f.eks. moment om punkt B i figur 4.12. Momentet 
fra henholdsvis H xy og Q y er 

M x = ~ · ~ Qy a · 2a = - Qy ( z p + ~a) 
2 8 a 4 

(g) 

som giver 

(h) 

Forskydningscentrets p lacering er vist i figur 4.14. 
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Det ses umiddelbart , at bestemmelse af de statiske momenter Soy og Sn z er det samme som integration 
af ( 4.24) 

8Hx = _ ( Q z Z + Qy Y) t 
OS lyy l zz 

(i) 

Herefter skal YF og z p bestemmes ved hjaelp af sektorcentrifugalmomenter. Sektorkoordinaten w med 
hensyn til G bestemmes ved 

dwjds = r (j) 

Pa de 3 straekninger A-B, B-C og C-D far man , se figur 4.12 

Punkt r w w(C = - ia2) 

A c -ia2 

a C+as1 as1 - ia2 

B C+a2 -%a2 

%a C + a 2 + %as2 %as2 - %a2 

c C+ ~a2 %a2 

a C + ~a2 + as3 as3 + %a2 

D C+ %a2 ia2 

Konstanten C = -5a2 /4 er valgt for at give sektorkoordinaten wen form for symmetri , antimetri , om 
s2 =a. Variationen langs konturen af de 3 koordinater w(s) , y(s) og z (s) er vist i figur 4.15 , og ved 

y z 

Figur 4.15 
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hjrelp af integrationsformlerne I= J
0

1 
f(x)g(x)dx i appendiks A finder man 

( 
1 ( 1 5) 2 1 1 2) 5 4 I wy = t a · a · z 4 + 4 a + 3a · a · 4a · 2 = 3ta 

(k) 

I wz = 0 

og dermed 

YF = Iw z /Iy y = 0 

(I) 

i overensstemmelse med (h) 

Bernrerk, at sektorkoordinaten w har dirnensionen lrengde i anden og sektorcentrifugal­
rnornentet tilsvarende dirnensionen lrengde i fernte. 

4.1.2 Tvcersnitsdeformationer 

En korrekt besternrnelse af deforrnationer og sprendinger i et brerende konstruktionsele­
rnent i ligevregt krrever sarntidig opfyldelse af ligevregtsligninger, t0jnings-flytningsrelati­
oner, randbetingelser sarnt et sret konstitutive ligninger. 

Ligevregtsligningerne er 

OCJxx/Bx + Oe5xy/8y + Oe5zx/8z + pbx = 0 

Oe5xy/8x + Oe5yyjoy + Oe5y z/8z + pby = 0 

og for infinitesirnale flytningsgradienter er t !Z)jnings-flytningsrelationerne 

C:x x = 8ux f8 x , C: yy = ouy/oy , Czz = ou z/oz 

C: xy = C: yx = (ouxfoy + ouyjox )/2 

C: yz = C:z y = (ouyjoz + ou z foy)/2 

C:z x = C:xz = (ou z/ox + oux fo z )/2 

( 4.35) 

( 4.36) 

Randbetingelserne kan vrere savel sprendingsrandbetingelser sorn flytningsrandbetingel­
ser. 

Sorn konstitut ive ligninger benyttes ligningerne for linererelastiske rnaterialer , dvs. 

C:x x 1 -v -v 0 0 0 (J X X 

C: yy - v 1 -v 0 0 0 (J yy 
Czz 1 - v - v 1 0 0 0 (J zz ( 4.37 a) -

0 0 0 1+v 0 0 C: yz E C5y z 
Cz x 0 0 0 0 1+ v 0 (J zx 
C:x y 0 0 0 0 0 1+ v (J xy 
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eller den omvendte relation 

O'xx 1-v V V 0 0 0 Exx 

O'yy V 1-v V 0 0 0 E yy 

O'zz E V V 1-v 0 0 0 Czz 

O'y z (1 + v)(1- 2v) 0 0 0 1- 2v 0 0 E y z 

O' zx 0 0 0 0 1- 2v 0 Czx 

O' x y 0 0 0 0 0 1- 2v Exy 

Kun i de simpleste t ilfrelde kan man bestemme l(Zlsningsformler, der angiver de ukendte 
st(Zlrrelser som funkt ioner af stedvektoren og randparametrene, og fl.ytningsfeltet (2.1) 
er da heller ikke en eksakt l(Zlsning. 

De t (Zljninger , der kan afl.edes af fl.ytningerne, er som tidligere fundet 

Eyy = Czz = E y z = 0 

2 Ezx = dw zfdx + O!y 

2 Ex y = dwyjdx- CX z 

j revnf(Zlr ( 4.2) og ( 4.3). Af den konstitut ive ligning ( 4.37 b) fas nu 

O'xx = (1 - v)EExx/ (1 + v)(1 - 2v) 

so m kun for v = 0 red uceres til ( 2. 5) 

O'xx = E Exx 

som vi har anvendt. Srettes imidlertid 

Ux = Wx + ZO!y - YCX z 

Uy = Wy- v(yc; + yz~y + (z2 
- y2 )~ z /2) 

U z = Wz - v( zc; + (z2 
- y2 )~y/2 - yz~z) 

bliver lrengdet(Zljningerne 

og normalsprendingerne if(Zllge ( 4.37 b) 

Oy y = O'zz = 0 

( 4.38) 

( 4.39) 

( 4.40) 

(4.41 ) 

( 4.42) 

( 4.43) 

( 4.41 ) er en eksakt l(Zlsning for et bj relkestykke belastet alene pa endefl.aderne af N 0 , My a 

og M zo, se figur 4.16. 

( 4.37 b) 
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No 

Myo 
Figur 4.16 

Eksempel 4.2 

En bjrelke med rektangulrert tvrersnit pavirkes af et konstant moment M yo. Tvrersnittets flytninger i 
y, z-planen bliver i henhold til (4.41) 

uy = wy - vyz "'y 
(a) 

hvor "'Y = Myo / Elyy. Det deformerede tvrersnit er vist i figur 4.17 

z 

y 
Figur 4.17 
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Forskydningstpjningerne bestemt ud fra fl.ytningerne ( 4.41 ) bliver 

2cyz = Ouyjf)z + Ou z/By 

= -v(y"'y + ZK,z- Y"'y- ZK, z) = 0 

2Ezx = OU z/Bz + 0U x/8z 

= dw z dx + a - v z - + - z - y - - yz -I (
de; 1( 2 2)d"'y d"'z) 

Y dx 2 dx dx 

( 
de; d"'y 1 2 2 d/'1, z ) 

2Exy = dwyjdx- Ctz - v y dx + yz ----;_z;- + 2 (z - Y )----;_z;-

( 4.44) 

som alle er nul i et bjrelkestykke, der alene er belastet pa endefl.aderne som beskrevet 
ovenfor. Udbpjningerne Wy og Wz bestemmes derfor af 

dwz/dx + ay = 0 

dwyjdx- Ctz = 0 

hvor vinkeldrejningerne ay og Ctz bestemmes af 

dayjdx = "'Y = Myo/Elyy 

daz/dx = "'z = M zo /Elz z 

( 4.45) 

( 4.46) 

Nar momenterne varierer langs bjrelkeaksen, og der optrreder forskydningskrrefter og 
derfor ogsa tpjninger Ezx og Ex y, er fl.ytningsfeltet ( 4.41) imidlertid ikke srerlig velegnet , 
da de deraf afl.edede tpjninger ( 4.44 b og c) i almindelighed ikke vil fpre t il en rimelig 
fordeling af forskydningssprendinger sammen med de konstitutive ligninger . 

I en bj relke med tyndfl.iget tvrersnit kan man tage hensyn til forskydningsdeformatio­
nerne ved at benytte fl.ytningsfeltet 

hvor 

ux(x, s) = wx(x) + z(s)ay(x) - y(s)az(x ) + j 2cx 8 ds 

uy(x,s) = wy(x) 

Uz(x,s) = Wz(x) 

dw z/dx + ay = 0 

dwyjdx- Ct z = 0 

2cxs = CJxs/G = Hx(x,s)jGt( s) 

H x(x, s) = - (~z Sn y + ~Y Sn z) 
yy zz 

( 4.47) 

( 4.48) 



Med betegnelserne i figur 4.18 har man 

Figur 4.18 

8yj8s = dyjds = cosf3 

8 z j8s = dz jds = sin /3 

U 8 = Wy cos (3 + W z sin f3 

og finder 

8u x/8s = aydzjds - O'. zdyjds + 2C:xs 

z 

s 

8u 8 j8x = (dwyjdx) cos f3 + (dwz /dx) sin f3 = O'.z cos f3 - ay sin f3 

sa definitionsligningen 

er i orden. 

41 

( 4.49) 

( 4.50) 

(4.51 ) 

Bidraget J 2cx 8 ds fra forskydningsdeformationerne til flytningerne Ux i bjcelkeaksens 
retning kaldes tvcer.mitshvcelvninger. 

Eksempel 4.3 

For det i figur 4.19a viste tyndftigede tvrersnit , som kun kan optage forskydningssprendinger i y­

retningen , !l)nskes tvrersnitshvrelvningen b estemt. 
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h/2 

z 

y 

a 

Figur 4.19 

Man har 

A = ht , I zz = th3 /12 

og s = y + h/2 

dvs. 

8Hx/8s = 8Hx/8y = - Qyty/Izz 

med l0sningen 

H x = - Qyty2 /2Izz + Qyth 2 /8Izz 

da randbetingelserne 

H x = 0 for y = ± h/2 

skal vaere opfyldt. 

Hermed bliver forskydningsspaendingen 

t:Tx y = Qy(h2
- 4y2 )/8Izz = 3Qy(h2

- 4y2 )/2th3 

Tvaersnitshvaelvningen bestemmes nu af 

8ux/8y = 2cxy = t:Txy/G 

= 3Qy(h2
- 4y2 )/2Gth3 

dvs. 

b c 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 

(g) 

Forskydningsspaendingerne er vist i figur 4.19b, og tvaersnitshvaelvningen i 4.19c, idet Uxo = Ux for 
y = 0 er sat lig nul. 



43 

4.1.3 Lukkede, tyndfligede tvcersnit 

I et abent , tyndfliget tvrersnit med en kontur som f. eks. vist i figur 4.20a er Hx fastlagt 

a 
Figur 4.20 

A 

b c 

ved Hx = 0 i enderne af konturen. I et lukket, tyndfliget tvrersnit med en kontur som 
vist i figur 4.20b derimod, er der ingen steder, hvor Hx pa forhand er kendt. Vrelger 
man som udgangspunkt et vilkarligt punkt A med den ukendte forskydende kraft pr. 
lrengdeenhed H xA , kan man ved hj relp af f. eks. (4.24) bestemme H x i alle punkter i 
tvrersnittet, men ved integration hele vejen rundt langs konturen ender man med den 
ukendte vrerdi H xA . Betragtes derimod hvrelvningsdeformationerne har man 

( 4.52) 

og ved integration hele vejen rundt far man 

f(H/ Gt)ds = 0 ( 4.53) 

Hvis tvrersnittet er sammensat af 2 eller flere celler som vist i figur 4.20c, skal ( 4.53) 
vrere opfyldt for alle celler. 

Eksempel 4.4 

Tvcersnittet vist i figur 4.21 er pavirket af en forskydningskraft Q z gennem forskydningscentret F, hvis 
beliggenhed indtil videre er ubestemt bortset fra, at det ligger pa y-aksen, som er en symmetriakse. 
F ligene AB , C D og DA har tykkelsen t , mens fligen BC har tykkelsen 3t. Man har 

A = 36ta 
(a) 

og dermed 

'r/G = S(/A = 2a (b) 
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3a V 3a 

1 

G 

4a 

D 
\V y I 11 

Figur 4.21 

Y derligere er inertimomentet om y-aksen 

f yy = 4t(6a)3 /12 + 6ta(3a) 2 2 = 180ta3 

Den forskydende kraft pr. lrengdeenhed H x bestemmes af 

8Hx/Os = - Q zzt(s) j fy y 

For fl.igen C D har man z = - 3a og dermed 

8 H x/Oy = 3Qz atjfyy 

H x = 3Qz aytjfyy + 6Qz a2 t/fyy + H xc 

I punkt D, y = 4a, bliver 

For fl.igen DA er 

8 H x/8 z = - Q zzt/Iyy 

H x = -Qzz 2tj2Iyy + C1 

som for z = - 3a giver 

dvs. 

' / 

z 
..... 
/ 

A 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 

(g) 

(h) 

(i) 

(j) 



I punkt A, z = 3a , bliver 

H xA = 18Qz a2 t j f yy + H xD 

I fligen AB er 

8Hx/8s = - 8Hx/8y 

da vi integrerer langs vejen CDABC. 

8Hx/8y = 3Qz atjfyy 

H x = 3Qz aytjl yy + C2 

H xA = 12Qz a2tjfyy + C2 = 18Qz a2tjlyy + H xc 

C2 = 6Qz a2 t/ f yy + H xc 

H x = 3Qz a(y + 2a)tjly y + H xc 

I punkt B , y = -2a, bliver 

For fligen BC bliver tilsvarende 

8Hx/8z = 3Qzztjlyy 

H x = 3Qzz 2 t/2lyy + C3 

H xB = 27Qz a2t/2lyy + C3 = H xc 

H x = 3Qz (z 2
- 9a 2 )t/2lyy + H xc 

Fordelingen af forskydende kr::efter pr. l::engdeenhed er vist i figur 4.22 

Hxc 

u ............................................................................................. 1 
36Qza2t /2Iyy 

Figur 4.22 

45 

(k) 

(l) 

(m) 

(n) 

( 0) 
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Til bestemmelse af H xc har vi (4.53), som med G konstant kan skrives 

f(Hx/t)ds = 0 

og udf!llres som arealberegninger. Man finder 

H xc(6a · 3/t + 6aj3t) + 36
Qz a

2 

(~ • 6a · 2 + 6a) 
2Iyy 2 

9Qz a
2 (2 2 ) + -- - · 6a - - · 6a · 3/3 = 0 

2Iyy 3 3 

36Qz a2 

20aHxc/t + ---12a = 0 
2Iyy 

H _ -108 Qz a2 t 
xC - 10 ly y 

I figur 4.23 er den endelige fordeling af forskydende krrefter pr. lrengdeenhed vist. Pilene viser den 

18a/5 

12a/5 

45 
Figur 4.23 

(p) 

(q) 

positive retning af H x svarende til en forskydningskraft i z-aksens positive retning. Resultanten bliver 

Q ta2 Q ta3 

((108 + 72 + 2(45 + 135)/3)6a - z- = 180 - z- = Qz 
10Iyy Iy y 

Endelig bestemmes forskydningscentrets beliggenhed ved at tage moment om f.eks. punkt C. Ved at 
sammenholde figur 4.23 med figur 4.24 ses det , at man har 

Q 'r/F = ((12 + ~45) 6a + ~72 · 12 
a - ~108 · 18 

a) 6a Qzta
2 

z 3 2 5 2 5 10Iyy 
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og dermed 

( 
432 972 ) 6ta4 504 · 6 

'f/F = 612 + - - - -- = --a = 1 68a 
5 5 10lyy 1800 ' 

c B 

~I' ._Qz 
~'' ... 

~ '.I' G, / 

D A 
Figur 4.24 \I y,ll 

Eksempel 4.5 

Det i figur 4.25 viste lukkede, tyndfligede tvrersnit er pavirket af en forskydningskraft Qy gennem for­
skydningscentret og parallel med de korte sider. Fligtykkelsen er overalt t . Fordelingen af forskydende 

s1< ) S4 

D c B 
~~ 

sf 
a/2 
I/ ..... 

w w / ..,. 

Qy 
a/2 s2 , s5 

a 
z 

~~ 
E f-7s3 F s~A 

~ a ~ 2a ~ 7 7 7 
Figur 4.25 

krrefter Hx og forskydningscentrets beliggenhed 0nskes bestemt. 

Den forskydende kraft pr. lrengdeenhed H x bestemmes af 

(a) 

hvor z-aksen er den viste symmetriakse, og y-aksen er rettet nedad. 
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lntegrationen pabegyndes i punkt C, f!ZSrst str<ekningen CDEF med begyndelsesv<erdien H1 , derefter 
str<ekningen CBAF med begyndelsesv<erdien H2 og til sidst str<ekningen FC. Beregningerne opstilles i 
et skema 

Punkt y Hx 

c H1 

-a/2 Qy tas1 /2Izz + H1 

D Qyta2 /2Izz + H1 

32 Qyt(5a2 
- 4s~)/8Izz + H1 

E Qyta 2 /2Izz + H1 

a/2 Qyt(a 2 - asa)/2Izz + H1 

F H1 

c H2 

- a/2 Qytas4/2Izz + H2 

B Qyta 2 /Izz + H2 

ss Qyt(9a2 - 4s~)/8Izz + H2 

A Qyta2 /Izz + H2 

a/2 Qyt(2a2 - as6)/2Izz + H2 

F H2 

F H1 +H2 

-S7 Qyt(4s~ - a2 )/8Izz + H1 + H2 

c H1 + H2 

I punkterne Fog C er (4.25) benyttet. Fordelingen af forskydende kr<efter pr. l<engdeenhed er vist i 
figur 4.26. 



Figur 4.26 

For de to cell er har man ( Gt = konstant) 

CDEFC: J H x ds = 4Hla + Hza + 4Qyta2 
· 2aj8lzz = 0 

CBAFC: J H x ds = H1a + 6Hza + 8Qyta2 
· 3aj8lzz = 0 

hvoraf man finder 

H1 = -3Qyta2 /23Izz 

Hz = - 11Qyta2 /23Izz 

eller , idet 

I zz = 3 · ta3 /12 + 2 · 3at(a/2) 2 = 7ta3 /4 

H1 = -12Qy/161a 

Hz = -44Qy /161a 

Den endelige fordeling af forskydende krcefter er vist i figur 4.27. 

49 
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22a/23 24a/23 

23 z s 

1,44a 

y 
Figur 4.27 

Forskydningscentrets beliggenhed findes ved moment om f.eks . E: 

( 
2 1 24 

Qy(F = 112 · 1 · 1 + 3 · 23 · 1(1 + 3) + 96 · 1 · 3 + 2 · 96 · 
23 

· 1 

+.!. · 24 · ~ · 1 - .!. · 68 · 
17 

· 1 - .!. · 88 · 
22 

· 1) _..!._ · Q a 
2 23 2 23 2 83 322 y 

hvilket giver 

(F = 671a/(3 · 161) = 1, 39a 

Til sammenligning bestemmes tyngdepunktets beliggenhed ved 

s, = (1 · 1 + 1 · 3 + 2 · 3 · 3/2)ta2 = 13ta2 

A = 9ta 

(a = S,/A = 13a/9 = 1, 44a 

96 23 
~----,!S~ 



5. FLYTNINGERNE VED SK.JEV B0JNING 

I flytningsfeltet (2.1) 

ux(x , y, z ) = wx(x) + zay (x)- yaz(x) 

uy(x,y,z) = wy(x) 

Uz(x, y, z ) = Wz(x) 
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(5.1) 

indgar flytningsst (i)rrelserne Wx, wy, Wz, ay og az . Af flytningerne afledes t(i)jningerne 

hvor 

Exx = c + ZKy - YK z , Eyy = Czz = 0 

c = dwxfdx 

Ky = day /dx 

Kz = da z/dx 

som sammen med den konstitutive ligning for et elastisk materiale 

<Jxx = E cxx 

giver bj relkens konstitutive ligninger 

c = NjEA 

Ky = My/Eiyy 

Kz = M z/Efzz 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 

som sammen med randbetingelserne bestemmer flytningsst(i)rrelserne Wx, ay og az ud­
trykt ved snitkrrefterne N, My og M z. 

Til bestemmelse af flytningerne Wy og Wz har vi i forbindelse med tvrersnitshvrelvningen 
benyttet ( 4.48) 

dw z/dx + ay = 0 

dwyjdx- az = 0 
(5.6) 

og hermed er alle flytningsst (i)rrelserne Wx , wy, Wz, ay samt a z og dermed flytningerne 
Ux, Uy og Uz udtrykt ved snitkrrefterne N, My og M z. 

Forskydningskrrefterne Qy og Qz indgar overhovedet ikke, og man finder da ogsa 

Eyz = Czx = Exy = 0 (5.7) 
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med de ovenfor gjorte antagelser. Undervejs har vi ganske vist haft forskydningsde­
formationer og forskydningskrrefter in de i billedet for at kunne foretage korrektioner, 
men det har hver gang vist sig at f0re til nye modsigelser. F 0rste gang var i forbindelse 
med den konstitutive ligning (4.40) , CTxx = E Exx, som kunne bringes t il at passe pa 
bekostning af nogle randbetingelser. Nreste gang var i forbindelse med tvrersnit shvrelv­
ningen , hvor indf0relse i (4.47) af det ekstra led j2Ex 8 ds i udt rykket for Ux medf0rer , 
at lrengdet0jningen Exx bliver 

Exx = E + ZKy - YK z + J ((dHxfdx) jGt )ds (5.8) 

hvilket igen medf0rer, at man ikke lrengere finder relationerne (5.5). 

Det skal bemrerkes, at for Qy og Qz konstante, dvs. qz = qy = 0, bliver dHx/dx = 0, 
og de konstitutive ligninger (5.5) grelder. Det er dog kun for Qy = Qz = 0, at der er 
tale om en eksakt l0sning. 

En formelt eksakt 1\!lsning far man ved at forlade forudsretningen om, at bjrelkematerialet er linerer­
elastisk med de konstitutive ligninger ( 4.37 a og b) , og i stedet betragte bjrelkematerialet so m et 
linererelastisk materiale m ed indre deformationsbindinger. 

Med udgangspunkt i Greens antagelse om eksistensen af en t!Zlj ningsenergifunktion W(Exx, Eyy , € zz, Ey z, Ez x , Exy) 

har man, at sprendingerne bestemmes som afledede af t!Zljningsenergifunktionen, dvs . 

(T xx = g8W / O€xx 

CTyy = gaWjaEyy 

CT z z = g8Wj8€z z 

CTy z = g8Wj8€y z 

CTzx = eaWjaEz x 

CTxy = gaWjaExy 

For et isotropt , linererelastisk materiale f!Zlrer funktionen 

E ( 2 2 2 
(loW = ( )( (1 - v)(Exx + Eyy + Ezz ) + 2v(Exx€yy + €yy€ z z + € zz €xx) 

2 1 + v 1- 2v 

(5.9) 

(5.10) 

t ilde konstitutive ligninger (4.37 b) . I (5.9) er Q massetretheden, som for infinitesimale t!Zljninger er 
konstant Q = (1 0 , massetretheden i udeformeret t ilstand. For isotrope materialer er x , y, z-systemets 
orientering i forhold til materialet uden betydning. W reprresenterer arbejdet pr. masseenhed ved en 
deformation. 

I et materiale med indre deformationsbindinger kan deformationerne ikke forega frit, idet man har en 
eller flere sidebetingelser udtrykt som 

(5 .11) 

hvor a = 0, 1, 2 ... , dog hpjst lig 6. I et materiale m ed bindinger bestemmes sprendingerne ved funktionen 

(5 .12) 
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hvor .X a er Lagrangefaktorer. Man far 

CT kl = 8F/8E:kz = 8W/8E:kz + .Xa8ga/&kz 

k , l= x,y,z 
(5.13) 

Ofte b etegnes .Xa8ga / 8skz som reaktionssprendinger (reaktioner pa bindingerne) , og 8Wj8skl kaldes 
ekstrasprendinger. 

Har man f.eks. et materiale armeret med ustrrekkelige fibre i x-retningen, er 

g = €xx = 0 (5.14) 

og 

(5.15) 

Hermed bliver 

CTx x = t (5.16) 

hvor t er et ubestemt trrek. De 0vrige sprendinger bestemmes ved 

(5.17) 

Det ubestemte trrek t m a f.eks. bestemmes ved randbetingelser ell er ligevregtsligninger . N ar der er tale 
om et usammentrykkeligt elastisk materiale , er 

g = €xx + syy + szz = 0 (5.18) 

og 

F = W - p(sxx + syy + s zz ) (5.19) 

hvor W er en funktion af alle 6 t0jningskomposanter. 

Normalsprendingerne CTxx, CT yy og CTzz er bestemt pa nrer et hydrostatisk tryk pi dette tilfrelde. 

Materialer med indre bindinger vil ofte vrere anisotrope. Materialet beskrevet ved (5.19) og W givet 
ved (5.10) vil dog vrere isotropt, men materialet beskrevet ved (5.15) og W givet ved (5.10) vil udvise 
anisotropi , sakaldt transvers isotropi. 

Af flytningsfeltet (5 .1 ) far man t 0jningerne (5 .2) 

og 

Exx = E + ZK, y - Y"' z , Eyy = Czz = 0 

Eyz = 0 

2 Ezx = d wzfdx + CXy 

2 Ex y = dwyjdx- CX z 

(5 .20) 

(5.21) 

Flytningerne Wy og Wz kan bestemmes af (5 .21 bog c), nar Czx og Exy er bestemt som 
funktioner af x alene. Srettes Ezx og Exy begge lig med nul som i ( 4.45), taler man om 
Bernoullibj relker. Man kan dog ogsa srette Ezx proportional med Q z og Exy proportional 
med Qy , i hvilket t ilfrelde man taler om Timoshenkobj relker. 
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6. FRI VRIDNING 

I afsnit 4.1 fandt vi i forbindelse med figur 4.5 , at angrebslinien for resultanten af de 
forskydningssp rendinger , som bestemmes af Grashofs formel ( 4.12), gar gennem for­
skydningscentret F. Kun i specielle tilfrelde vil resultanten af belastning og reaktioner 
imidlertid ga gennem forskydningscentret, og der vil derfor optrrede vridning foruden 
b0jning og forskydning i tvrersnittet. 

Betragtningerne i afsnit 4.1.2 antyder , at forskydningssp rendinger fremkalder tvrersnits­
hvrelvning, og i et tvrersnit pavirket til ren vridning vil vi antage, at fiytningsfeltet er 
givet ved 

Ux = 7/Y (y, z )d()jdx 

Uy = - (z - z 0 ){)( x ) 

Uz = (y - Yo)O( x) 

(6.1) 

hvor O(x) kaldes vridningsvinklen og 7/J( y, z ) hva;lvningsfunkt ionen. Tvrersnittet hvrelver 
sig samtidig med , at det drejer sig som en i y, z-planen stiv figur. Drejningen foregar 
omen indt il videre ubestemt x'-akse gennem y, z = y0 ,z0 • 

T (25jningerne h (25rende t il fiytningsfeltet (6.1) er 

Exx = fJu xj fJ x = 7/J d2 ()jdx 2 

c: yy = 8uy/8y = o 
Gzz = auz/Oz = 0 

2cyz = 8uyj8z + ou z foy = -0 + () = 0 

2Ezx = Ou z/Ox + Oux/Oz = (y- Yo + 87fyj oz )d0jdx 

2Exy = Ou x/Oy + Ouy/Ox = (87/Jj fJy- z + z0 )d()jdx 

(6.2) 

og der forekOffiffier i almindelighed Sa Vel normalsprendinger a XX 80ffi forskydningsspren­
dinger azx og axy· Nar hvrelvningen 7/J kan forega frit , dvs. uden at fremkalde normal­
t (25jninger Exx og dertil h (25rende normalsprendinger axx, taler man om fri vridning, ellers 
om bunden vridning. F (25rst behandles tilfreldet fri vridning. 

6.1 Massive tvcersnit 

Normalsprendingerne a xx er i henhold til de konstitutive ligninger ( 4.37 b) nul for 

Exx = Ey y = Czz = 0 (6.3) 

og i henhold til t (25jnings-fiytningsrelationerne (6.2) ma vi derfor krreve, at vridnings­
vinklen pr. lrengdeenhed d() / dx er konstant , for at der kan vrere tale om fri vridning. 



Med 

<7xx = <7yy = <7zz = 0 

<7y z = 2Gcyz = 0 

<7zx = 2Gc: zx = G(y - Yo + 81jJjoz)d()jdx 

<7xy = 2Gc:xy = G(81jJ joy- z + z0 )d()jdx 

er det kun ligevregtsligningerne ( 4.35 a) 
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(6.4) 

(6.5) 

der ikke er opfyldt for en bjrelke uden massekrrefter , 12b = 0. (Massekrrefter giver 
normalt kun anledning til b0jning og forskydning). Indsrettes (6.4) i (6.5), fas 

(6.6) 

dvs. hvrelvningsfunktionen 1jJ er en harmonisk funkt ion, som foruden (6.6) skal tilfreds­
stille randbetingelserne. 

Problemstillingen bliver imidlertid lidt mere overskuelig, hvis vi for en tid forlader 
hvrelvningsfunkt ionen og i stedet betragter ligevregtsligningen (6.5). Indf0res 
Prandtls spcendingsfunktion S(y, z ) ved 

crxy = 8Sjoz , crzx = -8Sjoy 

er (6.5) identisk opfyldt , og benyttes (6.4), fas 

8 2 Sjoz2 = G(82 1jJjoyoz -1)dB jdx 

8 2 Sjoy2 = -G(82 1jJfoyoz + 1)dBjdx 

og hermed 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

Poissons ligning (6.9) er tilsyneladende lidt mere besvrerlig end Laplaces ligning (6.6) , 
men r andbetingelserne udtrykt ved sprendingsfunktionen S er vresentlig simplere end 
randbetingelserne udtrykt ved hvrelvningsfunktionen 1jJ . 

P a tvrersnittets rand, se figur 6.1, har normalen n koordinaterne 

nx,ny,nz = O,dz jds, -dy jds (6 .10) 
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Figur 6.1 

og randsprendingerne pa den ubelastede rand bliver 

0 + (dzjds)(fJSjfJz) + ( -dyjds)( -fJSjfJy) 

= fJSjfJs = 0 

z 

(6 .11 ) 

Sprendingsfunktionen S(y, z) er altsa konstant langs randen, hvilket er i overensstem­
melse med, at forskydningssprendingen skal vrere parallel med randen, nar denne er 
ubelastet. 

For et plant vektorfelt Vy, V z grelder divergenssretningen pa formen 

hvor f er kurveintegralet langs tvrersnittets kontur. Vi har saledes 

Qy = L O"xydA = L (fJSjfJz)dA =-f Sdy = 0 

Qz = L O"zxdA = L ( -fJSjfJy)dA =- f Sdz = 0 

da S er konstant pa randen. Y derligere fas det vridende moment 

Mx = L (azx y - O"xy z)dA =-L (yfJSjfJy + zfJSjfJz)dA 

(6 .12) 

(6. 13) 



=}A ((S- 8(Sy )j8y ) + (S- 8(S z )j8z ))dA 

= L SdA- f Sydz + L SdA- f S zdy 

= 2 L SdA 

da f Sydz = S f ynyds = 0 

f S zdy = -S f znzds = 0 

og S srettes lig nul pa randen. 

Bemrerk, at rY z x og rY xy giver lige store bidrag til det vridende moment . 
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(6 .14) 

(6 .15) 

Det bemrerkes, at anvendelsen af Prandtls sprendingsfunktion med randbetingelsen S lig med en kon­
stant langs randen grelder for ethvert bjrelkemateriale og ikke er b egr renset til elastiske materialer 
(jrevnf!ZSr Airys sprendingsfunktion). 

Med sprendingsfunktionen S bestemt, sa den opfylder Poissons ligning (6.9) og randbe­
t ingelsen (6.11 ), kan hvrelvningsfunktionen '1/; bestemmes ved hj relp af (6.4) og (6 .7) 

87)J j8y = (8Sj8z )j(Gd() jdx) + z - Z 0 

87)Jj8z = - (8Sj8y)j( Gd() jdx) - y + Yo 

idet dog beliggenheden af y0 , z 0 er ubestemt . 

Eksempel 6.1 

(6 .16) 

En massiv , homogen og isotrop bjrelke med ellipseformet tvrersnit p avirkes pa endefladerne af vridende 
momenter Mx. En ellipse med hovedakserne 2a og 2b har ligningen 

(a) 

j revnf!ZSr figur 6.2. 

b b 

y 
Figur 6.2 
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Grettes pa sprendingsfunktionen 

S = m(y2 la2 + z2 lb2
- 1) (b) 

som er konstant lig nul pa randen, har man 

o 2 Sioy2 + 85 loz 2 = 2m(1la2 + 1lb2
) (c) 

der er konstant og kan srettes lig med - 2Gd() I dx, hvilket bestemmer m til 

m= -Ga2 b2 (dBidx)l(a2 + b2
) (d) 

Herefter bliver i henhold til (6 .14) 

Mx = 2 L SdA = -2Ga2 b2 (dBidx)( i y
2 la2 + z2 lb2 -1)1(a2 + b2

) 

= -2Ga2 b2 (dBidx)(Iz z la2 + Iyylb2
- A)l(a2 + b2

) 

= -2Ga2 b2 (dBidx)Kab(114 + 114- 1)l(a2 + b2
) 

= G1ra3 b3
( d() I dx )I( a 2 + b2

) (e) 

som giver sammenhrengen mellem det vridende moment M x og vridningsvinklen pr. 
lrengdeenhed d() I dx . 

Forskydningssprendingerne bestemmes ved hjrelp af ( 6. 7) og bliver 

a xy = oSioz = -2Ga2 (dBidx) z l(a2 + b2
) 

= -2Mx zl( 1rab3
) 

a zx = -oSioy = 2Gb2 (dBidx)yl(a2 + b2
) 

Variationen af a xy med z og a zx med y er linerer, og den er vist i figur 6.3. 

Figur 6.3 

(f) 
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Det fremgar , at den st !Zir ste forskydningssprending opt r reder for en den af den mindste 
storakse. 

Af (6.16) fas 

8 'lj; j 8y = -2a2 z j(a2 + b2
) + z - Z0 = (b2

- a2 )z j(a2 + b2
) - Z0 

8'lj;j 8z = - 2b2 y j (a2 + b2
) - y + Yo = (b2

- a2 )y j (a2 + b2
) + Yo 

og dermed 

b2 - a2 
'ljJ = ~b2 yz - Z0 Y + Yo Z 

a + 

(g) 

(h) 

hvor konstanterne Yo og z0 afhrenger af underst !Zi tningsbetingelserne. Flytningerne er 
nu bestemt ved (6.1) 

Ux = 'lj; d() j dx 

Uy = - ( z - Z0 )0 

Uz = (y - yo)() 

hvor drejningsvinklen ved hj relp af (e) kan udt rykkes ved det vridende moment 

() = Mx x(a2 + b2 )j (G1r a3 b3
) 

Eksempel 6.2 

(i) 

(j ) 

N ar storakserne i en ellipse er lige store a = b = R , har man et cirkul<ert tv:oersnit og d ermed bliver 

(a) 

(b) 

og den resulterende forskydningssp:oending, se figur 6.4, bliver 

F igur 6.4 
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(jxiJ = {jzx cos (}- (T xy sin (} 

= 2Mx (ycos(} + zsin(J )/'rrR4 

(c) 

med retning vinkelret pa radiusvektor. Endelig finder man for et cirkul~rt tv~rsnit, at hv~lvningen 
er nul , tv~rsnittet forbliver plant . 

I lighed med de konstitut ive ligninger My= Efyy"'y = Efyydayjdx og Mz = Efzz "'z = 
E I zz da z / dx skri ver man ofte 

(6 .17) 

hvor I v er inertimomentet for vridning. For en ellipse har man 

(6 .18) 

og for en cir kel er 

(6 .19) 

hvilket er det polrere inertimoment 

(6 .20) 

Vinkeldrejningen (J kan nu udtrykkes ved 

(6 .21 ) 

hvor 80 er vinkeldrejningen for x = 0. 

Den her angivne fremgangsmade f~"Jrer saledes til en eksakt l~"Jsning for et bjrelkestykke 
belastet alene med vridende momenter M x pa endefl.aderne. 

6.2 Bjrelketvrersnit med huller 

For en bjrelke med massivt tvrersnit er de bestemmende ligninger Poissons ligning (6.9) 
med randbetingelsen (6. 11) , som udtrykker , at sprendingsfunktionen er konstant langs 
tvrersnit tets rand, som forudsrettes ubelastet. I et bjrelketvrersnit med huller , se figur 
6.5, er der fl.ere rande, og langs hver hulrand skal sprendingsfunkt ionen antage en 
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Figur 6.5 

konstant vrerdi ligesom langs den ydre rand. Mens betingelsen 

a( a?/J I ax) I ay = a( a?/J I ay) I ax (6 .22) 

for et enkeltsammenhrengende omn1de sikrer entydige fl.ytninger Ux , ma man for hvert 
hul krreve 

f(a7f fay)dy + (87/J /az )dz = o 

for multisammenhrengende omrade som det , her er tale om. 

Ved integration om det k 'te hul finder man if!Zllge (6.16) 

0 = f(aSiaz + (z - za)GdBidx)dy- (aS lay+ (y- Ya)GdBidx)dz 

ell er 

f(aSiaz)dy- (8SI8y)dz = -(GdBidx) f (z - za)dy- (y- Ya)dz 

(6 .26) 

(6 .27) 

(6 .28) 

Integralet pa h!Zljresiden af (6.28) er to gange arealet af det k 'te hul med modsat fortegn, 
og integralet pa venstresiden er f (aS I an )ds' sa for hvert hul far man 

(6 .29) 

For et tvrersnit med et enkelt hul bliver forholdene som vist i figur 6.6, hvor sprendings-
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Figur 6.6 

I 
I 
I 

I I 

s 

-----L--------J-------------------

z 

funktionens vrerdi langs hulranden er kaldt 50 , mens vrerdien langs den ydre rand her 
og i det f0lgende er nul. 

Nar tvrersnittet er et tyndvregget r !Zir , se figur 6.7, bliver hreldningen af sprendingsfunk­
t ionsfladen med god t ilnrermelse 

dS/dn = So/t(s) = - C/ xs (6.30) 



Figur 6.7 

I 
I 
I 
I 

I I 

·-·--'-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·--L. 
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Hermed bliver 5 0 den forskydende kraft pr. lrengdeenhed, og man finder det vridende 
moment 

(6.31 ) 

hvor A 0 er hulrumsarealet. Bem rerk , at (6.31) er i overensstemmelse med (6.14). Man 
har 

(6.32) 

j revnt fordelt over vregtykkelsen. 
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Vridningsvinklen pr. lrengdeenhed bestemmes ved hjrelp af (6.29), som med (6 .30) 
bliver 

Sa f dsjt = 2GA0 dfJjdx (6 .33) 

og med (6 .31) 

d()jdx = (Mx f dsjt)/(4GA~) (6.34) 

Hermed bliver inertimomentet for vridning bestemt efter (6.17) 

I v = Mx/(GdfJjdx ) = 4A~/ f ds/t (6 .35) 

St0rrelsen f ds / t kaldes r0romkredsens transformerede lrengde. 

Eksempel 6.3 

Et tyndfliget , rektangulcert tvcersnit , som vist i figur 6.8 , har hulrumsarealet 

1 
b 

Figur 6.8 

A 0 = bh (a) 

og dermed 

M x = 2S0 bh (b) 

De stprste forskydningsspcendinger optrceder i den tyndeste vceg og bliver 

CTxs = S o/tmin = M x /(2bhtmin) (c) 

lnertimomentet for vridning bestemmes af (6.35) og bliver for et tvcersnit med lige tykke vcegge 

(d) 

Nar tvrersnittet er et fl.ercellet r0r med tynde vregge, se figur 6.9 , bestemmes vrerdien af 
sprendingsfunktionen for hver celle ved at opstille (6.29) for hver celle. Disse ligninger 



I I I 
I I I 
I I I 

I I I I I I I I 

Figur 6.9 

far formen 

-~---------~--J--------------L-~--------------L-1-------L 

~ { (Sk - Sz)ds/tkz = 2GAkd()jdx 
Jkl 
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(6 .36) 

hvor fkz betyder integralet langs den frelles vreg mellem cellerne k og l , tkz er tykkelsen 
af denne vreg, og Ak er arealet af celle k. Ved hz>sning af dette ligningssystem findes 
Sk'erne udtrykt ved vridningsvinklen pr. lrengdeenhed d()jdx. Sammenhrengen mellem 
det vridende moment M x og vridningsvinklen pr. lrengdeenhed d() / dx bestemmes ved 
(6. 14) 

M x = 2 i SdA = 2 2:: SkAk (6 .37) 
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Forskydningssprendingerne a x n og a x 8 i vreggen m ell em cell erne k og l , se figur 6.10 , 
bestemmes ved 

Figur 6.10 

a xn = 8Sj8s = 0 

a xs = -8Sj8n = (Sz - Sk)/tkz 

Eksempel 6.4 

For det i figur 6.11 viste tvrersnit med konstant vregtykkelse t bliver ligningssystemet (6.36) 

5=0 

a 2a 
Figur 6.11 

(3(51 - O)a +(51- 52)ajt = (451 - 52)ajt = 2Ga2d()jdx 

(3(52 - O)a +(52- 51)ajt = (452 - 51)ajt = 2G2a2d()jdx 

med l!Z5sningen 

51 = 16Gat(d0jdx)/23 

52 = lSGat(dB/dx)/23 

a 

(6 .38) 

(a) 

(b) 



Med 

M x = 2 ~ SdA = 2(S1a2 + Sza2
) = 2(16 + 36)Ga3 t(d0 jdx )/ 23 

= 104Ga3 t(d0/dx)/23 = Gi vdO/dx 

S1 = 8Mx/(52a 2
) 

S2 = 9Mx/(52a 2
) 

I v = 104a3 tj23 

6.3 Membrananalogien 
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(c) 

(d) 

For et massivt tvrersnit, hvis kontur er beskrevet ved f (y , z) = 0, gret tede vi i eksem­
pel 6.1 pa, at sprendingsfunkt ionen er S = m f (y, z ), hvor m er en konstant . Frem­
gangsm aden kunne benyttes , da 8 2 s 1 oy2 og 8 2 s 1 oz2 begge er konstante i eksemplet . 
Foruden det ellipt iske tvrersnit kan ogsa et tvrersnit med form som en ligesidet t rekant 
behandles pa denne made, men nar det drejer sig om for eksempel et rektangulrer t tvrers­
nit, dur fremgangsmaden ikke. Forskydningssp rendingerne i et bj relketvrersnit med form 
som et langt, smalt rektangel kan dog bestemmes ved hj relp af membrananalogien. 

For en fiad membran af et materiale, som ikke kan overf0re forskydningssp rendinger , for 
eksempel en srebehinde, udsprendt over et hul i en plan fiade og pavirket af et overt ryk 

y 

Figur 6.12 

p , se figur 6.12, er udb!Ojningen w(y , z ) bestemt ved 

z 
) 

(6.39) 



68 

hvor n er det konstante trrek pr. lrengdeenhed i membranen. (6.39) er analog t il 
Poissons ligning. (6 .9) og randbetingelsen w = 0 er analog til (6.11) , oSjos = 0. Ogsa 
membrananalogien skyldes Prandtl. 

For et langt , smalt rektangel med lrengde l og tykkelse t , hvor tjl << l , se figur 6.13, 

Figur 6.13 

hvor ogsa det anvendte koordinatsystem er vist , har man ow / oz 
82 Sj8z2 = 0, sa 

82 Sjoy2 = -2GdBjdx 

med h')sningen 

S = -Gy2 dBjdx + f (z)y + g(z) 

0 og dermed 

(6.40) 

(6.41) 

idet vi indtil videre ser bort fra de specielle for hold ved tvrersnittets ender. Funktionerne 
f og g bestemmes ved randbetingelserne 

S = 0 for y = ±t /2 

og vi finder 

S = -G(y2
- t 2 /4)dBjdx 

og 

Mx = 2 i SdA = 2 · 2tGt2 l(dBjdx)/4 · 3 = Gt3 l(dBjdx) /3 

dvs. 

Forskydningssprendingerne bli ver 

O'zx = -8Sjoy = 2GydB/dx = 6Mxyf(t3 l) 

O'xy = as;az = 0 

a zx varierer linerert over tykkelsen som vist i figur 6.14. 

(6 .42) 

(6 .43) 

(6.44) 

(6.45) 

(6.46) 
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O'zx,max Gtde/dx 

Figur 6.14 

Forskydningssprendingerne axy er nul i det meste af tvrersnittet . At der optrreder for­
skydningssprendinger a xy, som er forskellige fra nul for enden af tvrersnittet, fremgar 
blandt andet deraf, at bidraget til det vridende moment fra a zx er 

1 
l2azx,max(tj2)2tj3 = M x/2 (6.47) 

I overensstemmelse med bemrerkningerne i forbindelse med (6.14) giver a zx og a xy lige 
store bidrag til det vridende moment. Da vi saledes har 

Mx/2 = fJ xy,maxA · l (6.48) 

hvor A er et areal "' t2 j 4, og l er momentarmen, fas 

(6.49) 

som er af samme st~rrelsesorden som a zx ,max. 

Mere generelt har man for et abent, tyndfl.iget tvrersnit som vist i figur 6.15 

Figur 6.15 
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I v = i t3 (s)dsj3 

O"xs ,max = Mxt(s )/ fv 

(6 .50) 

hvor s er en bueparameter langs tvrersnittets kontur , og t(s) er den eventuelt svagt 
varierende fligtykkelse. St0rste sprending optrreder i den tykkeste flig. 

De inertimomenter for vridning , som angives i profiltabellerne for valsede stiUprofiler , afviger lidt fra 
dem , der udregnes efter (6 .50) pa grund af diverse afrundinger ved hj!i5rner og lignende. 

Med hensyn til hvrelvningsfunktionens variation langs tvrersnittets midterlinie henvises 
til afsnittet om bunden vridning. 

Eksempel 6.5 

Det i figur 6.16 viste opslidsede tvcersnit har inertimomentet for vridning 

Fligtykkelse t « a 

Figur 6.16 

I v = 8at3 /3 (a) 

og den maksimale forskydningsspcending bliver 

(b) 

Fra eksempel 6.3 finder vi for det tilsvarende lukkede tvcersnit 

(c) 

og 

(d) 

Forholdet mellem stivhederne er 

Iv ,lukke t / I v, ab e n = 3( ajt) 2 (e) 
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som for aft = 10 er 300. Tilsvarende er forholdet mellem de maksimale forskydningssp<endinger 

O"xs ,lukke t/<Txs ,a b e n = tj24a (f) 

Da man har 

Mx = 2 i SdA = GivdfJ jdx (6.51 ) 

og da drejningsvinklen () er forudsat at vrere den samme for alle punkter i et tvrersnit, 
kan man skri ve 

I v = 2 i SdAj(GdfJ jdx ) 

= 2(1 SdA/G1 + 1 SdA/G2) / (dfJ jdx) = l v1 + l v2 
At A2 

(6.52) 

hvor delarealerne A1 og A 2 for eksempel kan vrere det i figur 6.17 viste flercellede nilr 

Figur 6.17 

og de udragende flige. 

Eksempel 6.6 

j a 2a "k a 
Figur 6.18 
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Tvrersnittet i figur 6.18 har vandrette fiige med tykkelsen 2t og lodrette med tykkelsen t , hvor t <<a. 
lnertimomentet for vridning er for den lukked e del af tvrersnittet 

Iv ,l = 4A~/ f dsjt(s) = 4(2a2
)

2 /(2 · 2aj2t + 2ajt) = 4a3 t (a) 

og for de udragende fiige 

(b) 

Hermed bliver 

(c) 

og 

(d) 

For den lukkede del af tvrersnittet har man saledes 

(e) 

dvs. 

(f) 

og 

(g) 

For de udragende fiige er 

(h) 

og 

(i) 
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7. BUNDEN VRIDNING 

I begyndelsen af afsnit 6.1 fandt vi , at normalsprendingerne O" xx og lrengdet!Z)jningerne 
Exx i en bj relke pavirket til ren vridning er nul , nar vridningsvinklen pr. lrengdeen­
hed, d()jdx, er konstant. Flytningerne i bjrelkeaksens retning, Ux = '1/J (y, z )dBjdx, er 
altsa de samme for alle tvrersnit. Yderligere fandt vi , se (6.17) , at vridningsvinklen 
pr. lrengdeenhed er proportional med det vridende moment M x, so m derfor ogsa skal 
vrere konstant pa den betragtede bj relkestr rekning. Nar det vridende moment ikke er 
konstant , eller nar hvrelvningen pa grund af underst!Z)tningsforhold eller lignende ikke 
kan forega fri t, taler man om bunden vridning. 

Flytningsfeltet ( 6.1 ) 

Ux = '1/J (y, z )dBjdx 

Uy = - (z - z 0 )B( x) 

Uz = (y - Yo)B(x) 

giver de tilh!Z)rende t !Z)jninger 

Eyy = Ezz = Eyz = 0 

2Ezx = (y - Yo + 8'1j; j8z )d()jdx 

2E X y = ( 8'1/J I oy - z + z 0) d() I dx 

Med de konstitutive ligninger 

O"xx = E Exx 

O"yy = E Ey y 

O"zz = E Ezz 

O"y z = 2GEyz 

O"zx = 2GEzx 

j revnf!Z)r afsnit 4.1.3 , bliver sprendingerne 

O"yy = O"zz = O"yz = 0 

O"zx = G(y- Yo + 8'1j; j8z)d8jdx 

O" xy = G(8'1j;j8y- z + Z 0 )d8jdx 

(7.1) 

(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 
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og ligevregtsligningerne ( 4.35) 

E 'lj; d3 ()jdx 3 + G(EP 'lj; j8y2 + 82 'lj;j8z2 )d()jdx = 0 

G(a'lj; jay - z + zo)d2 ()jdx2 = o 
G(y- Yo + 8'lj;j8z )d2 ()jdx 2 = 0 

som ikke har simple, konsistente l0sninger. 

(7.5) 

Vi vil derfor indskrrenke os til at betragte abne, tyndfiigede tvrersnit, se figur 7.1, og 

Q z 
p 

Figur 7.1 

antage, at forskydningssprendingerne i £ligen er sammensat af to bidrag. Det ene bidrag 
er bestemt i afsnit 6.3 og betegnes <r~8 , hvor S refererer t il Saint-Venant, som angav 
l0sningen til problemet fri vridning i 1855. Det andet bidrag betegnes <r~ og kaldes 
hvcelvningsforskydningsspcending erne. De to bidrag er vist i figur 7.2. 

Figur 7.2 

s 
<Jxs 

+ 

H 
<Jxs 

= 

<Jxs 
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Nar tvrersnit tet drejes som en stiv figur , kan man skrive flytningen u 8 i fligens t angent­
retning 

U8 =8r(s) (7.6) 

r 

Figur 7.3 

hvor r( s) er afstanden fra omdrejningsaksen gennem Yo, z0 t il tangenten til fligen i det 
betragt ede punkt P. Hermed bliver t0jningen E:xs bestemt ved 

2E:xs = &uxf&s + &us f& x = &uxf&s + rd8j dx 

Denne t 0jning regnes som i afsnit 4.1.2 lig med nul , og man har 

Oux / os = - rd8 / dx 

Srettes nu 

r(s) = dwjds 

hvor w(s ) er den i afsnit 4.1.1 indf0rte sektorkoordinat, far man 

dw dB 

ds dx 

med l0sningen 

Ux = - wd8jdx + f (x) 

Lrengdet0jningen E:xx bliver nu 

(7.7) 

(7.8) 

(7.9) 

(7.10) 

(7.11 ) 

(7.12) 
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og hvce lvningsnormalspcendingen a~ 

Funkt ionen f ( x) bestemmes ved at krreve normalkraften N lig med nul 

N = L a:XdA =EL ( -wd2 8jdx2 + j' (x))dA 

= E(f' (x)A - (d2 8/dx 2
) L wdA) = 0 

Vi vrelger lpsningen 

f( x) = 0 

og 

hvor wn(s) kaldes den normaliserede sektorkoordinat , som er en lpsning til (7.9). 

(7.13) 

(7.14) 

(7.15) 

Som naevnt i afsnit 4.1.1 optraeder der ved bestemmelse af sektorkoordinaten w(s) en konstant. I afsnit 
4.1.1 er vaerdien af konstanten uden b etydning, men her skal den nu bestemmes, sa (7.15 b) er opfyldt. 

Flytningen i bjrelkeaksens retning er nu Ux = -wn(s)d8jdx , og sammenholdes med 
(7.1) har man, at den normaliserede sektorkoordinat er lig med hvrelvningsfunktionen 
i fligens midterlinie med modsat fort egn. Hvrelvningsfunktionen uden for midterlinien 
kan bestemmes ved hj relp af C: xr = 0. 

Ogsa de bpjende momenter My og M z skal vrere nul , nar pavirkningen er ren vridning, 
dvs. 

My= L a:X zdA = -E(d2 8jdx2
) L Wn zdA = -E(d2 8jdx2 )Iwz = 0 

M z = L a:XydA = -E(d2 8jdx2
) L WnydA = -E(d2 8jdx2 )Iwy = 0 

(7.16) 

hvoraf det fremgar , at sektorcentrifugalmomenterne Iwz og Iwy skal vrere nul. Det blev i 
afsnit 4.1.1 vist, at sektorcentrifugalmomenterne med hensyn til forskydningscentret er 
nul , og man kan derfor konkludere, at omdrejningsaksen gar gennem forskydningscentret 
F , dvs. 

hvor forskydningscentrets koordinater kan bestemmes ved hj relp af ( 4.33) 

YF = Iwz/ Iyy 

Z p = -Iwy/ I zz 

(7.17) 

(7.18) 



77 

I (7.18) er Iwz og Iwy sektorcentrifugalmomenter med hensyn til tyngdepunktet G, mens 
Wn er den normaliserede sektorkoordinat med hensyn til forskydningscentret . 

Da vi regner t(Djningen Exs lig nul , kan hvrelvningsforskydningssprendingen ikke bestem­
mes ved den konstitutive ligning CJxs = 2Gcxs · I stedet benyttes ligevregtsligningen 
( 4.23) 

8Hxf8s = -t8CJ?/xj8x (7.19) 

som sammen med 

(7.20) 

giver 

(7.21 ) 

t il bestemmelse af den forskydende kraft pr. lrengdeenhed H x. Endelig bestemmes 
forskydningssprendingerne ved 

(7.22) 

Med Hx bestemt ved hj relp af (7.21 ) og randbetingelserne Hx = 0 ved det abne tvrersnits 
ender , da vi forudsretter qx = 0, jrevnf(Dr (4.29) , har vi 

Qy = L Hx(dyjds)ds = [Hx y]~ -lQ(8Hxf8s)yds = 

= -E(d3 8jdx 3
) L wnytds = -E(d3 8jdx 3 )Iwy = 0 

Qz = L Hx(dzjds)ds = [Hxz]~ -lQ(8Hx/8s)zds = 

= -E(d3 8jdx 3
) L Wnztds = -E(d3 8jdx 3 )Iwz = 0 

M:/= J. Hxrds = J. Hx(dwjds)ds = [Hxw]~- iQ (8H j8s)wnds = 

= -E(d3 8jdx3
) L w~tds = -Eiwd3 8jdx3 

hvor vi har indf(Drt sektorinert imomentet Iw ved 

(7.23) 

(7.24) 
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I en bjrelke med abent, tyndfl.iget tvrersnit og pavirket til ren vridning er saledes 

N =My = M z = Qy = Qz = 0 

M x =M;+ M:!= Glvd()jdx - Elwd3 ()jdx 3 
(7.25) 

hvor 

(7.26) 

Nar det vridende moment M x er statisk bestemt , kan vridningsvinklen () bestemmes af 
(7.25), som med 

(7.27) 

kan skrives 

(7.28) 

med den fuldstrendige l~sning 

() = C1 sinhkx + C2 cos hkx + C3 + G(x) (7.29) 

hvor G(x) er en partikulrer l~sning t il (7.28) . For Mx konstant er 

G(x) = M xx/(Glv) (7.30) 

Nar det vridende moment er statisk ubestemt , differentieres (7.28) med hensyn t il x, og 
man far 

(7.31 ) 

med den fuldstrendige l~sning 

() = C 1 sin h kx + C 2 cos hk x + C 3 x + C 4 + g( x) (7.32) 

hvor g(x) er en partikulrer l~sning til (7.31 ). For mx konstant er 

(7.33) 

Integrationskonstanterne C1 , C2 , C3 og C4 bestemmes ved hj relp af randbetingelser: 

- Ved faste underst~tninger og simple vridningsunderst~tninger er vridningsvinklen 
0=0 

- Nar hvrelvningen er hindret , er Ux = - wnd()jdx = 0, dvs. d()jdx = 0 

- Kan hvrelvningen forega fri t, er a~= -Ewnd2()jdx 2 = 0, dvs. d2 () jdx 2 = 0 



- I angrebspunktet for et koncentreret vridende moment er 

Ux,v = Ux,h =? (d()jdx)v = (d()jdx)h 

O"xx,v = O"xx ,h =? (d2 8jdx~ = (d2 8jdx 2 )h 

Mx = Mx,v - Mx ,h = (Givd() j dx - Eiwd3 jdx3 )v 

- (Givd() jdx- Eiwd3 () jdx3 )h 

= Eiw((d3 8jdx3 )h - (d3 8jdx3 )v) 

- Ved en fri ende er Mx =M; + M;r = Givd()jdx - Eiwd3 8jdx3 = 0 og 
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(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

O"~ = -Eiwd28jdx2 = 0. Bem rerk, at deter summen M; + M;r som er nul , mens 
vi ikke kan forlange M; og M;r lig med nul hver for sig i denne teori . 

Eksempel 7.1 

Bj<elken i figur 7.4 er indsp<endt i den ene ende og pavirket af et vridende moment M x = M 0 i den 

~ 
Mo 

• 
t J 

"' > 
Figur 7.4 X 

anden ende. Randbetingelserne ere= 0 og Wx = 0 i indsp<endingen, og a-x = 0 i den fri ende. Bj;:elken 
er statisk bestemt med M x = M 0 overalt. 

Vridningsvinklen er 

B = C1 sinhkx + C2 coshkx + C3 + M ox/(Glv) 

med de afledede 

dBjdx = C1kcoshkx + C2ksinhkx + M o/(Gl v ) 

d2Bjdx 2 = C1k2 sinhkx + C2k2 coshkx 

Randbetingelserne skrives 

x = o : e = o = c2 + c 3 

X= o: dBjdx = 0 = C1k + Mo/(Gl v ) 

X = l: d2Bjdx2 = 0 =(Cl sinhkl + c2 coshkl)k2 

dvs. 

(a) 

(b) 

(c) 
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C1 = -Mo/(kGiv ) 

C2 = M o tan hklj(kGiv ) 

C3 = -Mo tan hkl/(kGiv ) 

og dermed 

kGivB/Mo =- sinhkx + tanhkl(coshkx -1) + kx 

(Giv dBjdx)/Mo =-cos hkx +tan hkl sinhkx + 1 

(Giv d2
(} jdx 2 )j(Mok) = - sin hkx +tan hkl cos hkx 

(Giv d3 Bjdx3 )j(M0 k2
) = -coshkx +tanhkl sinhkx 

Variationen med x af udtrykkene pa hpjresiderne af (e) er vist i figur 7.5. 

1.5r-----~----~----------~----~----~----~----~==~--r---~ 

I I I I I I 1 . .... . . ..... ... . . ·, ..... ·, ..... ·, ... . .... . . . .. ,· .... . ,· . . . . 

. ~ . . : :~:·· 
~ . . . ~· .' 

0.5 -- ----~--· -- - - - •-- ----·-- - - - •--
~~· 

0 

··~~ -. . ------- . . ' . . . ' 
I ~ I I I I ' 0 I 

: ~: : : : : : : : 

-0.5 .. 

-1~----L-----~----~----~----~----~----~----~------~--~ 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 

Figur 7 .5 

0 .5 
x/1 

0.6 0.7 0.8 0.9 

(d) 

(e) 

Yo 

YI 

Y2 



I figuren er 

Yo = kGi v () /Mo 

Yl = (Giv d()jdx)/Mo 

Y2 = (Gi v d2()jdx 2)/(Mok) 

Y3 = (Giv d3()jdx3)jM0 k2) 

Eksempel 7.2 
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En bjcelke er simpelt vridningsunderstjZSttet i begge ender og pavirket af et konstant moment pr. lceng­
deenhed m x = m 0 • Ved en simpel vridningsunderstjZStning er drejning af tvcersnittet hindret , () = 0 , 
mens tvcersnittet frit kan hvcelve sig, dvs. (T x x = 0 og dermed d2 ()jdx 2 = 0. 

Vridningsvinklen bliver 

med de afledede 

d()jdx = C1kcoshkx + C2ksinhkx + C3 - m ox/(Giv ) 

d2()jdx 2 = C1 k2 sinhkx + C2k2 coshkx- mo/(Giv ) 

og randbetingelserne 

x = o : e = o = c2 + c4 

x = 0: d2()jdx 2 = 0 = C2k2 - m 0 /(Giv ) 

X = l : () = 0 = cl sinhkl + c2 coshkl + C3l + c4 - m ol2 /(2Giv) 

x = l: d2()jdx 2 = 0 = C1k2 sinhkl + C2k2 coshkl- m 0 /(Giv ) 

Hermed bliver integrationskonstanterne 

dvs. 

C1 = m 0 (1- coshkl)/(k2Giv sinhkl) 

C2 = mo/(k2Giv ) 

C3 = mol/(2Giv ) 

C4 = - m o/(k2Giv ) 

k2Giv()/mo = (1 - coshkl) sinhkx/ sinhkl + coshkx + klkx/2 - 1 - k2 x 2 /2 

(kGivd() jdx)/mo = (1 - cos hkl) cos hkxj sin hkl + sin hkx + kl/2- kx 

(Giv d() 2 jdx 2)m0 = (1 - cos hkl) sin hkx/ sin hkl + cos hkx - 1 

(Giv d() 3 jdx3 j(km 0 ) = (1 - cos hkxj sin hkl + sin hkx 

Variationen med x af udtrykkene pa hjZSjresiderne af (e) er vist i figur 7.6. I figuren er 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 
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Yl = (kGi vdOjdx)jm0 

Y2 = (Gi vd2 0jdx 2 )jm0 

Y3 = (Givd3 ()jdx 3 )/(km0 ) 

0.8r-----.------.-----.-----.-----.------,-----,-----,------,-----, 

0.6 - -- --.- ---- .. ----- ... ----- -·-- --- -· -- -- - -·----- -·------ ·- - ---- ,_-----

0.4 .. ... . - ---- . - - . - -.----- ... ---- -·--- - - -·-- - - - - ·--- -- ·--- -- - ·--- - - -

-0.4 - ---- .-- -- -.---- - _, -- --- -·---- - -·----- -·--- - - -·----- -·- -- --- '· - - -- -

-0.6 --- - . -----.- - --- -·- .... -·-- --- -·--- -- -·---- - - ·------ ·------ ·- ---- -

-0.8~====~----~----~----~----~----~------L-----~----~----~ 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

x/1 
0.6 0.7 0.8 0.9 

Figur 7 .6 

Det vridende moment er 

jfr. figur 7.7 

Yo 

Y2 

Yt 



Figur 7 .7 

~ .... -.=--- .. ~/ 

~X 

mol/2~ 
~mol/2 

~I 
" 

~I " 

83 

N;h vridningsvinklen () og dens afiedede er bestemt som funkt ioner af x , bestemmes 
fiytningerne Ux , hvrelvningsnormalsprendingerne er~, hvrelvningsforskydningssprendin­
gerne er~ og den maksimale Saint-Venant forskydningssp rending cr~8 ved 

hvor 

ux(x,s) = -wnd()jdx 

cr~ (x,s) = -Ewnd2 ()jdx 2 

cr~(x,s ) = Hxft 

CT~8 (x,s) = Gtd()jdx 

(7.34) 

Variationen med bueparameteren s af disse st !Z)rrelser er s;Uedes bestemt ved wn(s), t (s) 
og J wntds. For dette integral indf!Z)res betegnelsen det sektorstatiske moment Sw , som 
altsa er defineret ved 

(7.35) 

og opfylder samme rand- og forgreningsbetingelser som den forskydende kraft pr. lreng­
deenhed H x . Med indf!Z)relsen af det sektorst atiske moment er den forskydende kraft pr. 
lrengdeenhed 

(7.36) 
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Eksempel 7.3 

1-tvcersnittet i figur 7.8 har bredden b, h~jden h = b, og :fl.igtykkelsen er overalt t. Tyngdepunktet G 

z b 
~ 

D E H 

b 
Figur 7.8 

ligger midt i kroppen. Buelcengden regnes A-B-C, B-E og D-E-H . En sektorkoordinat med hensyn til 
G bestemmes ved hjcelp af (7.9): dw = rds, hvor r , s er et h~jresystem. Beregningerne opstilles i et 
skema. 

r w 

A c1 
b/2 bsl/2 +cl 

B b2 /4 + c1 
b/2 bsl/2 + cl 

c b2 /2 + c1 
B b2 /4 + c1 

0 c2 = b2 /4 + c1 
E b2 /4 + c1 
D c1 

b/2 bs3/2 + c3 
E b2 /4 + C3 = b2 /4 + c1 

b/2 bs3/2 + c3 
H b2 /2 + c1 

Sektorkoordinatens variation med s er vist i figur 7.9 ligesom y-koordinatens og z-koordinatens. 
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b/2 

tt -- - - - - -- - - - ---~b/2 
b/2 
~- - --- --

w 

; 
i 
i 
i 
i 
i 
i 
i 
i 

b/2 ~~ (£) b/2 ·-·-·-· - -- -- - ----· -·-·-- - -
b/2 8 

b/2 

y z 

Figur 7.9 

Sektorcentrifugalmomenterne bestemmes af (4.31) 

Iwy = l wytds , Iw z = l wztds (a) 

og ved hjcelp af integrationsformlerne i appendiks A finder vi 

Iwy = Iw z = 0 (b) 

dvs. forskydningscentret F falder sammen med tyngdepunktet G. 

Den normaliserede sektorkoordinat med hensyn til forskydningscentret skal opfylde 

l Wntds = 0 (c) 

sa vi scetter Wn lig med den fundne sektorkoordinat og bestemmer C1, sa betingelsen bliver opfyldt 

(d) 

dvs. 

(e) 

Den normaliserede sektorkoordinats variation med s er vist i figur 7.10. 
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b2/4~b2/4 
I 

Figur 7.10 

i 
i 
i 

*F I 

i 
i 

! 
±: 
-

Det sektorstatiske moment Sw bestemmes ved 

dSw = Wntds 

og bliver med Wn = bs/2 - b2 /4 i ftangerne 

Endelig udregnes sektorinertimomentet 

og inertimomentet for vridning 

~-lb3t/16 L_ __________ :-~-------~ 
I 

i 
i 
i 
i 

* I 

i 
i 
i 
i 

~-- --- - -;:_L _________ 7 
~ 

(f) 
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Eksempel 7.4 

I eksempel 4.1 fandt vi forskydningscentrets beliggenhed for det i eksemplet betragtede U-profil, se 
figur 7.11. 

y 

7~ a 

Figur 7 .11 

En sektorkoordinat med hensyn til F bestemmes og den normaliserede sektorkoordinat Wn bestemmes 

r w 

A c1 
a asl + cl 

B a2 + Cl 
- 3a/8 - 3as2 /8 + a 2 + cl 

c a2/4 + Cl 
a as3 + a2/4+Cl 

D 5a2/4 + Cl 

ved 

(a) 

dvs. 

(b) 

Den normaliserede sektorkoordinats variation med s er vist i figur 7.12. 



Figur 7.12 

Det sektorstatiske moment Sw bestemmes ved dSw = Wntd8 og bliver 

i overflangen 

Sw = ( -3a8Vl6 + 3a2 82/8- a3 /8)t i kroppen (c) 

Sw = (a8§/2- 3a2 83/8- a3 /8)t i underflangen 

Sektorinertimomentet bli ver 

(d) 

og inertimomentet for vridning 

(e) 

Resultanten af hvrelvningsforskydningssp rendingerne a~ = ESwd3
() / dx 3 jt er 

(7.37) 

mens resultanten af hvrelvningsnormalsprendingerne a~= -Ewnd2 () jdx2 er 

N =My= M z = 0 (7.38) 

Disse hvrelvningssp rendinger er sa1edes fremkaldt af et vridende moment , men ogsa 
andre pavirkninger kan f~re til normalsprendinger 

a xx = K(x)wn(s) (7.39) 
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I figur 7.13 er vist nogle eksempler pa en indspcendt I-bj celke, som i den fri ende er 

F 

F 

Figur 7.13 

pavirket af kraft systemer , som medfprer plan bpjning i flangerne og dermed normal­
spcendinger givet ved (7.39). 

Indfpres det sakaldte bimoment B ved 

B = i 17 xxWndA 

har m an 

nar pavirkningen er et vridende moment Mf!. Hermed bliver 

17~ = Bwn/Iw 

og 

Nar fl angerne pavirkes af et moment M som i figur 7.13a, er spcendingerne 

og bimomentet derfor 

B=Mb 

i dette tilfcelde, nar normalspcendingerne skal udregnes efter (7.42). 

(7.40) 

(7.41 ) 

(7.42) 

(7.43) 

(7.44) 

(7.45) 
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8. VIRTUELT ARBEJDE 

Vi betragter et bj relkestykke med lrengden l. x, y, z-systemet er et hovedaksesystem 
med x-aksen som bjrelkeakse. Bjrelkestykket pavirkes af belastningen q~, q~ , q~ og m~ 
(dvs. m~= m~ = 0), som tilfredsstiller ligevregtsligningerne (1.1) q~ = -dN'jdx, q~ = 
-dQ~ jdx,q~ = -dQ~jdx,m~ = -dM~jdx, Q~ = dM~jdx og Q~ = -dM~jdx. Sam­
tidig udsrettes bjrelkestykket for en flytningstilstand karakteriseret ved flytningsst!llr­
relserne w~,w~ , w; , B*,a~ og a; med tilh!llrende bjrelket!lljninger c:* = dw~jdx,"'~ = 

da~jdx, "'; = da;jdx, 2c:~ Y = dw~jdx - a; og 2c:;x = dw;jdx + a~, se (2.3) og (5.21). 
Bjrelkestykket med tilh!llrende belastning er vist i figur 8.1. 

Figur 8.1 

De to systemer, belastning og snitkrrefter pa den ene side, samt flytninger og t !lljninger 
pa den anden side, er sakaldte virtuelle st{!lrre lser dvs. trenkte st!llrrelser, som er knyttet 
til bj relkestykket . De to systemer er uafh rengige af hinanden , dvs. de er ikke forbundet 
med nogen konstitutiv ligning. 

Man definerer nu det virtuelle ydre arbejde Wy som 

+M' 0* +M' a* + M' a*]1 
X y y Z ZO (8.1) 

Ved gentagen anvendelse af ligevregtsligninger og t !lljnings-flytningsrelationer finder man 



Wy ~ l ( - w:dN' j dx - w;dQ~jdx - w;dQ~jdx - o•dM~jdx)dx 
[N I * Q' Q * M 'B* M ' * M *]1 + wx + yWy* + zWz + x + yay + zazo = 

= 1
1

(N'dw;Jdx + Q~dw;Jdx + Q~dw;/dx + M~dB* jdx)dx 

[M, * M ' *]z + yay + zaz o = 

= 1\N' c:* + Q~(2c:;Y + a;) + Q~(2c:;x - a;) + M~ dB*/ dx )dx 

[M, * M ' *]z + yay + za z 0 = 

= 1\N'c:* + 2Q~c:;Y + 2Q~c:;x + M~dB* /dx - a;dM~/dx 
-a;dM~/dx)dx + [M~a; + M~a; ] ~ = 
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= 1
1

(N'c:* + 2Q~c:; Y + 2Q~czx + M~dB* /dx + M~K; + M~K;)dx (8.2) 

hvor man for det sidste led i (8.2) indfprer betegnelsen det virtuelle indre arbejde wi' 
dvs . 

Man har s;Uedes den virtue lle arbejdsligning 

(8.4) 

hvor Wy og Wi er bestemt ved (8. 1) henholdsvis (8.3) . 

Betragtes i (8.3) de snitkrcefter, som er resultanter af normalspcendingen O"xx og benyttes 
cekvivalensbetingelserne (1.2), far man 

(8.5) 
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Generelt finder man, stadigvrek under forudsretning af infinitesimale t !25jninger , at det 
virtuelle indre arbejde kan udtrykkes som 

(8.6) 

Den virtuelle arbejdsligning kan blandt andet benyttes t il at finde t ilnrermede 1!25sninger 
t il for skellige problemer . 

Eksempel 8.1 

En bjrelke med rektangulrert tvrersnit , se figur 8.2, pavirkes til fri vridning . 

a 
z 

a 

y 
Figur 8 .2 

Sprendingsfunktionen, 

S = m(y2 
- a 2 )(z2 

- b2
) (a) 

som er nul p a randen , er ikke den korrekte l!Z)sning, da 

(b) 

ikke er en konstant , som kan srettes lig med -2Gd()jdx. Udtrykket (a) kan imidlertid sammen med 
den virtuelle arbejdsligning (8.4) b enyttes til at finde en tilnrermet l!Zlsning. 

Til opstilling af den virtuelle arbejdsligning betragtes et bjrelkestykke med lrengden l , drejningen nul 
for x = 0 og drejningen () * for x = l. 
Som virtuelle snitkr refter og sprendinger benyttes 

M~= 2[ S'dA 

(J"~y = as' foz , (J"~x =-as' joy 

hvor S ' er givet ved (a) . 

(c) 

(d) 
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Som virtuelle ftytninger og tgJjninger benyttes en ubestemt drejningsvinkel B* , som antages at hgJre 
sammen med tgJjningerne 

(e) 

Af (c) fas 

2m 1: 1: (y2 
- b2 )(z 2 

- b2 )dydz = 2m[y3 /3 - a 2 y]':_a [ z 3 /3 - b2 z ]~b = 2m16a3 b3 /9 (f) 

dvs. 

mens (d) giver 

O"~y = 2m(y2 
- a 2 )z 

O"~x = - 2m(z 2 
- b2 )y 

De virtuelle arbejder er (8.1) og (8.6) 

= 21 dx l (0"~2x + 0"~2y)dA/G = 

= 2l4m2 1 : 1bb ((y2 - a2)2z2 + (z2 - b2)2y2)dydz/G 

= 8lm2 32a3 b3 (a 2 + b2 )/90G 

Med m bestemt ved (g) fas nu 

og dermed 

For et kvadratisk tvcersnit a = b finder man 

I v = 2, 2222a4 

mens den korrekte vcerdi er 

Iv = 2, 2496a4 

Den korrekte vcerdi er baseret pa en spcendingsfunktion i form af en uendelig rcekke. 

(g) 

(h) 

(i) 

(j) 

(k) 

(I) 

(m) 
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9. LIGEV .lEGT I DEFORMERET TILSTAND 

Ligevregtsligningerne ( 1.1) er opstillet for et b jrelkeelernent i udeforrneret tilstand, og sa 
lrenge der ikke optrreder stabilitetsfrenornener , er dette en fortrinlig tilnrerrnelse til de 
korrekte ligevregtsligninger, sorn naturligvis rna opstilles for et bjrelkeelernent i defor­
rneret og udb!Zijet tilstand. Figur 9.1 viser et bjrelkeelernent, sorn i udeforrneret tilstand 

z 
X 

y 

Figur 9.1 

har lrengden dx og befinder sig m ell em P0 og Q 0 , og so m i deforrneret tilstand befinder 
sig rnellern P og Q. Punktet P0 far fl.ytningerne W x , wy og W z, mens Q0 far fl.ytningerne 
Wx + dw x, Wy + dwy og Wz + dw z . Snitkraftvektorerne opl!Zises efter x, y, z-retningerne 
sorn vist i :figur 9.2, og ligevregtsligningerne bliver 

Figur 9.2 



dNjdx = -qx 

dQyjdx = -qy 

dQ z/dx = -qz 

dMx/dx = -mx - Qzdwyjdx + Qydwz/dx 

dMyjdx =-my + Qz - Ndwz/dx 

dMz/dx = -mz - Qy + Ndwyjdx 
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(9.1) 

Sammenholdes (9.1) med (1.1) ser man , at deter led, hvori N, Qy og Qz er ganget med 
momentarme dwy og dw z, der er bortkastet i ligevregtsligningerne (1.1). 

I den deformerede bjrelkes tvrersnit indlregges et e, ry, (-system, og i dette system har 
snitkrrefterne komponenterne Ne, Q77 , Q,, Me, M 11 og Me. Under forudsretning af, at 
e, ry, ( -systemet er et ortogonalt system, som x, y , z-systemet for hvert normalsnit f!Zires 
over i , er transformationen mellem de to systemer med tilnrermelse givet ved 

(9.2) 

Tilnrermelsen ligger deri, at der er forudsat infinitesimale t!ISjninger, sa cos a = 1 og sina = a, og den 
resulterer i , at drejningsmatricen ikke er eksakt ortogonal. 

Om flytningerne forudsrettes, at de er givet ved 

ux(x, y, z ) = wx(x) + zay (x ) - yaz(x) + '1/J (y, z)df) / dx 

uy(x, y,z) = wy(x) - (z - zp) fJ( x ) 

Uz(x,y,z) = Wz(x) + (y- yp)fJ( x) 

(9.3) 

hvor '1/J for massive og lukkede, tyndfligede tvrersnit er hvrelvningsfunktionen for fri 
vridning og for abne, tyndfligede tvrersnit bestar af dette bidrag plus yderligere den 
normaliserede sektorkoordinat Wn · Endvidere forudsrettes 

ay = -dwzfdx , Ky = -d2 wz/dx2 

CYz = dwyjdx , Kz = d2 wyjdx2 
(9.4) 

so m ved Bernoulli b j relker , jfr. ( 5. 21). Med disse forudsretninger vedr!Z5rende flytningerne 
betegnes bjrelken en Vlasovbjrelke. 
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Man finder nu 

N€ = N + a zQ y - ay Q z = N + Q ydwyjdx + Q zdw z f dx 

Q 71 = - a zN + Q y + OQz = - N dwy j dx + Q y + OQz 

Q c; = ayN - OQ y + Q z = - Ndw z/dx - OQ y + Q z 

Me = Mx + a xMy - a yM( = M x + Mydwyjdx + M zdw z/ dx 

M 71 = - a zMx + My + OM z = - M xdwy/dx + My + OM z 

Me; = ayMx - OMy + M z = - M xdw z fdx - OMy + M z 

Som konstitut ive ligninger anvendes 

Ne = E A c; = E Adwxf dx 

Me = GivdO/dx - Eiwd3 0jdx 3 

M 71 = Eiyy"'y = -Eiyyd2 w z f dx 2 

Me; = Eizz "' z = Eizzd2 wyjdx 2 

se (2. 13) og (7.25). Hermed bliver 

E Adwx fdx = N + Q ydwyjdx + Q zdw z/dx 

GivdOjdx - Eiwd30/dx 3 = M x + Mydwy/dx + M zdw z/ dx 

- Eiyyd2 w z /dx 2 = - M xdwy/dx + My + OM z 

Eizz d2 wyjdx 2 = - M xdw z/dx - OMy + M z 

(9.5) 

(9.6) 

(9.7) 

som sammen med ligevregtsligningerne (9.1) kan benyttes t il bestemmelse af for eksem­
pel krit iske belastninger. 

9.1 Kipning 

Ved kipning forstas det frenomen , at en bj relke pavirket t il b !Z)jning alene om den ene 
hovedakse b !Z)jer ud ogsa om den anden hovedakse. F renomenet er illustreret i figur 9.3 

Figur 9.3 
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og figur 9.4 a), b) og c), hvor a) viser bjrelketvrersnittet i ubelastet tilstand, b) viser 

Figur 9.4 l 7 

tvrersni ttets flytning i y-retningen ved b ~Z~jning om z-aksen, og c) vis er flytning i z­
retningen og drejning om x-aksen, som finder sted, nar udb~Z~jningen i y-retningen alene 
bliver ustabil. 

Eksempel 9.1 

En simpelt underst!ZSttet bjrelke pavirket af det konstante moment M z = M 0 , se figur 9.5, betragtes. 

Figur 9.5 

Snitkrrefterne er 

N = Qy = Q z = M x =My = 0 , M z = M o 

og man har fra (9.6) 

X 
) 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 
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Udb(ISjningen wy bestemmes af (d) og bliver som i det plane tilfcelde. (b) differentieres med hensyn til 
x, og med d2 w z /dx 2 indsat fra (c) fas kipningsligningen 

(e) 

som er tilfredsstillet med 

(f) 

nar bjcelken er vridningsfastholdt i begge ender, dvs. 0 = 0 for X = 0 og X = l. 
For M o < Mo , kr finder kun udb(ISjning i y-retningen sted, mens ligevcegt i en tilstand, hvor bade wy 
og W z er forskellige fra nul, bliver mulig for M 0 = Mo,k r· 

I en simpelt underst!Zittet bjrelke belastet i y-retningen med qy, mens qx = qz = mx = 

my = mz = 0, bliver snitkrrefterne i udb!Zijet stilling 

N = Qz =My= 0 

Qy=Qa(x ) 

M z = M 0 (x) 

(9.8) 

hvor Q 0 og Mo er som i det plane tilfrelde. Det vridende moment M x bestemmes af 
(9.1) til 

og fra (9.6) fas nu 

Giwd()jdx - Eiwd3 ()jdx 3 = j Q 0 dw z/dx + C + M 0 dwz/dx 

Eiyyd2 w z /dx 2 = -( j Q 0 dw z/dx + C)dwyjdx + BMo 

Eizz d2wy/dx2 = -( j Q 0 dw z/dx + C)dw z/dx + Mo 

(9.9) 

(9.10) 

(9.10 a) differentieres med hensyn til x, og i (9.10 b) og (9.10 c) antages det, at fejlen 
ved at se bort fra bidragene fra det vridende moment Mx er uden betydning. Hermed 
har man 

Givd2()jdx 2
- Eiwd4()jdx4 = M 0 d2w z/dx 2 

Eiyyd2 w z /dx 2 = BM0 

Eizz d2 wyjdx2 = M 0 

(9.11) 

hvor (9.11 c) benyttes til bestemmelse af wy, mens d2 w z /dx 2 fra (9.11 b) indsat i (9.11 
a) giver kipningsligningen 

(9.12) 
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til bestemmelse af det kritiske moment Mo ,kr· 

L!Z)sningen af (9.12) simplificeres betydeligt, hvis man kan se bort fra et af leddene 
Givd2 Bjdx 2 eller Eiwd4 Bjdx4 . Skrives l!Z)sningen som 

(9 .13) 

hvor 1 er en faktor , som afhrenger af blandt andet momentkurvens form og underst!Z)t­
ningsforholdene, ses, at en l!Z)sning med f. eks. (og som oftest) Eiw = 0 vil vrere pa den 
sikre side. 
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