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1. INDLEDNING

I den tekniske bgjningsteori for bjzelker bestemmes spaendinger og deformationer udtrykt
ved snitkreefter pa grundlag af tilneermede flytninger og konstitutive ligninger.

I det fplgende vil dette blive gjort for lige, lineserelastiske bjeelker med konstant tveersnit.
Undervejs vil der blive gjort simplificerende antagelser, hvis berettigelse ma dokumen-
teres ved at sammenligne resultater fra den tilnsermede teori med resultater fra forsgg
og/eller resultater fra en teori uden disse tilnsermelser.

Figur 1.1 viser et bjaelkestykke, hvortil der er knyttet et ssedvanligt retvinklet x, y,
z-koordinatsystem. x-aksen er bjalkeakse, men systemets placering i forhold til bjaelke-

Figur 1.1

tveersnittet er indtil videre ubestemt. Snitkreefterne N,Q,,Q., M,, M, og M. er vist
positive pa snit med x-aksen som udadgaende savel som indadgaende normal. Belast-
ningen bestar som vist i figur 1.2 af kontinuerlige laster ¢, gy 0g ¢., kraefter pr. laengde-

V4
M
# . M, + dM,
Gy :
Qy / Q; +dQ,
Ox My X

- < > > —
e vl N+dN M+ dM,

/ Mz mY Qy * de

M, + dM,
Figur 1.2
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enhed samt m.,m, og m., momenter pr. leengdeenhed. Idet bjeelkestykket i figur 1.2
har leengden dz, finder man ligevaegtsligningerne

dN/dr = —qz, dQy/dz = —gqy, dQ./dz = —g.
dM,/dz = —m, (1.1)
dMy/dx = Q. —my, dM./dx =—Qy—m.

Snitkreefterne er speendingsresultanter, og man har, jevnfgr figur 1.3, ekvivalensbetin-

Figur 1.3
gelserne
Nz/oudA
A
Qy :/azydA
A
Qz :/azsz
A

(1.2)
M, = /(a”y — 0gyz)dA
A

M, = OrezdA
A

—Mz:/a“ydA
A
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Fremgangsmaden bliver i det fglgende den, at der postuleres (gaettes pa) et flytnings-
felt, hvorfra man ved hjeelp af tgjnings-flytningsrelationerne kan bestemme tgjningerne,
som sa ved hjelp af de konstitutive ligninger bestemmer speendingerne udtrykt ved de
parametre, som beskriver flytningsfeltet. Herefter giver sekvivalensbetingelserne (1.2)
sammenhangen mellem disse parametre og snitkreefterne, og speendinger, tgjninger og
flytninger kan angives ved snitkraefterne under hensyntagen til randbetingelserne.

Rackkefglgen bliver nu den, at forst betragtes bgjning efterfulgt af forskydning, derefter
fri vridning og bunden vridning. Til sidst behandles stabilitetsproblemerne sgjleknack-
ning og kipning.
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2. NORMALSPZEZNDINGER VED SKAV BOJNING

Et tveersnit, = konstant, pavirket af en normalkraft N og de bgjende momenter A, og
M., dvs. de snitkreefter som i henhold til sekvivalensbetingelserne (1.2) er resultanter
af normalspezendingen o, ., antages at fa flytningerne

ug(2,y,2) = we(x) + zay(x) — ya.(z)
(@, 2) = wy(x) (2.1)
UZ($,y,Z) = wz(x)

hvor w,,w, og w. er flytninger i de tre akseretninger af punktet x, 0, 0, mens «, og

a, er infinitesimale vinkeldrejninger om y- og x-akserne. Flytningerne (2.1) udtrykker
Bernoullis forudsaetning om, at plane tvaersnit forbliver plane under deformationen.

Af flytnings-tgjningsrelationerne fas

€op = Ouy [0y = dwy/de 4 zday, [dx — yda, [dx (2.2)

som med betegnelserne

e =dwg/dz , ky =day/dx , £, =do/dx (2.3)

kan skrives
Eez = () + zKy(x) — yK(2) (2.4)
hvor tajningsstorrelserne €, ky og k. kaldes bjeelkens lengdetojning og bjeelkens krum-

ning om henholdsvis y-aksen og z-aksen.

Som konstitutiv ligning benyttes Hookes lov

Oee = Eegy (2.5)
som indsat i sekvivalensbetingelserne (1.2) giver

N :/ OredA = E/ ErzdA = E/(e—{—zny —yk,)dA
A A A

:E(6/dA+ﬁy/ZdA—Kz/ydA)
A A A

= E(eA+ kySy — £,53) (2.6)



M, = f OpgedA = E/ EppzdA = E/(e + 2Ky —yk.)zdA
A A A
:E(e/ ZdA—I—KZy/ ZZdA—ch/ yzdA)
A A A
= E(eSy + kylyy — 6.1y.) (2.7)
—M, = / OprydA = E/ EppydA = E/(s + zky — Yk )ydA
A A A
:E(@/ ydA—l—fcy/ ysz—/Qz/ y?dA)
A A A

= E(eS: + kyly, — 6.1.2) (2.8)

I (2.6) - (2.8) er indfgrt tveersnittets statiske momenter om henholdsvis y-aksen og
z-aksen

Sy =/ zdA
A

(2.9)
S, = / ydA
A
tveersnittets inertimomenter om de samme akser
I, = / 22dA
A
(2.10)
Tz = / yrdA
A
og endelig centrifugalmomentet med hensyn til y- og z-akserne
Ty = / yzdA (2.11)
A

Indtil nu har x,y,z-systemets placering i forhold til bjelketvaersnittet veeret ubestemt.
Veelges bjzlkeaksen gennem tversnittets tyngdepunkt G, se afsnit 3, har man

Sy=8.=0 (2.12)
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og veelges yderligere at orientere y,z-systemet i forhold til tveersnittet, sa centrifugalmo-
mentet I,. er nul, y,z-systemet er et hovedaksesystem, da finder man

(2.13)

N =EAe , My = El,yk, , M. = EL.x.

som er bjaelkens konstitutive ligninger.

Indsaettes (2.13) 1 (2.4) fas
N M, M.
=4 ¥ ,_ 2.14
=== gaT E1,”  EL.Y (2:14)
som indsat 1 (2.5) giver Naviers formel
N M M,
y (2.15)

Opp = — + —22 —
w4 L, I,

I et system, hvor x-aksen er tyngdepunktsakse, men y,z-systemet ikke er hovedaksesystem, finder man
(2.16)

N Mylos b Melye | Milyy + Myly:
-, Iyyl:. — I,

o =
T A Tyy Fzz

Eksempel 2.1
Det i figur 2.2 viste tveersnit med bredden b = 100 mm og hgjden A = 200 mm pavirkes af snit-

100

200

Figur 2.2
Y

kreefterne

N =50kN , M, =0,835 kNm , M, = —6,67 kNm

Normalspzendingerne o5, gnskes bestemt. Tvzersnittets areal og inertimomenter med hensyn til de

viste hovedakser er
A=b-h=20-10° mm?

Iyy = h-6%/12=16,7-10° mm*
I, =b-h%/12=66,7-10° mm*

(a)

(b)



og Naviers formel (2.17) giver

50-10%  835.103 +6,67-106 5. BB, (88 B 1 ©
= z Yy=4 ) y L Y C
20-103 ' 16,7 - 108 66,7 -106

Oxx

hvor y og z skal indszettes i mm, hvorefter o;, er angivet i N/mm?. Spaendingerne i tveersnittets 4
hjgrnepunkter A, B, C og D er angivet i tabel 2.1, og i figur 2.3 er spzendingsvariationen langs tveer-

Yy z Tz
Punkt mm mm N/mm?
A 100 50 15
B -100 50 -5
C -100 -50 -10
D 100 -50 10
Tabel 2.1

snittets omkreds vist. 44 er konstant langs de i tveersnittet viste skra linier.

Figur 2.3

2.1 Nullinien

Seetter man 1 Naviers formel (2.15), 0, = 0 far man

AL
AT, 1.

y=0 (2.17)

ligningen for en ret linie, nullinien, langs hvilken normalspaendingerne o,, og lengde-
tgjningen ¢,, er nul, se figur 2.4. Langs linier parallelle med nullinien er normalspeen-
dingerne konstante og de vokser proportionalt med afstanden fra nullinien. De stgrste
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normalspaendinger optraeder derfor i de punkter pa tveersnittets omkreds, som ligger
leengst fra nullinien.

\% . -
Figur 2.4 \‘nUI Ilnle
Af (2.17) ’

M.I,, NIy, NI,
— _ =yt — 2.18
ML T MA TV T A (2.18)
finder man, at nullinien danner vinklen ¢ bestemt ved
M, I K
tane = Sty B 2.1
METM, L. T (2:19)

med y-aksen. Da den resulterende momentvektor M = My + M. danner vinklen 1o}
bestemt ved

tan f = M. /M, (2.20)

med y-aksen, er de to vinkler kun ens for

My,=0, M.=0 eller I, =1.. (2.21)



2.1.1 Udbgjninger

Indfgres n,{-systemet, som er drejet vinklen ¢ bestemt ved (2.19) i forhold til y,z-
systemet, se figur 2.5, har

Figur 2.5

man transformationsreglerne

y| _|cosp —sing| |n
z| " |sing  cose| | €
n| _ cosp sing | |y
£l 7 | —sing cosp| |z

for koordinater og vektorkomponenter. Indsaettes i udtrykket (2.4) for leengdetgjningen
£p2 far man

(2.22)

€or =€ — (—Kysinp + K cos)n + (ky cosp + k.sing)l = e — ken + £,¢ (2.23)
hvor
K¢ = —kKysing + K, cosp =0 (2.24)

i henhold til (2.19).

Heraf fremgar, at krumningen x¢ er nul, dvs. udbgjningen sker vinkelret pa nullinien.

2.1.2 Kernen

Pavirkningen N, M, og M, pa et tveersnit kan, nar normalkraften N er forskellig fra nul,
udtrykkes som pavirkningen af en ekscentrisk virkende normalkraft. Ekscentriciteterne
ey og €. indfgres ved



10

My = Ne, , M. =—Ne,

se figur 2.6, og med denne notation

Figur 2.6

kan Naviers formel skrives

_N_l_Nez _l_Ney N 1_|_eZ +ey
G =yt YT \aT, T LY

Ligningen for nullinien bliver dermed

1 €. e
—+ 2+ 7y=0
AT, LY

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Nar nullinien skeerer tvaersnittet, optraeder der savel positive som negative normal-
speendinger i tveersnittet, og nar nullinien helt forlgber uden for tveersnittet eller netop

tangerer tvaersnittets omkreds, da har alle normalspaendinger samme fortegn.

Den kurve, som kraftangrebspunktet (ey, e.) gennemlgber, nar tangenten ruller pa
omkredsen, afgreenser et omrade, der kaldes kernen. Til normalkraefter, som virker i
kernen, svarer saledes normalspaendinger, som har samme fortegn over hele tveersnittet,
trackspaendinger for tracknormalkreefter og trykspeendinger for tryknormalkraefter.
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Eksempel 2.2

For det i figur 2.7 viste rektangulaere tveersnit med bredden b og hgjden h gnskes kernen bestemt. Tvaer-

b/2 b/2

h/2 \

hv2 ) S
Y. &
Figur 2.7
snittet har
A =bh
Iyy = hb3 /12 (a)
1., =bh3/12
som indsat i (2.27) giver
b2 h% +12h%ze, + 12b%yey =0 (b)

Nullinien gennem for eksempel punktet y, z = h/2,b/2 svarer derfor til ligningen
bh + 6he + 6bey =0 (c)
som er ligningen for den i figuren fuldt optrukne linie gennem punkterne A og B med koordinaterne

(ey,ez) = (—h/6,0) og (ey,e;) = (0,—b/6). Tilsvarende finder man de 3 punkterede linier gennem
henholdsvis B og C, C og D samt D og A. De 4 liniestykker afgraenser kernen, vist skraveret.
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3. TVERSNITSKONSTANTER

Til bestemmelse af normalspeendinger i tvaersnit pavirket til bgjning med normalkraft
har man brug for at bestemme tvaersnittets areal, statiske momenter, inertimomenter

og centrifugalmomenter.

Figur 3.1 viser et plant omrade og 2 szet pa hinanden vinkelrette akser n,t-systemet og

T

Ve

Figur 3.1

v,7-systemet, hvor n-aksen er parallel med v-aksen og t-aksen med 7-aksen.

Arealet A er bestemt ved fladeintegralet

A:/dA
A

dA

Det statiske moment om v-aksen, S, defineres ved

SUZ/ TdA
A

og tilsvarende er det statiske moment om 7-aksen

S,-:/ vdA
A

Inertimomenterne I,, og I om henholdsvis v-aksen og 7-aksen defineres ved

IW:/T%ZA , IT,:/ v dA
A A

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)



og centrifugalmomentet med hensyn til v- og 7-akserne ved

I,- :/ vTdA
A

3.1 Flytningsregler

Idet afstanden mellem v-aksen og og n-aksen er 7¢, har man

S,,:/TdA:/(t+Tg)dA:Sn+TgA
A

som nar n-aksen gar gennem tyngdepunktet G, dvs. S, = 0, giver

Sy =716A eller 7¢ =5,/A

Tilsvarende er

vg=S5:/A

nar t-aksen er en tyngdepunktsakse. For inertimomenter har man f.eks.

I, = / v dA = / (n+vg)?dA = /(n2 + 2nvG + vg)dA
A A A
= I + 2vGS: + vGA
som, nar Sy = 0, bliver

[rr = Itt + Vg;A

hvilket er Konigs saetning.

Endelig bliver centrifugalmomentet
I, = / vTdA = ] (n+ve)(t+1a)dA
A A
= / (nt 4+ ran + vyt + vgrg)dA
A
= Int + 765t + v Sn + vGTGA

som, nar n- og t-akserne begge er tyngdepunktsakser, reduceres til

I, =Ini +vargA

13

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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3.2 Drejningsregler

Figur 3.2 viser et plant omrade og to ortogonale aksesaet med begyndelsespunkt i tyng-
depunktet G. y, z-systemet er drejet vinklen € i forhold til n, t-systemet. Transformatio-

p4

Figur 3.2

nen mellem de 2 systemer er givet ved
y| | cos@ sinf | |n
[z] - [—sinﬁ COSG} {t} (8,13)
Man har nu
Ly = / 22dA = / (—nsin + ¢ cos G)ZdA
A A
e / (n?sin® @ + 12 cos® § — 2nt sin @ cos H)d A
A
= I, cos? 0+ Iy sin® 0 — 21, sin 6 cos 6 (3.14)

Tilsvarende bliver

IZZ:/ysz:/(ncosﬂ—l—tsinG)sz
A A
= / (n2 cos? 0 4 2 sin? 0 + 2nt sin O cos 0)dA
A

= Iynsin? 0 + Iy cos® 0 + 21, sin 6 cos 6 (3.15)
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og

Lys = / yzdA = /(n cosf + tsinf)(—nsin 6 + t cos §)dA
A
= / ((#* — n?)sin @ cos 8 + nt(cos® § — sin” §))dA
A
= (Inn — Itt) sin @ cos 6 + I,(cos® § — sin” §)

1
= E(Im — I44)sin 26 + I,y cos 26 (3.16)

y, z-systemet er et hovedaksesystem, nar centrifugalmomentet I,. er nul. Dette vil i
henhold til (3.16) vaere tilfzeldet for

2Int

tan2 = ———
o Itt - Inn

(3.17)

I hovedaksesystemet kaldes inertimomenterne hovedinertimomenter, og de betegnes ofte
I og I. Omskrives (3.14) og (3.15), far man

1 1 .
Iyy = §(Inn + Itt) + E(Inn — Itt)COS 20 — Int sin 26

1 ) (3.18)
Izz = é(Inn + Itt) — §<Inn —_— Itt) cos 26 + Int sin 26
som med 26 bestemt ved (3.17) giver
I 1 1
. } = 5 (Ton + Tu) & 54/(Ln — )2 +412, (3.19)

Gar man ud fra hovedaksesystemet, bliver ifglge (3.14), (3.15) og (3.16) inertimomen-
terne og centrifugalsystemet i et vilkarligt u, v-system, som er drejet vinklen ¢ i forhold
til 1,2-systemet, se figur 3.3
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1.

Figur 3.3

; 1 1
Tyw = I cos® ¢ + I sin® p = 5(11 + L)+ 5(.71 — L) cos? ¢
1 1
I, = I sin® e+ 1 cos? = 5([] + 1) — 5(11 - Ig)cos2 ® (3.20)
1
Lyy = (I — I3)sinpcosp = §(I1 — I5)sin2¢

Af (3.20) fremgar, at punkterne A : (Iyy, luv) 0g B : (Iyy, —Iuy) ligger diametralt over

Lo LTI -
/’/ A(qu, I )
//,
// \‘\
I/ \\
\
\
I,, > 20 \ Tu
! \
i I, 0
| ]
\ l,’
\ ,l
/
B(Iw, -Iw) y
\\ ///

Figur 3.4

for hinanden pa en cirkel, Mohrs cirkel, med centrum i %(Il + 1) = %(qu + Iyy) og
med radius 1 51— L) = 1\/ wu — Low)? + 412,

Seetter man i (3.14) ¢ = ©/4, og betegnes I, som I5, far man

2I45 = Inn ¥ Itt - 2-[nt (321)

eller

2L = Inn + Iy — 2145 (3.22)
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hvoraf ses, at centrifugalmomentet I,,; kan bestemmes ved beregning af inertimomenter
alene.

Arealer A har dimensionen L? og er altid positive.

Statiske momenter S har dimensionen L? og kan vaere savel positive som negative. Det
er derfor en fordel at indleegge hjeelpeakser, sa hele tveersnittet er pa den ene side af
aksen, og alle bidrag til S har samme fortegn.

Inertimomenter I har dimensionen L* og er altid positive.

Centrifugalmomenter I,, har dimensionen L* og kan veere sével positive som negative.

3.3 Nogle hjzlpestgrrelser
For tvaersnittet i figur 3.5 med de viste akser gennem tyngdepunktet G og de viste af-

Cn2

Figur 3.5
stande til punkter pa omkredsen defineres nogle hyppigt forekommende stgrrelser.

Modstandsmomenterne om t-aksen, Wy og Wys defineres ved

Wa = Itt/cnl og Wy = Itt/cn2 (3-23)

og kerneradierne ky og kiz ved

ktl = th/A = Itt/ACnl

(3.24)
k2 = Wt2/A = Itt/Aan
Endelig defineres inertiradius ¢; ved
i7 = Iy /A (3.25)

Med hensyn til n-aksen defineres tilsvarende stgrrelser.
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Eksempel 3.1

Et rektanguleert tveersnit har dimensionerne b X h, se figur 3.6. Tveersnittets areal er

b

AL SSSSSSSSSS SIS S S

M dg

Dets statiske moment om n-aksen er

b 1 1
Sy = / CdA = / Chd¢ = =b*h = ZbA (a)
i ; 2 2

sa man ifglge (3.7) finder

(g =5,/A=0b/2 (b)

Tilsvarende bliver
ng = S¢/A=h/2 (c)

og man har de i figur 3.7 viste tyngdepunktsakser.
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NNNNNANNNNN

Y

Figur 3.7

Centrifugalmomentet med hensyn til y- og z-akserne bestemmes som

Iy, = / yzdA =0 (d)
A

da béade y- og z-aksen er symmetriakser. y, z-systemet er dermed hovedaksesystemet.

Inertimomentet om z-aksen er

k2 1 h/2
L.= | y’dA= yedy = 2 [y*]"" =k /12 ()
A —h/2 3 —h/2

og tilsvarende

I,y = b6%h/12 )

Ved hjeelp af (3.10) finder man f.eks.

Ice = L. +nkA=0bh%/12 + (h/2)%bh = bh® /3 (g)



Eksempel 3.2

Figur 3.8

Tveersnittet i figur 3.8 har arealet

A = 3at

y-aksen er symmetriakse og dermed hovedakse. Det statiske moment om (-aksen er

S¢ = at® + at(t + a/2)

og dermed
2at? + a®t/2
ng =S¢/A= 2ot +at/2 _ 2t/3 4+ a/6
3at
Inertimomenterne bliver
Iy = ~(t2a)® +at®) = —ta3(8+ (L))
T 12 12 a

1 1
L, = E2ms3 + 2at(ng —t/2)* + Eta“ +at(a/2 +t —ng)?

1 1
= E2at3 + 2at(a/6 +1/6)% + ﬁta3 +at(a/3 + t/3)*

1 2 1 1
= E2at3 + gat(az + 1% + 2at) + Etas + §at(a2 + 12 + 2at)

111 111 12
= gt g Syt 2202 4 2
WEtptgtodg gty TGty

1 1t 1,t2
3
=dBt(= 4+ =+ =(=
cHI+37 3G

)

(b)

(c)

(d)



Nar tveersnittet er tyndfliget, dvs.
t)? t
- << =<1
a a

kan man se bort fra led, der indeholder potenser af ¢ hgjere end forste, og man kan regne

1
Iy = —t(2a)®
EL Y (2a)

1.3 1.3 2 2
Izz:Zta :Eta + at(a/2 — a/6)” + 2at(a/6)

idet tyngdepunktsafstanden regnes til

ng =a/6

jeevnfer figur 3.9.

N a | a AV
3 5 Kk
AF Z
4 |a/ 6
Fligtykkelse t < a
Y
Figur 3.9

Eksempel 3.3
Et tveersnit har form som det i figur 3.10 viste tyndfligede vinkelprofil.

3 a \

a/4

0/4 +

Fligtykkelse t < a

Figur 3.10



Forst indleegges det viste u, v-system, og man har

A = 2at
) (=)
Su =8y =a’t/2
og dermed
ug =vg = S/A=a/4 (b)
Med begyndelsespunkt i G indlaegges nu et n, t-system, og man finder
1 a\? a\?
Lin =TI = ﬁta3 +at (Z) + at <Z)
= 5ta® /24 (c)

Centrifugalmomentet bestemmes ved hjzlp af (3.22), hvorfor vi forst ma bestemme I45. Inertimomentet
I, af en flig, som danner vinklen o med n-aksen, se figur 3.11

g r

Figur 3.11 y

bliver
Iy, = /CZdA = /rz sin? adA = vy sin® (d)

Inertimomentet om vinkelhalveringslinien gennem tyngdepunktet G' bliver nu
1,3 2400 3
Iis =2- gta sin® 45° = ta” /3 (e)
og hermed ifglge (3.22)

2Int = Inn + It: — 2145

= (5/12 — 2/3)ta® = —ta® /4 )



Den vinkel, n, t-systemet skal drejes for at blive fgrt over i hovedaksesystemet, bestemmes ved (3.17)

tan 20 = 21 /(Ite — Inn) — o0 i

dvs.

f =45 (h)

i overensstemmelse med det forhold, at vinkelhalveringslinien er en symmetriakse. Hovedaksesystemet
er vist 1 figur 3.12, og hovedinertimomenterne

4

Figur 3.12

Iy = Iis = ta®/3
@)

1 :
I,,=2. Et‘a3 sin? 45 = ta3/12



4. FORSKYDNINGSSPANDINGER VED SKAV BOJNING
Af flytningsfeltet (2.1)

ug(2,y,2) = we(2) + zay(z) — ya(z)
uy(z,y,2) = wy(x) (4.1)

uZ($a Y, Z) = wZ(I)
kan man foruden leengdetgjningen ¢,

€oz = OUg /0T = €+ 2Ky — YK (4.2)

ogsa bestemme tgjningerne €yy,€:5,Eyz,E20 OF Eay

Eyy = Ouy /Oy =0

€20 =0u./0y=0

2ey; = Ouy [0z + Ou, /0y =0 (4.3)
2¢.p = Ou; /0 + Ouy [0z = dw, [/dz + ay

26y = Ouy /Oy + Ouy 0z = —a, + dwy /dx

Af (4.3) fremgar, at tgjningerne ¢., og e,y er funktioner af 2 alene, og man kan derfor
ikke benytte de konstitutive ligninger

0z =2Ge.; 0f 04y = 2Geyy, (G =E/2(1+v)) (4.4)

til bestemmelse af forskydningsspeendingernes variation med y og z.

Forskydningsspeendingernes variation over tveersnittet vil derfor sgges bestemt ved hjzelp
af en ligeveegtsligning.

I figur 4.1 er et bjeelketveersnit vist. I tveersnittet afgreenses et omrade 2, og et stykke



)4

Figur 4.1

bjeelke med leengde dx udskeeres, se figur 4.2, som viser de kreefter, der virker pa ele-
mentet. Kreefterne pa endefladerne betegnes Fy, Fy og F. samt F, + dF,, Fy + dF,
og F. + dF,. Pa den cylindriske snitflade med frembringere parallelle med bjalkeaksen
virker kreefterne Hydz, Hydx og H.dx, dvs. H,, H, og H. er kraefter pr. leengdeenhed.

Hydx

Figur 4.2



Ved projektion pa x-aksen fas

Fy,+dF, — F,+ Hydz =0 (4.5)

dvs.

H, = —dF,/dx (4.6)

F, er resultanten af normalspaendingerne o,, pa delomradet €2, sa man har

F, = / OpzdA (4.7)
Q
og dermed
H, = —/(da”/dx)dA (4.8)
Q

som med Naviers formel (2.15) giver

1 dN z dM y dM,
H,=- —— === dA 4.
/g; (A dz g I, dx I, dz ) (4.9}

I det fglgende betragtes udelukkende det specielle belastningstilfzelde, hvor

e =My =My = 0 (410)
dvs.

dN dM, dM.

dr 0, de @ de —@ (=11

Hermed fas Grashofs formel

HI:—QZ/sz—&/ydA
Iyy Q L. Q

_ (Q- Qy
= (Iyy SQy -+ I.. Sa- (412)

hvor de statiske momenter af delomradet  med hensyn til tyngdepunktsakserne

Sgy:/sz og ng:/ydA (4.13)
Q Q



er indfgrt. For ethvert valg af cylindrisk snitflade, som afgraenser delomradet € i nor-
malsnittet, kan man saledes bestemme den forskydende kraft pr. leengdeenhed H,.

Betegnes normalen til den cylindriske snitflade és og tangenten é;, som vist i figur 4.3,
da har man

€t
A
€s
Figur 4.3
B
H, = Ogpdt (4.14)
A
som sammen med
Ops = Oz (4.15)
og
Ogy = 0gsCOSP |, 0.4 = 0ggsinf (4.16)
se figur 4.4 giver
Ozx
Oxs Oxy

Figur 4.4



B
H, = (0zycos B+ 0. sin f)dt = — &Sgy + &SQZ (4.17)
A Ly I..

Selvom man kan bestemme H, ved hjaelp af Grashofs formel (4.12), er det kun i specielle
tilfzelde, at man kan bestemme forskydningsspaendingerne 0,5 = 0.

Antages forskydningsspeendingerne o,y og 0, at veere bestemt, da vil sekvivalensbetin-
gelserne

Qy =/ OaydA QZ:/:andA (4.18)
A z

veere opfyldt. Forskydningsspeendingerne vil imidlertid ogsa resultere i et moment om
tyngdepunktsaksen, jevnfgr figur 4.5.

Figur 4.5

M, = / (szy - O'zyz)dA = szF - QyZF (419)
A

Resultanten af forskydningsspaendingerne bestemt ved Grashofs formel
Q0=0,+0, (4.20)
vil derfor ga gennem et punkt, forskydningscentret F', med koordinaterne yp, zp bestemt

ved

QyZFZ/UIyZdA
4 (4.21)

Q.yr :/UzzydA
A



og saledes fremkalde vridning, medmindre forskydningscentret falder sammen med tyng-
depunktet G.

4.1 Tyndfligede tveersnit

I et tyndfliget tveersnit, hvoraf et eksempel er vist i figur 4.6, antages fligtykkelsen at
vaere meget mindre end de gvrige tveersnitsmal 1 y, z-planen. Det vil her vaere rimeligt

Figur 4.6

at regne forskydningsspaendingerne jeevnt fordelt over fligtykkelsen som vist 1 figur 4.7.

Figur 4.7

Man har saledes
Osy = 0gs = Hy(3)/1(s) (4.22)

hvor s er en parameter, som males langs tveersnittets kontur.



H, kan bestemmes af Grashofs formel (4.12) eller, som man finder ved projektion pa

x-aksen, af de kreefter, der er vist i figur 4.8.

ds
o.tds HxdS_ H dx

oH
x d
= S )dx

(Hx +

Figur 4.8
003y 0H
(0zz + 6—$dx)tds — opptds + (Hy + s
0H, _80”t
ds = Oz

som med ¢,, bestemt ved Naviers formel (2.15) bliver

0H, _ Q- Qy
95 (fyy”zy) ts)

idet (4.10) vedrgrende belastningen er benyttet.
H, har ekstremum for y = z = 0.

00 .,

“ds)dz — Hdz =0

dx

d
X X )tds

(4.23)

(4.24)

Nar flere flige mgdes i et forgreningspunkt, se figur 4.9, finder man med den viste
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(Oxx + doyy)dA

Figur 4.9

fortegnsregning

Hy+Hy+...H,=YXH, = (4.25)

4.1.1 Abne, tyndfligede tvarsnit

Det vridende moment om tyngdepunktet G: M, = Q.yr — QyzF, som svarer til for-
skydningsspeendingerne bestemt ved Grashofs formel, kan udtrykkes pa en anden made,

Figur 4.10
se figur 4.10. Moment om tyngdepunktet G giver



Q
Mz:/;> H,(s)r(s)ds

(4.26)

hvor r(s) er afstanden fra G til den tangent, som er angrebslinie for H,(s). r regnes
med fortegn, sa r, s-systemet er et hgjresystem. Den sakaldte sektorkoordinat w(s) med

hensyn til tyngdepunktet G indfgres ved

dw/ds = r(s)
og man har

M, = /PQ fol—jds = [Hw]p — ’ —uwds
Forudseetningen ¢, = 0 medfgrer

H,(P) = Hi(Q) =0

og dermed

Q Q
Mzz—/ aszdsz/ <sz—|—&y>twds

p Os P Iy, L.

Med sektorcentrifugalmomenterne I, og I.. defineret ved

Q Q
I, :/ ywtds :/ ywdA
P P

Q Q
I, :/ zwtds :/ zwdA
P P

har man

L,
I L = Qyr — QyZF

IWZ
M, = QzI_ + Qy
Yy

hvoraf fremgar, at forskydningscentrets koordinater bestemmes ved

Yyr = Iwz/-[yy

ZF = — wy/Izz

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)



Ved bestemmelsen af sektorkoordinaten w efter (4.27) indgar der en ubestemt integra-
tionskonstant C, som imidlertid er uden betydning her, idet f.eks.

/A(w + C)ytds = /Awytds + C/AydA =l +CS. =1, (4.34)

da y- og z-akserne er tyngdepunktsakser. Da momentet om forskydningscentret F' er
nul, er ogsa sektorcentrifugalmomenterne I . = I, = 0, hvor w' er en sektorkoordinat
med hensyn til F.

Eksempel 4.1

Det i figur 4.11 viste U-profil pavirkes af forskydningskreaefterne Q, og Q. gennem forskydningscentret

a

a/4
n Y

F, hvis beliggenhed gnskes bestemt ligesom fordelingen af forskydende kraefter pr. leengdeenhed H.

Figur 4.11

Pa grund af symmetrien er z-aksens placering som vist, og til bestemmelse af y-aksens placering har
vi

A = 4ta (a)
1, 9
Sy =2-—ta (b)
2
og dermed
Cq = ta®/4ta = a/4 (c)

Inertimomenterne bliver

I Liad 41 (1 )2 2+ 2t (1 )2 > 43 (d)
= —la a -a a —-a = —1la
vy 12 4 4 12

1 8
I.,= Et(za)3 +ta-a®-2= gm?’ (e)



Forst betragtes formel (4.12)

—_ (& @
Hy; = (Iyy Sﬂy + I.. SQz) (f)

hvoraf ses, at det er fordelingen af statiske momenter Sq, og Sq., som skal bestemmes. Med de i
Si. |

-_A

G Z

Q;
Qy
C Vy D
Hs3

figur 4.12 viste buemal s, sy og s3 langs konturen har man pé de 3 straekninger A-B, B-C og C-D:

Figur 4.12

y Z Sqy = {n ztds Sq., = fn ytds

A 0 0

-a 4§a — 81 %aslt — %s%t —asit
B Ta -a’t

S9 —a —%a %(ﬂt— %asgt %sgt—asgt—aQt
C —%azt -a’t

a s3 — %a %sgt — %asgt — %aZt aszt — a?t
D 0 0

Variationen af de statiske momenter langs konturen er vist 1 figur 4.13, og i figur 4.14 er fordelingen af
forskydende kraefter H; = 04.t, hidrgrende fra henholdsvis Q. og Q4 vist.



1 9

Figur 4.13

ta® ta? ©
3,2
=ta
2 L
S]
ta? 9
S.Qz
3a

[ — —
ERCTIN
16 a
3Q, 3Q——
5 a @ 8 a
12Q 3Q
=% ¢ =R g
He 5ta® Y Hey gta® ~%
; S.Qz
Figur 4.14

Koordinaterne til forskydningscentret bestemmes som fglger: Pa grund af symmetrien om z-aksen er
yp = 0, og zp bestemmes ved en momentligning, f.eks. moment om punkt B i figur 4.12. Momentet

fra henholdsvis Hzy og Qy er

1 3
m:gg%a 2a = —Qy (ZF+—(1)
som giver
5
2p=—=a
PR

Forskydningscentrets placering er vist i figur 4.14.

()

(h)



Det ses umiddelbart, at bestemmelse af de statiske momenter Sq, og Sq. er det samme som integration
af (4.24)

= - —_— t
Bs (Iyy Yt T ®

Herefter skal yp og zp bestemmes ved hjelp af sektorcentrifugalmomenter. Sektorkoordinaten w med
hensyn til G bestemmes ved

dw/ds =7 )]

Pa de 3 straekninger A-B, B-C og C-D far man, se figur 4.12

Punkt r w w(C =— %az)
A C _i_az
a C+asy asy — %az
B C + a? -%aZ
1a C+a® + tasy tasy — +a?
C C+ %(ﬂ %az
a C+ gaz + ass asz + %(ﬂ
D C+ %az gag
Konstanten C' = —5a? /4 er valgt for at give sektorkoordinaten w en form for symmetri, antimetri, om

s9 = a. Variationen langs konturen af de 3 koordinater w(s), y(s) og z(s) er vist i figur 4.15, og ved

Figur 4.15



hjeelp af integrationsformlerne I = f: f(z)g(z)dz i appendiks A finder man

1/1 5\ 5, 1 1, 5 4
Ipy=tla-a--|-+—-)a"+-a-a-—a” ) 2= —ta
2\4 4 3 4 3 (k)
I, =0
og dermed

yr = lwz/ITyy =0
O]

5
zp = —luwy /I, = —~z "

i overensstemmelse med (h)

Bemaerk, at sektorkoordinaten w har dimensionen leengde i anden og sektorcentrifugal-
momentet tilsvarende dimensionen laengde i femte.

4.1.2 Tveaersnitsdeformationer

En korrekt bestemmelse af deformationer og spaendinger i et baerende konstruktionsele-
ment iligevaegt kraever samtidig opfyldelse af ligeveegtsligninger, tgjnings-flytningsrelati-
oner, randbetingelser samt et saet konstitutive ligninger.

Ligevaegtsligningerne er

0044/0x + 004y [0y + 005 /0z + pby =0
004y [0z + 00y, [0y + 00y, [0z + pby, = 0

(4.35)
00, /0x + 00y /0y + 0o, [/0z + pb, =0
Ogy = Oyzg 5 Oyz = 0zy 5y Ozg = Oz
og for infinitesimale flytningsgradienter er tgjnings-flytningsrelationerne
€or = Ouy /0T |, €4y = Ouy/Oy , €..=0u./0z
Eay = Eyz = (Ouy /Oy + Ouy/0x)/2
v ! (4.36)

Eys = €zy = (Ouy [0z + Ou./0y)/2
€r0 = Eg> = (Ou,/0z + Ou,[/0z)/2

Randbetingelserne kan vaere savel speendingsrandbetingelser som flytningsrandbetingel-
ser.

Som konstitutive ligninger benyttes ligningerne for lineserelastiske materialer, dvs.

€zz 1 —v —v 0 0 0 Oz
Eyy -v 1 —v 0 0 0 Oyy
€| _ 1 |—v —v 1 0 0 0 [
.| E| O 0 0 1+4v 0 0 ye (437 8
Erx 0 0 0 0 1 +v 0 Ozx
Exy 0 0 0 0 0 1 +v Oy



eller den omvendte relation

Tz 1

I
=
=

= E

Uyz (1 -|— V)(1 — 21/)

o © O X R

Ozy

Kun i de simpleste tilfeelde kan man bestemme lgsningsformler, der angiver de ukendte

0
0
1—2v

0
0

0
0
0
0

1-—2v
0

L= [ o o Tl o T o)

1-2v

stgrrelser som funktioner af stedvektoren og randparametrene, og flytningsfeltet (2.1)

er da heller ikke en eksakt lgsning.

De tgjninger, der kan afledes af flytningerne, er som tidligere fundet

Ega =€+ 2Ky — YK,
Eyy = €2z = 6y, =0
26, = dw, /de + ay

264y = dwy/dz — a,

jeevnfor (4.2) og (4.3). Af den konstitutive ligning (4.37 b) fas nu

0ps = (1 —v)Eeg /(1 +v)(1 —2v)

som kun for v = 0 reduceres til (2.5)
Ore = Eeor
som vi har anvendt. Seettes imidlertid
Uy = Wy + 20y — YO,
uy = wy — v(ye +yzry + (2° — y*)r:/2)
U, = w, — v(ze + (22 — y?)ky /2 — y2k.)
bliver leengdetgjningerne
Exa =€+ ZKy — YK,
Eyy = Ezzr = —VEgx
og normalspaendingerne ifglge (4.37 b)
Orr = Eegy

Oyy =0,, =0

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.41) er en eksakt lgsning for et bjaelkestykke belastet alene pa endefladerne af N,, My,

og M.,, se figur 4.16.

(4.37D)



No

/ Mo
Mo /

No

Mo

Figur 4.16

Eksempel 4.2
En bjaelke med rektanguleert tveersnit pavirkes af et konstant moment Myo. Tveersnittets flytninger i
y, z-planen bliver 1 henhold til (4.41)

Uy = Wy — VYZEy

wy = wy — v(z% = y?)ry /2

hvor ky = My,/FElIyy. Det deformerede tvaersnit er vist i figur 4.17

W,

N
e —

7~

Figur 4.17



Forskydningstgjningerne bestemt ud fra flytningerne (4.41) bliver
2ey> = Ouy [0z + Ou. /0y
= —v(yky + 2K, — Yky — 2K,) =0

26, = Ou, [0z + Ou, [0z

4.44)
~ de 1,, ,udsy  ds, (
=dw./dt + oy —v (Zdz + 2(,2 y°) o yz T

de dk 1 dk,
284y = dwy/dz —a, —v (y% + yzd—xy - 5(22 —y%) . )

som alle er nul i et bjeelkestykke, der alene er belastet pa endefladerne som beskrevet
ovenfor. Udbgjningerne w, og w, bestemmes derfor af

dw,/dx + ay =0

(4.45)
dwy/dx —a, =0
hvor vinkeldrejningerne a, og «. bestemmes af
day/de = ky = My, /EI
y y y vy (4.46)

da,/dx =k, = M,,/EI,,

Nar momenterne varierer langs bjalkeaksen, og der optreeder forskydningskraefter og
derfor ogsa tgjninger €., 0g &4y, er flytningsfeltet (4.41) imidlertid ikke saerlig velegnet,
da de deraf afledede tgjninger (4.44 b og ¢) i almindelighed ikke vil fgre til en rimelig

fordeling af forskydningsspeendinger sammen med de konstitutive ligninger.

I en bjeelke med tyndfliget tveersnit kan man tage hensyn til forskydningsdeformatio-
nerne ved at benytte flytningsfeltet

ug(z,s) = we(z) + 2(s)ay(z) — y(s)a(z) + /2€mds

uy(z,s) = wy(z) (4.47)

uy(z,s) = w,(z)

hvor
dw./dz + ay =0
dwy/dx —a., =0
2645 = 0gs/G = Hy(z,s)/Gi(s) (4.48)

H,(z,s) = — (?Z Say + ?—ySQZ)
Yy zz
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Med betegnelserne i figur 4.18 har man

Z
~
-~
—
BNs
Figur 4.18 Vy
Qy/0s = dy/ds = cos 3
0z/0s = dz/ds =sin 8 (4.49)

Uy = Wy cos f 4+ w, sin 3

og finder
Ou,/0s = aydz/ds — a,dy/ds + 2e .4
/ vde/ ; (4.50)
Oug/0x = (dwy/dz)cos B+ (dw./dz)sin B = a.cos f — aysinf3
sa definitionsligningen
2645 = Ouy/0s + Ous/Ox (4.51)

er i orden.

Bidraget [ 2e,ds fra forskydningsdeformationerne til flytningerne u, i bjeelkeaksens
retning kaldes tversnitshvelvninger.

Eksempel 4.3

For det i figur 4.19a viste tyndfligede tveersnit, som kun kan optage forskydningsspaendinger i y-
retningen, gnskes tveersnitshvalvningen bestemt.



} s
h/2
V4
h/2
Y
a
Figur 4.19
Man har

A=ht , L, =th®/12
og s=y+h/2
dvs.

OH,/8s = OH, |0y = —Qyty/I..
med lgsningen

Hy = —Qyty? /21, + Qyth® /81,

da randbetingelserne

H, =0 for y==h/2

skal veere opfyldt.

Hermed bliver forskydningsspzendingen

J L, 3Q,/2A

0oy = Qu(h? — 4y?) /81, = 3Qy(h* — 4y°)/2th®

Tveaersnitshvaelvningen bestemmes nu af
Oug /Oy = 2e5y = 02y /G

=3Q,(h? — 4y?)/2Gth?

dvs.
Uy 1= Qy(thy - 41313)/26?th3 + Uugo

Ux

(b)

(c)

(d)

(e)

(®)

()

Forskydningsspeendingerne er vist i figur 4.19b, og tveersnitshveelvningen i 4.19¢, idet ugo = uy for

y = 0 er sat lig nul.



4.1.3 Lukkede, tyndfligede tvaersnit

I et abent, tyndfliget tveersnit med en kontur som f.eks. vist i figur 4.20a er H, fastlagt

a b c
Figur 4.20
ved H, = 0 i enderne af konturen. I et lukket, tyndfliget tvaersnit med en kontur som
vist i figur 4.20b derimod, er der ingen steder, hvor H, pa forhand er kendt. Velger
man som udgangspunkt et vilkarligt punkt A med den ukendte forskydende kraft pr.
leengdeenhed H, 4, kan man ved hjeelp af f.eks. (4.24) bestemme H, i alle punkter i

tveersnittet, men ved integration hele vejen rundt langs konturen ender man med den
ukendte veerdi H, 4. Betragtes derimod hvelvningsdeformationerne har man

B B
UgB = Uga + / 2e,sds = Uga + / (H./Gt)ds (4.52)
A A

og ved integration hele vejen rundt far man
f (H/Gt)ds = 0 (4.53)

Hvis tveersnittet er sammensat af 2 eller flere celler som vist i figur 4.20¢, skal (4.53)
vaere opfyldt for alle celler.

Eksempel 4.4

Tveersnittet vist 1 figur 4.21 er pavirket af en forskydningskraft Q. gennem forskydningscentret F', hvis
beliggenhed indtil videre er ubestemt bortset fra, at det ligger pa y-aksen, som er en symmetriakse.
Fligene AB, CD og DA har tykkelsen ¢, mens fligen BC har tykkelsen 3¢. Man har

A = 36ta

2 3 2 (a)
Sg=2-6~3ta + 6 - 6ta” = 72ta

og dermed

ng = S¢/A=2a (b)



3a 3a

2a

4q

Y.

Figur 4.21

Yderligere er inertimomentet om y-aksen

Iyy = 41(6a)® /12 4 6ta(3a)?2 = 180ta® (c)

Den forskydende kraft pr. leengdeenhed H; bestemmes af

OH /05 = —Q,2t(s) /Iy (d)

For fligen CD har man z = —3a og dermed

OH, /0y = 3Q.at/I,y

Hy = 3Q.ayt/Iyy +6Q.a’t/Iyy + Hyc (€
I punkt D, y = 4a, bliver

H,p = 18Q.d’t/iyy + Hyc ()
For fligen DA er

OHy [0z = —Q.zt/Iyy

Hy = —Q.2%t/2I,y + C4 ®)
som for z = —3a giver

Hop = —9Q.d*t/2l,y + Cy = 18Q,a*t/Iy + Hye (h)
dvs.

Cy = 45Q.a’t/2L,y + Hye @)

og Hy=Q.(45a% — z%)t/2I,y + Hyc 6)]



I punkt A, z = 3a, bliver
Hoa =18Q.d%t/I,, + Hop (k)

I fligen AB er
OH,/8s = —0H, /0y )

da vi integrerer langs vejen CDABC.
OH: [0y = 3Q.at/Iyy
H; =3Q.ayt/Iyy + Cs
Hya =12Q.a%t/1yy + Cy = 18Q.d*t/Iyy + Hyc (m)
C2 = 6Q:a’t/lyy + Hoc
Hy =3Qza(y + 2a)t/1yy + Hoc
I punkt B, y = —2a, bliver
Hyp = Hec (n)

For fligen BC bliver tilsvarende
OH [0z =3Q.zt/1yy
e =3Q.2%/21,y + Cs
H,p =27Q.d’t/2L,, + C3 = Hye )
Hy =3Q. (2% — 9a®)t/2I,y + Hyc

Fordelingen af forskydende kraefter pr. leengdeenhed er vist i figur 4.22

27Q.0%t/21,,

Hxc

L

36Q.a’t/2I,,

9Q.a%t/21,,
Figur 4.22



Til bestemmelse af H,c har vi (4.53), som med G konstant kan skrives
%(Hx/t)ds =0 (p)

og udfgres som arealberegninger. Man finder

2
Hyo(6a - 3/t + 6a/3t) + 202z (% 6a-2+ 6a)

21y,
9Q.a2 (2 2
4 2940 (—ﬁa——ﬁa%ﬁ):o
2I,, \3 3
I (a)
20aH,c [t + 092% 190 — ¢
21,
—108 2¢
H:cC: Qza
0 1,

I figur 4.23 er den endelige fordeling af forskydende kraefter pr. leengdeenhed vist. Pilene viser den

135
. 108 |p
18a/5
12a/5
_n_\. _ N
D - A
2
10, H/(Q.1d?)
45
Figur 4.23
positive retning af H, svarende til en forskydningskraft i z-aksens positive retning. Resultanten bliver
Q:ta? Q-ta®
((108 + 72 + 2(45 + 135)/3)6a =1802% =@,
101y Iy

Endelig bestemmes forskydningscentrets beliggenhed ved at tage moment om f.eks. punkt C. Ved at
sammenholde figur 4.23 med figur 4.24 ses det, at man har

Q. ta?

101y

_ 2 1 12 1 18
Q.np = 72+§45 6a+§72~?a— 5108- ?a 6a



og dermed

B (612 432 972) btat _ 5046
= % "% )10, s ¢ b
G B
1’];:21,680
ne=2a Rk R — ¥
Z

Figur 4.24

y.m

Eksempel 4.5

Det i figur 4.25 viste lukkede, tyndfligede tveersnit er pavirket af en forskydningskraft @, gennem for-
skydningscentret og parallel med de korte sider. Fligtykkelsen er overalt ¢. Fordelingen af forskydende

S1E > S4
D C B
7L 74
S7 ‘ a/2
z
a 1
0’ m "
S2 S5 a/2
7L _74
E > s3 F s& A
a 2a
Figur 4.25
kreefter H; og forskydningscentrets beliggenhed gnskes bestemt.
Den forskydende kraft pr. leengdeenhed H;, bestemmes af
OH, /05 = —Qyyt/I. (a)

hvor z-aksen er den viste symmetriakse, og y-aksen er rettet nedad.



Integrationen pabegyndes i punkt C, fgrst streekningen CDEF med begyndelsesveerdien Hy, derefter
streekningen CBAF med begyndelsesveerdien Hy og til sidst streekningen FC. Beregningerne opstilles i
et skema

Punkt y H,
C Hy

—a/2 Qytasy /21, + Hq
D Qyta® /21, + Hy

s2 Qyt(5a* —4s%)/81.. + Hy
E Qyta® /21, + Hy

a/2 Qyt(a® —as3)/2L,, + Hy
F i
C H>

—a/2 Qytasy /21 + Ho
B Qyta® /L. + Ho

S5 Qyt(9a® — 452)/8122 + H,
A Qyta® /.. + Hy

a/2 Qyt(2a® — ase)/21.. + H>
F H>
F Hy + H,

—s57 Qyt(4s2 — a?)/81,, + H1 + H;
C Hy + Hy

I punkterne F' og C er (4.25) benyttet. Fordelingen af forskydende kreefter pr. leengdeenhed er vist i
figur 4.26.



%, Qtd*/8l,

-

Qta?/2T ety

yTa z
H1 H ,
m 1 Q,ta?/81,,
Hi, |\, H.
1
Q,ta?/81,,
Figur 4.26

For de to celler har man (Gt = konstant)

CDEFC : /des =4Hya+ Hya + 4Qqyta® - 2a/8I,. = 0
CBAFC : /szs = Hia+ 6Hza+ 8Qyta® - 3a/81,. = 0

hvoraf man finder
Hy = —3Qyta® /231,
Hy = —11Qyta® /231,
eller, idet
L =3 ta®/12 + 2 3at(a/2)* = Tta® /4

Hy, = —12Q,/161a
Hy; = —44Qy/161a

Den endelige fordeling af forskydende kraefter er vist i figur 4.27.



170/23 6a/23, 22a/23 |, 240/23
’ 24 88 ‘
\
“’/
23 8Il/ 23|, 112 F z,C 96 )23
¥
,//1,390 |
. |
1,44aq
322H.a/Qy
n y

Figur 4.27

Forskydningscentrets beliggenhed findes ved moment om f.eks. E:

2 1 2
ngF:(112~1-1+—-23-1(1+3)+96~1-3+—~96<—-1
3 2 23
1 6 1 17 1 22 1
e T P=LAUL DN S R
*2 23 2 23 2 83 )322 Qya

hvilket giver

Cp =6Tla/(3-161) = 1,39

Til sammenligning bestemmes tyngdepunktets beliggenhed ved
Sy =(1-14+1-3+2-3-3/2)ta®> = 13ta®
A = 9ta

(a =5y/A=13a/9 =1,44a
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5. FLYTNINGERNE VED SKAV BOJNING
I flytningsfeltet (2.1)

uz(2,9,2) = we () + zay(z) — ya.(z)
uy(2,y,2) = wy(@) (5.1)

u(z,y,z) = w.(z)

indgar flytningsstgrrelserne w,, wy, w,, ay og a.. Af flytningerne afledes tgjningerne

Coz =€+ 2Ky — YK, , Eyy =€, =0 (5.2)
hvor

e =dw,/dz

Ky = day/dx (5.3)

Ky = da,/dz

som sammen med den konstitutive ligning for et elastisk materiale

Ore = Beyy (5.4)

giver bjalkens konstitutive ligninger

e=N/EA
Ky = My/EI, (5.5)
k. =M./EI.,

som sammen med randbetingelserne bestemmer flytningsstgrrelserne w,, ay og a. ud-
trykt ved snitkreefterne N, My og M..

Til bestemmelse af flytningerne w, og w. har vi i forbindelse med tveersnitshvaelvningen

benyttet (4.48)

dw./dx 4+ ay =0

(5.6)
dwy/dz —a. =0

og hermed er alle flytningsstgrrelserne w,,wy,w.,a, samt «a. og dermed flytningerne
Ug, Uy 0 u, udtrykt ved snitkreefterne N, M, og M..

Forskydningskrefterne ), og Q. indgar overhovedet ikke, og man finder da ogsa

Eyz = Epy = Exy =0 (5.7)



med de ovenfor gjorte antagelser. Undervejs har vi ganske vist haft forskydningsde-
formationer og forskydningskreefter inde i billedet for at kunne foretage korrektioner,
men det har hver gang vist sig at fgre til nye modsigelser. Fgrste gang var i forbindelse
med den konstitutive ligning (4.40), 6, = Eec,, som kunne bringes til at passe pa
bekostning af nogle randbetingelser. Naeste gang var i forbindelse med tveersnitshvaelv-
ningen, hvor indfgrelse i (4.47) af det ekstra led [2e,,ds i udtrykket for u, medfgrer,
at leengdetgjningen €., bliver

€ze =€+ 26y — YK, + /((de/dx)/Gt)ds (5.8)

hvilket igen medfgrer, at man ikke leengere finder relationerne (5.5).

Det skal bemarkes, at for @, og Q. konstante, dvs. ¢, = ¢, = 0, bliver dH,/dz = 0,
og de konstitutive ligninger (5.5) geelder. Det er dog kun for @, = Q. = 0, at der er
tale om en eksakt lgsning.

En formelt eksakt lgsning far man ved at forlade forudseaetningen om, at bjaelkematerialet er lineser-
elastisk med de konstitutive ligninger (4.37 a og b), og i stedet betragte bjeelkematerialet som et
linezerelastisk materiale med indre deformationsbindinger.

Med udgangspunkt i Greens antagelse om eksistensen af en tgjningsenergifunktion W(eze, eyy, €22, €4z, 22, cay)
har man, at speendingerne bestemmes som afledede af tgjningsenergifunktionen, dvs.

Oae = 0OW/0ery
oyy = 00W/0zyy
0ar = 0OW/Oe..
oy = 0OW [0ey. (59)
Oz0 = QOW/0e:0
Oy = 0OW/Begy
For et isotropt, linezerelastisk materiale fgrer funktionen
= (= )2 <2y + <L) + 2leaatyy + oyyess + Esstan)
21 +v)(1—2v (5.10)

+ (1 -2w)(e2, +e2, +¢2,))

oW

til de konstitutive ligninger (4.37 b). I (5.9) er ¢ masseteetheden, som for infinitesimale tgjninger er
konstant ¢ = g,, masseteetheden i udeformeret tilstand. For isotrope materialer er z,y, z-systemets
orientering i forhold til materialet uden betydning. W repraesenterer arbejdet pr. masseenhed ved en
deformation.

I et materiale med indre deformationsbindinger kan deformationerne ikke forega frit, idet man har en
eller flere sidebetingelser udtrykt som

Jo €z .Cay) =0 (5.11)

hvor a = 0,1, 2..., dog hgjst lig 6. I et materiale med bindinger bestemmes spaendingerne ved funktionen

F=W+Xaga (5.12)



hvor A, er Lagrangefaktorer. Man far

o = OF[Oep; = (9W/65kz + Ao Oga Ok
(5.13)
kil=ay,z

Ofte betegnes A, dga /Oc); som reaktionsspeendinger (reaktioner pa bindingerne), og W /e kaldes
ekstraspzendinger.
Har man f.eks. et materiale armeret med ustraekkelige fibre i z-retningen, er

9= con =0 (5.14)

og
F = W(esa,eyy, 22,620, €ay) + teoa (5.15)

Hermed bliver

Ope =t (5.16)

hvor ¢ er et ubestemt track. De gvrige spzendinger bestemmes ved

o1 = OW/0ey, (5.17)
Det ubestemte traek ¢ ma f.eks. bestemmes ved randbetingelser eller ligeveegtsligninger. Nar der er tale
om et usammentrykkeligt elastisk materiale, er

g=¢€oxteyy +2:2=0 (5.18)

og
F=W —p(ezs + eyy +€22) (5.19)

hvor W er en funktion af alle 6 tgjningskomposanter.

Normalspzendingerne o3, 0yy 0g 0., er bestemt pa neer et hydrostatisk tryk p i dette tilfaelde.

Materialer med indre bindinger vil ofte veere anisotrope. Materialet beskrevet ved (5.19) og W givet
ved (5.10) vil dog veere isotropt, men materialet beskrevet ved (5.15) og W givet ved (5.10) vil udvise
anisotropi, sakaldt transvers isotropi.

Af flytningsfeltet (5.1) far man tgjningerne (5.2)

Cox =E+ 2Ky — YKy, Eyy =€, =0 (5.20)
og

€yz =0

262, = dw. /dx + oy (5.21)

264y = dwy/dr — a;

Flytningerne wy, og w. kan bestemmes af (5.21 b og ¢), nar €., og €4y er bestemt som
funktioner af « alene. Seettes €., og £,y begge lig med nul som i (4.45), taler man om
Bernoullibjeelker. Man kan dog ogsa seette €., proportional med @, og e,y proportional
med @y, 1 hvilket tilfeelde man taler om Timoshenkobjeelker.



6. FRI VRIDNING

I afsnit 4.1 fandt vi i forbindelse med figur 4.5, at angrebslinien for resultanten af de
forskydningsspaendinger, som bestemmes af Grashofs formel (4.12), gar gennem for-
skydningscentret F. Kun i specielle tilfeelde vil resultanten af belastning og reaktioner
imidlertid ga gennem forskydningscentret, og der vil derfor optraede vridning foruden
bgjning og forskydning i tveersnittet.

Betragtningerne i afsnit 4.1.2 antyder, at forskydningsspaendinger fremkalder tvaersnits-
hvelvning, og i et tveersnit pavirket til ren vridning vil vi antage, at flytningsfeltet er
givet ved

uy, = P(y, 2)d0/dzx
Uy = —(2 — 20)8(x) (6.1)
u: = (y — yo)0()

hvor 6(x) kaldes vridningsvinklen og ¥ (y, z) hvelvningsfunktionen. Tvaersnittet hveelver
sig samtidig med, at det drejer sig som en i y, z-planen stiv figur. Drejningen foregar
om en indtil videre ubestemt z'-akse gennem y, z = y,, 2o.

Tgjningerne hgrende til flytningsfeltet (6.1) er

oz = Ouz [0z = d*6/dx?

eyy = Ouy /Oy =0

€rp = 0u,[/02=10

26y, = Ouy 0z + Ou,. /Oy =—0+60=0

26, = Ou,[/0x 4 Ouy [0z = (y — yo + O/ 02)db/dx
26,y = Ouy /Oy + Ouy [0z = (O /Dy — 2 + 2,)d0/dx

(6.2)

og der forekommer i almindelighed savel normalspaendinger o, som forskydningsspzen-
dinger 0., og 0gy. Nar hvaelvningen ¢ kan forega frit, dvs. uden at fremkalde normal-
tgjninger €,, og dertil hgrende normalspeendinger o,,, taler man om fri vridning, ellers
om bunden vridning. Fgrst behandles tilfzeldet fri vridning.

6.1 Massive tveaersnit

Normalspeendingerne o, er i henhold til de konstitutive ligninger (4.37 b) nul for

Eoz = Eyy = €2, =0 (6.3)

og 1 henhold til tgjnings-flytningsrelationerne (6.2) ma vi derfor kreeve, at vridnings-
vinklen pr. laengdeenhed df/dz er konstant, for at der kan veere tale om fri vridning,.



Med

Ope =0yy =0,, =0

0y =2Gey. =0

(6.4)
0.0 =2Ge., = G(y — yo + O /02)d0/dx
Oy =2Gegy = G(OY /0y — z + 2,)d0/dx
er det kun ligevaegtsligningerne (4.35 a)
004y /0y + 00.p /02 =0 (6.5)

der ikke er opfyldt for en bjzelke uden massekreefter, ob = 0. (Massekrzefter giver
normalt kun anledning til bgjning og forskydning). Indseettes (6.4) i (6.5), fas

0% [0y + 0%4p)02* =0 (6.6)

dvs. hvaelvningsfunktionen ¢ er en harmonisk funktion, som foruden (6.6) skal tilfreds-
stille randbetingelserne.

Problemstillingen bliver imidlertid lidt mere overskuelig, hvis vi for en tid forlader
hveelvningsfunktionen og i stedet betragter ligeveegtsligningen (6.5). Indfgres
Prandtls spendingsfunktion S(y,z) ved

Oy = 05/0z , 0., =—05/0y (6.7)

er (6.5) identisk opfyldt, og benyttes (6.4), fas

825/92* = G(9%/0y0z — 1)d8/dx

6.8
0%S/0y* = —G(0*¢/Byd=z + 1)db/dx (65)

og hermed
925/0y* + 025/0z* = —2Gdf/ dx (6.9)

Poissons ligning (6.9) er tilsyneladende lidt mere besvaerlig end Laplaces ligning (6.6),
men randbetingelserne udtrykt ved spaendingsfunktionen S er veesentlig simplere end
randbetingelserne udtrykt ved hveaelvningsfunktionen .

Pa tveersnittets rand, se figur 6.1, har normalen n koordinaterne

Ny, Ny, = 0,dz/ds, —dy/ds (6.10)



Figur 6.1
og randspendingerne pa den ubelastede rand bliver
Op = NzOgz +NyOgy +N:0:2 =
0+ (dz/ds)(0S/0z) + (—dy/ds)(—0S/dy)
=05/0s=0 (6.11)
Oy = NgOgy +NyOyy +n.0y. =0
Oy =Ny0.4 +Nyoy. +n.0.. =0
Speendingsfunktionen S(y, z) er altsa konstant langs randen, hvilket er i overensstem-

melse med, at forskydningsspeendingen skal veere parallel med randen, nar denne er
ubelastet.

For et plant vektorfelt vy, v, gelder divergensseetningen pa formen

/ (Bvy /By + v, /02)dA = f (v, dz — v,dy) (6.12)
A

hvor ¢ er kurveintegralet langs tveersnittets kontur. Vi har saledes

Q, = /AazydA = /A(aS/az)dA = —dey =0 o

Q.= / 0.pdA = /(—05/0y)dA =] —dez =0
A A
da S er konstant pa randen. Yderligere fas det vridende moment

M, = / (022y — Ouyz)dA = — / (y0S/0y + 205/0z)dA
A

A



/ ((S = 0(Sy)/y) + (S — 8(52)/9z))dA

A

:/SdA—fSydz+/SdA—szdy
A A

=9 /A SdA (6.14)

da fSydz . Sfynyds =0
szdy = —sznzds =0

og S szettes lig nul pa randen.

(6.15)

Bemeerk, at 0., og 0.y giver lige store bidrag til det vridende moment.

Det bemaeerkes, at anvendelsen af Prandtls speendingsfunktion med randbetingelsen S lig med en kon-
stant langs randen geaelder for ethvert bjeelkemateriale og ikke er begraenset til elastiske materialer
(jeevnfgr Airys speendingsfunktion).

Med speendingsfunktionen S bestemt, sa den opfylder Poissons ligning (6.9) og randbe-
tingelsen (6.11), kan hveelvningsfunktionen ¢ bestemmes ved hjelp af (6.4) og (6.7)

/Oy = (05/02)/(Gdb/dz) 4+ z — z,

(6.16)
O /0z = —(05/0y)/(Gd/dx) —y + y,

idet dog beliggenheden af y,, 2, er ubestemt.

Eksempel 6.1

En massiv, homogen og isotrop bjeelke med ellipseformet tveersnit pavirkes pa endefladerne af vridende
momenter M. En ellipse med hovedakserne 2a og 2b har ligningen

y/a® +z/b* —1=0 (a)

jeevnfgr figur 6.2.

Figur 6.2



Geettes pa speendingsfunktionen

S =m(y*/a® + 22 /* = 1)

som er konstant lig nul pa randen, har man

3*S/0y* +9°/92* = 2m(1/a® + 1/%)

der er konstant og kan seettes lig med —2Gd6/dz, hvilket bestemmer m til
m = —Ga’b*(d8/dx)/(a* + %)

Herefter bliver i henhold til (6.14)
M, = 2/ SdA = —2Ga2b2(d9/d:c)(/ y?/a + 22 /0 —1)/(a® + %)
A A
= —2Ga*b?*(db/dz)(I.. [a® + I, /b* — A)/(a® + b?)
= —2Ga’b?*(df/dz)mab(1/4 + 1/4 — 1)/(a* + b?)
= Gra®b*(df/dz)/(a* + b*)

(e)

som giver sammenhaengen mellem det vridende moment M, og vridningsvinklen pr.

leengdeenhed df/dx.
Forskydningsspeendingerne bestemmes ved hjalp af (6.7) og bliver
04y = 05/0z = —2Ga*(df/dz)z/(a* + b%)
= —2M,z/(mab®)
0.e = —05/0y = 2Gb*(db/dz)y/(a* + b*)
= 2M,y/(xa’b)

Variationen af 0., med z og 0., med y er lineser, og den er vist i figur 6.3.

Oxzmax = ZMX/(TCGZb)

Oxy = -2My2/ (nab®)

Oxymax = 2Mx/(niab?)

Figur 6.3

Oxz = 2Myy/(na’b)

(®)



Det fremgar, at den stgrste forskydningsspeending optreaeder for enden af den mindste
storakse.

Af (6.16) fas
O[O0y = —2a%z/(a> +*) 4+ 2z — 2, = (b% — a*)z/(a® + b?) — 2,
)0z = —20y/(a® + %) —y + yo = (b° — a®)y/(a® + V%) + yo

og dermed
b2 _ CL2
Y= Pl L A 2 (h)

hvor konstanterne y, og z, atheenger af understgtningsbetingelserne. Flytningerne er
nu bestemt ved (6.1)

uy = df/dx
Uy = (= )6 (i)
uz = (y —yo)0

hvor drejningsvinklen ved hjalp af (e) kan udtrykkes ved det vridende moment

6 = M,z(a* + b)) (Gra®b®) i)

Eksempel 6.2

Nar storakserne i en ellipse er lige store « = b = R, har man et cirkuleert tveersnit og dermed bliver

S = —%G(y2 4+ 22 - Rz)d{?/dw = —%G(rz — Rz)dﬁ/dz (a)
My = %Gﬂ-R‘* df/dx (b)

og den resulterende forskydningsspaending, se figur 6.4, bliver

Figur 6.4



Opo = 02z COSH — 0y sind
= 2M(ycosf + zsinf)/TR*

= 2M,r/mR* (c)

med retning vinkelret pa radiusvektor. Endelig finder man for et cirkuleert tveersnit, at hveelvningen
er nul, tveersnittet forbliver plant.

I lighed med de konstitutive ligninger M, = El,yx, = El,ydoy/dx og M, = EI..k. =
EI..da,/dz skriver man ofte

M, = GI,d8/dx (6.17)

hvor I, er inertimomentet for vridning. For en ellipse har man

I, = 7ra3()3/(a2 + bz) (6.18)
og for en cirkel er

I, = %m‘l (6.19)

hvilket er det poleere inertimoment
Ty = / r2dA = / (V*+2)dA=1.. + I, (6.20)
A A

Vinkeldrejningen € kan nu udtrykkes ved

9 = 2M,/GI, + 6, (6.21)

hvor 6, er vinkeldrejningen for @ = 0.

Den her angivne fremgangsmade fgrer saledes til en eksakt lgsning for et bjeelkestykke
belastet alene med vridende momenter M, pa endefladerne.

6.2 Bj=zlketveersnit med huller

For en bjeelke med massivt tveersnit er de bestemmende ligninger Poissons ligning (6.9)
med randbetingelsen (6.11), som udtrykker, at spzendingsfunktionen er konstant langs
tveersnittets rand, som forudseettes ubelastet. I et bjeelketveersnit med huller, se figur
6.5, er der flere rande, og langs hver hulrand skal speendingsfunktionen antage en
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Figur 6.5

konstant veerdi ligesom langs den ydre rand. Mens betingelsen
O(OY[0x) /0y = O(Oy/Dy)/dx (6.22)

for et enkeltsammenhaengende omrade sikrer entydige flytninger u,, ma man for hvert
hul kraeve

){ (0 /Dy)dy + (94 9z)dz = 0 (6.26)

for multisammenhangende omrade som det, her er tale om.

Ved integration om det k’te hul finder man ifplge (6.16)

0= f(aS/az + (2 — 2,)GdO/dz)dy — (0S/0y + (y — yo)Gdb/dx)d= (6.27)

eller

f(aS/az)dy —(08/0y)dz = —(Gdb/dz) %(z — zo)dy — (y — Yo )d= (6.28)

Integralet pa hgjresiden af (6.28) er to gange arealet af det k’te hul med modsat fortegn,
og integralet pa venstresiden er ¢(95/dn)ds, s& for hvert hul fair man

}{ (8S/0n)ds = 2G Axd6)/dx (6.29)

For et tveersnit med et enkelt hul bliver forholdene som vist i figur 6.6, hvor speendings-
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funktionens veerdi langs hulranden er kaldt S,, mens veerdien langs den ydre rand her
og i det fglgende er nul.

- S—

Figur 6.6

Nar tveersnittet er et tyndveegget ror, se figur 6.7, bliver haeldningen af speendingsfunk-
tionsfladen med god tilnaermelse

dS/dn = S,/t(s) = —04s (6.30)



S.ds

Figur 6.7

Hermed bliver S, den forskydende kraft pr. leengdeenhed, og man finder det vridende
moment

M, = fsords =25,4, (6.31)

hvor A, er hulrumsarealet. Bemaerk, at (6.31) er i overensstemmelse med (6.14). Man

har
Ops = My /24,1 (6.32)

jeevnt fordelt over veegtykkelsen.



Vridningsvinklen pr. leengdeenhed bestemmes ved hjeelp af (6.29), som med (6.30)

bliver

So?{ds/t =2GA,df/dx

og med (6.31)
db/dz = (A/Izj{ds/t)/(élGAg)

Hermed bliver inertimomentet for vridning bestemt efter (6.17)
I, = M,/(GdF/dz) = 4Ag/fds/t

Stgrrelsen 39 ds/t kaldes rgromkredsens transformerede leengde.

Eksempel 6.3

Et tyndfliget, rektanguleert tvaersnit, som vist i figur 6.8, har hulrumsarealet

Figur 6.8

A, = bh

og dermed

Mgy = 2S,bh

De stgrste forskydningsspaendinger optraeder i den tyndeste veaeg og bliver

Oxrs = So/tmin = M:E/(2bhtmm)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(b)

(c)

Inertimomentet for vridning bestemmes af (6.35) og bliver for et tveersnit med lige tykke vaegge

I, = 2b°h%t/(b+ h)

(d)

Nar tveersnittet er et flercellet rgr med tynde vaegge, se figur 6.9, bestemmes veerdien af
spaendingsfunktionen for hver celle ved at opstille (6.29) for hver celle. Disse ligninger
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Figur 6.9

far formen

E/ (Sk — Sl)ds/ikl = 2GAkd9/dx (6.36)
kl

hvor |, 1 Petyder integralet langs den feelles veeg mellem cellerne k og I, tx; er tykkelsen
af denne veeg, og Ay er arealet af celle k. Ved lgsning af dette ligningssystem findes
Si’erne udtrykt ved vridningsvinklen pr. leengdeenhed df/dz. Sammenhaengen mellem
det vridende moment M, og vridningsvinklen pr. leengdeenhed df/dz bestemmes ved

(6.14)

M, = 2/ SdA =2 SiAx (6.37)
A



Forskydningsspeendingerne o,y og 045 1 veeggen mellem cellerne k og [, se figur 6.10,
bestemmes ved

Sk

n
Figur 6.10
Opn = 05/0s =0
(6.38)
Ops = —8S/Bn = (Sz — Sk)/tkl
Eksempel 6.4
For det i figur 6.11 viste tveersnit med konstant vaegtykkelse ¢ bliver ligningssystemet (6.36)
S5=0
51 52 B
a 2a
Figur 6.11
(3(S1 — 0)a + (S1 — Sa)a/t = (451 — So)a/t = 2Ga®db/dx @
a
(3(S2 — 0)a + (S2 — S1)a/t = (453 — S1)a/t = 2G2a*d6 /dx
med lgsningen
S1 = 16Gat(df/dxz)/23
(b)

So = 18Gat(df/dx)/23



Med
M, = 2/ SdA = 2(S1d® + Saa?) = 2(16 + 36)Ga®t(df /dx) /23
A
= 104Ga®t(df /dz) /23 = GI,df/dx (c)

fas
S1 = 8M,/(524%)
Sy = 9M,/(52a%) (d)

I, =104a%t/23

6.3 Membrananalogien

For et massivt tvaersnit, hvis kontur er beskrevet ved f(y,z) = 0, geettede vi i eksem-
pel 6.1 pa, at speendingsfunktionen er S = mf(y,z), hvor m er en konstant. Frem-
gangsmaden kunne benyttes, da 925/9y* og 9>5/92? begge er konstante i eksemplet.
Foruden det elliptiske tveersnit kan ogsa et tveersnit med form som en ligesidet trekant
behandles pa denne made, men nar det drejer sig om for eksempel et rektangulaert tvaers-
nit, dur fremgangsmaden ikke. Forskydningsspeendingernei et bjeelketveersnit med form
som et langt, smalt rektangel kan dog bestemmes ved hjelp af membrananalogien.

For en flad membran af et materiale, som ikke kan overfgre forskydningsspeendinger, for
eksempel en sebehinde, udspaendt over et hul i en plan flade og pavirket af et overtryk

Figur 6.12 w
p, se figur 6.12, er udbgjningen w(y, z) bestemt ved

0w /0y? 4+ ?wd2? = —p/n (6.39)



hvor n er det konstante traek pr. leengdeenhed i membranen. (6.39) er analog til
Poissons ligning. (6.9) og randbetingelsen w = 0 er analog til (6.11), 35/0s = 0. Ogsa

membrananalogien skyldes Prandtl.

For et langt, smalt rektangel med leengde [ og tykkelse ¢, hvor t/1 << [, se figur 6.13,

[ A
[ I
T Y
| I
f f
Figur 6.13
hvor ogsa det anvendte koordinatsystem er vist, har man Ow/9z = 0 og dermed
825/02* =0, s&
0*S/0y* = —2Gdb/dx (6.40)
med lgsningen
S = —Gy?df/dx + f(2)y + g(2) (6.41)

idet vi indtil videre ser bort fra de specielle forhold ved tveaersnittets ender. Funktionerne
f og g bestemmes ved randbetingelserne

S=0 for y==4t/2 (6.42)
og vi finder

S = —G(y* —t*/4)df/dzx (6.43)
og

M, = 2/ SdA =2-2tG*1(df/dx) /4 - 3 = Gt*1(dF/dx)/3 (6.44)

A

dvs.

I, =t%1/3 (6.45)

Forskydningsspaendingerne bliver
0.e = —05/0y = 2Gydf/dx = 6 M, y/(t3)

(6.46)
oy = 0S/0z =0

0, varierer linezert over tykkelsen som vist i figur 6.14.



Oamax = IM/(H21) = G+de/dx

1/2

1/2

4
Figur 6.14

Forskydningsspeendingerne o, er nul i det meste af tversnittet. At der optreeder for-
skydningsspeendinger o, som er forskellige fra nul for enden af tversnittet, fremgar
blandt andet deraf, at bidraget til det vridende moment fra o, er

z%a”,mx(t/z)zt/:ﬁ, _ M, )2 (6.47)

I overensstemmelse med bemeerkningerne i forbindelse med (6.14) giver 0., og 04y lige
store bidrag til det vridende moment. Da vi saledes har

M, /2 = 0pymaxd -1 (6.48)

hvor A er et areal ~ t2/4, og | er momentarmen, fas

Tapaman = 2D (6.49)

som er af samme stgrrelsesorden som 0. max-

Mere generelt har man for et abent, tyndfliget tveersnit som vist i figur 6.15

Figur 6.15



_ 3xs
I,,—/At(b)d/?)

Ozsmax — Mzt(s)/-[v

hvor s er en bueparameter langs tveersnittets kontur, og t(s) er den eventuelt svagt
varierende fligtykkelse. Stgrste speending optraeder i den tykkeste flig.

De inertimomenter for vridning, som angives i profiltabellerne for valsede stalprofiler, afviger lidt fra
dem, der udregnes efter (6.50) pa grund af diverse afrundinger ved hjgrner og lignende.

Med hensyn til hveelvningsfunktionens variation langs tveersnittets midterlinie henvises
til afsnittet om bunden vridning.

Eksempel 6.5

Det i figur 6.16 viste opslidsede tvaersnit har inertimomentet for vridning

Fligtykkelse t << a
2a

Figur 6.16

I, = 8at®/3 (a)

og den maksimale forskydningsspaending bliver

Oxs,max — 3M:z'/((“2) (b)

Fra eksempel 6.3 finder vi for det tilsvarende lukkede tveersnit

I, = 8a%t (c)

og

Ogs,max = sz/(gazt) (d)

Forholdet mellem stivhederne er

[v,lukket /Iv,&ben = 3(a/t)2 (e)
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som for a/t = 10 er 300. Tilsvarende er forholdet mellem de maksimale forskydningsspaendinger

Ogs,lukket /Uzs,iben = t/24a (f)

Da man har

M, =2 / SdA = GI,d8/dx (6.51)
A

og da drejningsvinklen 6 er forudsat at veere den samme for alle punkter i et tveersnit,
kan man skrive

L= 2/ SdAJ(Gd8/dz)
A

= 2(/A SdA/Gy +/A SdA/Gy)/(db/dx) = I + L (6.52)

hvor delarealerne A; og As for eksempel kan veere det i figur 6.17 viste flercellede rgr

Figur 6.17

og de udragende flige.

Eksempel 6.6

Figur 6.18



Tveersnittet i figur 6.18 har vandrette flige med tykkelsen 2¢ og lodrette med tykkelsen ¢, hvor ¢ << a.

Inertimomentet for vridning er for den lukkede del af tvaersnittet
I, = 4A§/%ds/t(s) = 4(2a%)%/(2 - 2a/2t + 2a/t) = 4a>t
og for de udragende flige
I = Zt3l/3 = (2t)°2a/3 = 16at® /3

Hermed bliver

I, = I, + 1, 5 = 4a®t(1 + 4t /(3a?)) = 44%t

og

My = Mm,l + Mz,& =2S,A, + GIv,adQ/d:E

For den lukkede del af tveersnittet har man sdledes

My = MoI, /T, = Mo /(1 + 4t /(34?)) = 25,24d°

dvs.

Sg = M, /4a®

og

Ogs,max — Sc,'/t =] Mx/4a2t

For de udragende flige er

My i = Mol 5 /Ty = Mp16t% /(3 - 4a®) = Mo4t? /3a®

og

Oos,max = Gt(s)d8/de = Myt(s)/I, = My2t/(4a®t) = My /(24°)

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

®)

(8)

(h)

@)



7. BUNDEN VRIDNING

I begyndelsen af afsnit 6.1 fandt vi, at normalspaendingerne o,, og lengdetgjningerne
ez 1 en bjeelke pavirket til ren vridning er nul, nar vridningsvinklen pr. lengdeen-
hed, df/dxz, er konstant. Flytningerne i bjelkeaksens retning, u, = ¢(y,z)df/dz, er
altsa de samme for alle tvaersnit. Yderligere fandt vi, se (6.17), at vridningsvinklen
pr. leengdeenhed er proportional med det vridende moment M,, som derfor ogsa skal
vaere konstant pa den betragtede bjelkestraekning. Nar det vridende moment ikke er
konstant, eller nar hvelvningen pa grund af understgtningsforhold eller lignende ikke
kan forega frit, taler man om bunden vridning.

Flytningsfeltet (6.1)
e = P(y, 2)d0/da
uy = —(z — 2,)8(x) (7.1)
us = (y = ¥o)0(w)

giver de tilhgrende tgjninger

exp = d20/dz?

Eyy = €22 =6y, =0

(7.2)
2¢.0 = (y — Yo + OY/02)d0/dx
264y = (00 /0y — z + 2,)db/dx
Med de konstitutive ligninger
Ozz = Eea:z
oyy = Eeyy
Orz = Eszz
(7.3)
0y, =2Gey.
Tzx = 2G€zz
Oy = 2Gegy
jeevnfor afsnit 4.1.3, bliver spezendingerne
Ope = Epd?0/da*
Oyy = Oz = 0y, =0
Y y (7.4)

022 = Gy — yo + 0 /02)db/dx
Ozy = G(OY /0y — z + z,)d/dx



og ligevaegtsligningerne (4.35)
Expd®0/da® + G(0* ) 0y* + 0%+ /02*)d8/dx = 0

G(0Y /0y — z + 2,)d*8/dz* =0 (7.5)
G(y — yo + O /02)d*8/da* = 0

som ikke har simple, konsistente lgsninger.

Vi vil derfor indskrzenke os til at betragte abne, tyndfligede tveersnit, se figur 7.1, og

@)
O

Y

Figur 7.1

antage, at forskydningsspaendingerne i fligen er sammensat af to bidrag. Det ene bidrag
er bestemt i afsnit 6.3 og betegnes o2, hvor S refererer til Saint-Venant, som angav
lgsningen til problemet fri vridning i 1855. Det andet bidrag betegnes o og kaldes

hvelvningsforskydningsspendingerne. De to bidrag er vist i figur 7.2.

P ) ALAT :

\

Oxs Oxs Oxs

Figur 7.2



Nar tveersnittet drejes som en stiv figur, kan man skrive flytningen ug i fligens tangent-

retning

us = Or(s)

Figur 7.3

(7.6)

hvor r(s) er afstanden fra omdrejningsaksen gennem y,, z, til tangenten til fligen i det

betragtede punkt P. Hermed bliver tgjningen e, bestemt ved

2eys = Oy [0s + Ous/Ox = Ouy /Os + rdf/dx

Denne tgjning regnes som i afsnit 4.1.2 lig med nul, og man har

Oug/0s = —rdf/dx

Saettes nu

r(s) = dw/ds

hvor w(s) er den i afsnit 4.1.1 indfprte sektorkoordinat, far man

Ouy dw db

9s  dsdx
med lgsningen

Uy, = —wdf/dz + f(z)

Laengdetgjningen e,, bliver nu

Epgp = Ouy [0z = —o.zdzﬁ/d;tt2 + f'(z)

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)



H

og hvelvningsnormalspendingen o,

ol = Eepp = BE(—wd?/dz® + f'(z)) (7.13)
Funktionen f(z) bestemmes ved at kreeve normalkraften N lig med nul

= UH = _UJZ .1,‘2 I:E
N_/A”dA E/A( 26/da* + f'(z))dA

— B(f'(2)A — (d26/dz?) /A wdA) =0 (7.14)

Vi velger lgsningen
flz) =0

8 (7.15)
/ wpdA =0
A

hvor wy,(s) kaldes den normaliserede sektorkoordinat, som er en lgsning til (7.9).

Som neevnt i afsnit 4.1.1 optreeder der ved bestemmelse af sektorkoordinaten w(s) en konstant. I afsnit
4.1.1 er veerdien af konstanten uden betydning, men her skal den nu bestemmes, sa (7.15 b) er opfyldt.

Flytningen i bjelkeaksens retning er nu u, = —wy(s)df/dz, og sammenholdes med
(7.1) har man, at den normaliserede sektorkoordinat er lig med hveelvningsfunktionen
i fligens midterlinie med modsat fortegn. Hveelvningsfunktionen uden for midterlinien
kan bestemmes ved hjelp af €,, = 0.

Ogsa de bgjende momenter M, og M. skal veere nul, nar pavirkningen er ren vridning,

dvs.

M, = / ol 2dA = —E(dZG/dmz)/ wnzdA = —E(d*0/dz*)I,. =0
4 4 (7.16)

M, = / ol ydA = —E(d29/dx2)/ wnydA = —E(d*8/dz*)L,,, =0
A A

hvoraf det fremgar, at sektorcentrifugalmomenterne I, og I, skal veere nul. Det blev i
afsnit 4.1.1 vist, at sektorcentrifugalmomenterne med hensyn til forskydningscentret er
nul, og man kan derfor konkludere, at omdrejningsaksen gar gennem forskydningscentret

F, dvs.

Yo,20 = YF,ZF (717)

hvor forskydningscentrets koordinater kan bestemmes ved hjzlp af (4.33)

Yyp = Iwz/Iyy (7 18)
ZF = — wy/Izz



I(7.18) er I, og L., sektorcentrifugalmomenter med hensyn til tyngdepunktet G, mens
wy, er den normaliserede sektorkoordinat med hensyn til forskydningscentret.

Da vi regner tgjningen ¢, lig nul, kan hvaelvningsforskydningsspaendingen ikke bestem-
mes ved den konstitutive ligning o,s = 2Ge,s. 1 stedet benyttes ligeveegtsligningen
(4.23)

OH,/ds = —tdo k. |9z (7.19)

som sammen med

= —FEw,d*§/ds* (7.20)

giver

0H,/0s = Bw,td*0/dz* (7.21)

til bestemmelse af den forskydende kraft pr. lengdeenhed H,. Endelig bestemmes
forskydningsspaendingerne ved

=H,/t (7.22)

Med H, bestemt ved hjeelp af (7.21) og randbetingelserne H, = 0 ved det abne tvaersnits
ender, da vi forudseetter ¢, = 0, jeevnfgr (4.29), har vi

Q= [ Ha(dyfasyis = 13 / (O, /0s)yds =
= —E(d39/d:1:3)/ wpytds = —E(d?’ﬂ/dm‘g)l’wy =0
A
Q
Q.= /AHz(dz/ds)ds = [sz]g —/ (aHI/as)zds =

P (7.23)
= —E(d36/d:c3)/ wnetds = —E(d*0/dz*)I,,. =0
A

_ /A Hords = /A Hy(do/ds)ds = [Hyw] S — /P ® (OH 05 uomds =

—E(d39/dx3)/ w2tds = —EI,d*8/dz*
A

hvor vi har indfgrt sektorinertimomentet I, ved

Q
I, = / WA = / wltds (7.24)
A P



I en bjeelke med abent, tyndfliget tveersnit og pavirket til ren vridning er saledes
N:My:Mz:Qy:QZ:O

(7.25)
M, = M2 + M = GI,d8/dz — EI,d*0/ds®

hvor

Iy= / t3ds/3 (7.26)
A
Nar det vridende moment M, er statisk bestemt, kan vridningsvinklen 6 bestemmes af
(7.25), som med
k*=GI,/EI, (7.27)

kan skrives

d*60/dx® — k*d6/dx + M,/EL, = 0 (7.28)

med den fuldstendige lgsning
0 = Cysinhka 4+ Cy cos hkx + Cs + G(z) (7.29)

hvor G(z) er en partikuleer lgsning til (7.28). For M, konstant er

G(z) = M,z /(GI,) (7.30)
Nar det vridende moment er statisk ubestemt, differentieres (7.28) med hensyn til z, og
man far

d*6/dz* — k*d*8/dx —m,/EI, =0 (7.31)

med den fuldsteendige lgsning
0 = Cysinhka 4+ Cy cos hkx + Csx + Cy + g(2) (7.32)

hvor g(z) er en partikuleer lgsning til (7.31). For m, konstant er
g(z) = —mxx2/(2GIv) (7.33)

Integrationskonstanterne Cq, Cs, C3 og C4 bestemmes ved hjelp af randbetingelser:

— Ved faste understgtninger og simple vridningsunderstgtninger er vridningsvinklen
=0

— Nar hveelvningen er hindret, er v, = —w,df/dz =0, dvs. df/dz =0
— Kan hveelvningen foregd frit, er o, = —Ew,d?*§/dz? = 0, dvs. d*6/dz* =0



— I angrebspunktet for et koncentreret vridende moment er

6, = 6, (a)
Upp = Uy p = (d8]dz), = (d6/da)s (b)
O = Ogoh = (20/dz? = (d*6/dz?), (c)

M, = M,., — M, = (GI,d8/dx — EId®/dz®),
—(GI,d6/dx — EI,d*0/dz®),
= EI((d*6/dx®), — (d°0/dz®),) (d)

— Ved en fri ende er M, = Mzs + MzH = GI,df/dx — EI,d*0/dz® = 0 og

ol = _EI,d*§/dz? = 0. Bemeerk, at det er summen M7 + M som er nul, mens

vi ikke kan forlange M2 og MH lig med nul hver for sig i denne teori.

Eksempel 7.1

Bjelken i figur 7.4 er indspzendt i den ene ende og pavirket af et vridende moment M, = M, i den
Mo

AN

—

Figur 7.4 X

anden ende. Randbetingelserne er # = 0 og w, = 0 i indspeendingen, og 0, = 0 i den fri ende. Bjalken
er statisk bestemt med M, = M, overalt.

Vridningsvinklen er

6 = Cy sinhkax + Cy cos hka + Cs3 + Moz /(G1y) (a)

med de afledede
df/dx = Ck cos hkx + Coksinhkz + M, /(G1y)
d*0/de? = C1k? sin hka + Cok? cos hka &
Randbetingelserne skrives
r=o0: 6=0=Cy+C3
z=o0: df/de=0=Cik+ M,/(GL,) ()
x=1: d*§/de® = 0 = (C} sin hkl + C cos hkl)k?

dvs.



C1 = —M,/(kGI,)
Cy = M, tan hkl/(kGI,)
C3 = — M, tan hkl/(kGI,)

og dermed
kGI,0/M, = —sin hkx + tan hkl(cos hkz — 1) + kx
(GI,df/dx)/M, = — cos hkx + tan hklsin hkx + 1
(G1,d%*0/da?)/(M,k) = — sin hkx + tan hkl cos hkz

(GI,d30/da®) /(Mo k?*) = — cos hka + tan hkl sin hka

Variationen med z af udtrykkene pa hgjresiderne af (e) er vist i figur 7.5.

_1 1 1 1 1 L 1 1 1 1

Figur 7.5

(d)

(e)

Yo

A}

Y2

Y3
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I figuren er

yo = kGI,0/M,

y1 = (GI,df/dz)/ M,

y2 = (Gl,d*0/dx?)/(Mok)
ys = (GL,d°0/da®) /M, k?)

Eksempel 7.2

En bjaelke er simpelt vridningsunderstgttet i begge ender og pavirket af et konstant moment pr. laeng-
deenhed m; = m,. Ved en simpel vridningsunderstgtning er drejning af tveersnittet hindret, § = 0,
mens tveersnittet frit kan hveelve sig, dvs. 0z = 0 og dermed d?6/dz? = 0.

Vridningsvinklen bliver

9 = Oy sin hka 4+ Cy cos hka + Cza + Cy — moa? /(2G 1) (a)

med de afledede
df/dx = Ckcos hkax + Coksin hkz + C3 — mox [(GI,)

(b)
d*0/dz® = C1 k? sin hka 4+ Cyk® cos hka — m, /(GI,)

og randbetingelserne

r=0: 0=0=Cy+C,4
x=0: d?0/de® = 0= Cok® — m,/(GI,)

) (c)
z=1: 0=0=Csinhkl + Cy cos hkl + C3l + Cy — mol* /(2G1,)

x=1: d*0/dz? = 0 = C1 k® sin hkl + C2k? cos hkl — m, /(GI,)

Hermed bliver integrationskonstanterne

C1 = mo(1 — cos hkl)/(k*GI, sin hkl)
Cy =m,/(k*GI,)

(d)
Cs = mol/(2G1,)

Cy = —mo/(K*GI)

dvs.
k2GI,0/mo = (1 — cos hkl) sin hkz/ sin hkl + cos hka + klkae/2 — 1 — k?2% /2
(kGI,df/dz)/mo = (1 — cos hkl) cos hka / sin hkl + sin hka + kl/2 — kz
(GI,d8? /de*)m, = (1 — cos hkl) sin hkx/ sin hkl + cos hka — 1 ©l

(GI,d8%/da® [(kmo) = (1 — cos hka/ sin hkl 4 sin hkz

Variationen med « af udtrykkene pa hgjresiderne af (e) er vist i figur 7.6. I figuren er



yo = k>GT,0/m,
y1 = (kGI,df/dz)/m,
yo = (GI,d*8/dz?)/m,

ys = (GI,d%0/dz>)/(km,)

Figur 7.6

Det vridende moment er

My = MZ + MP = GI,d0/dz — E1,d%0/de® = m,(1/2 — z)

jfr. figur 7.7



© mo|/2

Figur 7.7

Nar vridningsvinklen 8 og dens afledede er bestemt som funktioner af x, bestemmes

flytningerne u,, hvealvningsnormalspeendingerne o | hvaelvningsforskydningsspeendin-
H s

zs s

Tz

gerne oy, og den maksimale Saint-Venant forskydningsspeending oy, ved

ug(®,s) = —w,df/dx
ol (2,5) = —Ew,d?6/dz* (7.34)
crﬁ(x,s) =H,/t

hvor

0H,/0s = Ewntd30/dx3
0% (z,5) = Gtdf/dx

Variationen med bueparameteren s af disse stgrrelser er saledes bestemt ved wy,(s), t(s)
og [wntds. For dette integral indfgres betegnelsen det sektorstatiske moment S, som
altsa er defineret ved

dS, = wptds (7.35)

og opfylder samme rand- og forgreningsbetingelser som den forskydende kraft pr. leeng-
deenhed H,. Med indfgrelsen af det sektorstatiske moment er den forskydende kraft pr.
laengdeenhed

H, = ES,,d*0/dz? (7.36)



Eksempel 7.3

I-tveersnittet i figur 7.8 har bredden b, hgjden h = b, og fligtykkelsen er overalt . Tyngdepunktet G

C B A

Figur 7.8

ligger midt i kroppen. Buel@ngden regnes A-B-C, B-E og D-E-H. En sektorkoordinat med hensyn til
G bestemmes ved hjeelp af (7.9): dw = rds, hvor r,s er et hgjresystem. Beregningerne opstilles i et
skema.

T w
A Cy
b/2 b81/2+01
B b2/4+Cl
b/2 b51/2+C1
C b2/2+Cy
B b2/4+Cl
0 Cy=b2/4+C
E B2/4+Cy
D (&5
b/2 b83/2+03
E 52/4+C3:b2/4+01
b/2 b53/2+C3
H B2/24+C

Sektorkoordinatens variation med s er vist i figur 7.9 ligesom y-koordinatens og z-koordinatens.



b/2
b2/2+c1,\\c1 ﬁ( /2
b%/4+cy | © \(—: ° |b/2 2
®
[ ® @ Jb/2 e |P/2
o
<] \\‘bz/zm 5‘%1: b/2
b/2
® y z

Figur 7.9

Sektorcentrifugalmomenterne bestemmes af (4.31)

Iwy:/wytds s Koz :/wztds (a)
A A

og ved hjelp af integrationsformlerne i appendiks A finder vi

Ty =1o:=0 (b)

dvs. forskydningscentret F' falder sammen med tyngdepunktet G.

Den normaliserede sektorkoordinat med hensyn til forskydningscentret skal opfylde

/ wptds =0 (c)
A

sa vi seetter wy lig med den fundne sektorkoordinat og bestemmer C, sa betingelsen bliver opfyldt

/ wntds = 1(3C1b 4+ 263 /4 4+ b3 /4) = th(3C; + 3b%/4) =0 (d)
A

dvs.

CL=—b"/4 (e)

Den normaliserede sektorkoordinats variation med s er vist i figur 7.10.



Figur 7.10

Det sektorstatiske moment S, bestemmes ved

dS, = wntds

og bliver med w, = bs/2 — b?/4 i flangerne

Sw = (bs? /4 — b%s/4)t
Endelig udregnes sektorinertimomentet

Ty = / wltds = b3t/24
A

og inertimomentet for vridning

Ivz/t3d5/3:t3b
A

b3t/16

()



Eksempel 7.4

I eksempel 4.1 fandt vi forskydningscentrets beliggenhed for det i eksemplet betragtede U-profil, se
figur 7.11.

5a/8, ,
A C
B i
a
F z
ﬁé
a
D
C
d o*/4+C; 5a?/4+C;

, a ,

®

Figur 7.11

En sektorkoordinat med hensyn til F' bestemmes og den normaliserede sektorkoordinat w, bestemmes

T w
A Cy
a as1 +C1
B (12 -‘r Cl
—3a/8 —3a52/8+a2 +C
C CL2/4 -‘r C1
a as3 + a2/4 +C
D 5a” /4 4+ C
ved
/ wptds = t(4C a + 243 /2 + 3a® /4 4 3a® /4) = ta(4Cy +54%/2) =0 (a)
A
dvs.
C) = —5a%/8 (b)

Den normaliserede sektorkoordinats variation med s er vist i figur 7.12.



1285,/a%t

WOn
Figur 7.12
Det sektorstatiske moment S, bestemmes ved dS., = wptds og bliver
Sw = (as?/2 — 5a”s1 /8)t i overflangen
Sw = (—3as2/16 + 3a%s5/8 — a®/8)t i kroppen
Sw = (as/2 — 3a®s3/8 — a®/8)t i underflangen

Sektorinertimomentet bliver

I, = / Wltds = ta® (5% /8% + 3% /8% 4 3% /8%)2/3 = 448ta® /3 - 8% = Tta® /24
A
og inertimomentet for vridning

Iv:/tsds/3:4t3a/3
A

Resultanten af hveelvningsforskydningsspeendingerne ol = ES,d%0/dz? [t er

M = —BL,d%0/dz* , Q,=Q.=0

mens resultanten af hveelvningsnormalspeendingerne o2, = — Ew,d?*8/dz? er

N=M,=M. =0

(c)

(d)

(e)

(7.37)

(7.38)

Disse hveelvningsspeendinger er saledes fremkaldt af et vridende moment, men ogsa

andre pavirkninger kan fgre til normalspaendinger

ry = K(2)wn(s)

(7.39)



I figur 7.13 er vist nogle eksempler pa en indspaendt I-bjeelke, som i den fri ende er

Figur 7.13

pavirket af kraftsystemer, som medfgrer plan bgjning i flangerne og dermed normal-

speendinger givet ved (7.39).
Indfgres det sakaldte bimoment B ved

B:/ OpewndA
A

har man

B = —/EwialAdzé?/dx2 = —EI,d*0/ds*
nar pavirkningen er et vridende moment M. Hermed bliver
ol = Bu, /I,

og
M = —EBI,d*0/dx® = dB/dx

Nar flangerne pavirkes af et moment M som i figur 7.13a, er speendingerne

Orr = Mw, /(tb*/24) = Mbw, /L,

og bimomentet derfor

B = Mb

i dette tilfeelde, nar normalspaendingerne skal udregnes efter (7.42).

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)

(7.44)

(7.45)



8. VIRTUELT ARBEJDE

Vi betragter et bjeelkestykke med leengden . z,y, z-systemet er et hovedaksesystem
med z-aksen som bjzlkeakse. Bjeelkestykket pavirkes af belastningen ¢;,q,,q, og m;
(dvs. mjy = m! = 0), som tilfredsstiller ligeveegtsligningerne (1.1) ¢;, = —dN'/dz,q;, =
—dQ, /dz,q. = —dQ’ /dz,m, = —dM, [dz,Q’, = dM,/dz og Q) = —dM/dz. Sam-
tidig udsaettes bjeelkestykket for en flytningstilstand karakteriseret ved flytningsstgr-
relserne wj, wy,w}, 0", «; og of med tilhgrende bjelketgjninger e* = dwj/dz,x;, =
doyy [dx, k% = daiy/dx,2¢e;, = dwy [dr — o g 2%, = dw}/dx + a, se (2.3) og (5.21).
Bjaelkestykket med tilhgrende belastning er vist i figur 8.1.

Figur 8.1

De to systemer, belastning og snitkraefter pa den ene side, samt flytninger og tgjninger
pa den anden side, er sakaldte virtuelle storrelser dvs. teenkte stgrrelser, som er knyttet
til bjeelkestykket. De to systemer er uathaengige af hinanden, dvs. de er ikke forbundet
med nogen konstitutiv ligning.

Man definerer nu det wvirtuelle ydre arbejde W, som

l
W, = / (grwy + gywy + gw; + my0%)dz + [Nw; + Quw; + Qwi+
+ML0* + Mo} + Mo, (8.1)

Ved gentagen anvendelse af ligevaegtsligninger og tgjnings-flytningsrelationer finder man
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l
W, = / (—widN'/dx — w,dQ, /dx — w}dQ',/dx — 6*dM, [dz)dx

+[N"wk + Q;wy *+Q wk + MLO* + lelo‘; + Mzaz]f, =

l
= / (N'dw} /dx + Qydwy /dx + Q' dw} /dx + M, d6* /dz)dx
+[Mya;, + M.at] =

1
_ / (N'e* + Q' (265, +af) + QL(2eT, — af) + Md6* /dr)dx
HMya, + Ma7], =

l

1 _* 1 _* % i * * 1

= / (N'e* +2Qet, +2QLe", + MLdo* [dz — atdM! /da

—a;dM;/dﬂc)dx + ;a; + M;a*]f, =

z

y-zy z

l
_ / (N'e* +2Q1et, +2QLens + MLdS* /e + M + Mist)de  (82)

hvor man for det sidste led i (8.2) indfgrer betegnelsen det virtuelle indre arbejde W,
dvs.

2T

l
W, = / (N'e* +2Q1 %, +2Q\et, + MLdS* [de + M) + M.k?)dz (8.3)
(7]
Man har saledes den virtuelle arbejdsligning
W, =W; (8.4)

hvor W, og W; er bestemt ved (8.1) henholdsvis (8.3).

Betragtes i (8.3) de snitkreefter, som er resultanter af normalspaendingen o, , og benyttes
wkvivalensbetingelserne (1.2), far man

1 l
/(N'£*+ ;nZ—I—M;K'z)dx :/ dx/AU;z(e* —1—2.%; —yki)dA

_ / ol &t dv (8.5)
V=IA



Generelt finder man, stadigveek under forudseetning af infinitesimale tgjninger, at det
virtuelle indre arbejde kan udtrykkes som

Wi = / (0';:1521 + Uyy€;y + U;zsz) + 2(092522 + U,zrgzz + O.Iy&::y)dv (86)
14

Den virtuelle arbejdsligning kan blandt andet benyttes til at finde tilnsermede lgsninger
til forskellige problemer.

Eksempel 8.1

En bjaelke med rektanguleert tveersnit, se figur 8.2, pavirkes til fri vridning.

a
V4
a
Figur 8.2
Speendingsfunktionen,
5 =m(y’ —a®)(z* = b%) (a)
som er nul pa randen, er ikke den korrekte lgsning, da
925/0y* + 825/02% = 2m(y? — a® + 22 — b?) (b)

ikke er en konstant, som kan sattes lig med —2Gdf/dz. Udtrykket (a) kan imidlertid sammen med
den virtuelle arbejdsligning (8.4) benyttes til at finde en tilnzermet lgsning.

Til opstilling af den virtuelle arbejdsligning betragtes et bjeaelkestykke med laengden [, drejningen nul
for @ = 0 og drejningen 6* for @ = [.

Som virtuelle snitkraefter og spaendinger benyttes

M, =2 / S'dA (c)
A

ohy =08'/0z | o, =-08S"/0y (d)

hvor S’ er givet ved (a).



Som virtuelle flytninger og tgjninger benyttes en ubestemt drejningsvinkel #*, som antages at hgre

sammen med tgjningerne

23, =0, /G, 2%, = 0L, /G

*
€:vy

Af (c) fas

2m/ / (y* = b*) (2> = b*)dydz = 2m[y® )3 — a®y]* [2°/3 — b*2]%, = 2m164° 6% /9
—a J—=b

dvs.

m = 9M~ /32a%b3

mens (d) giver
0"” =2m(y® — a®)z
ol =—2m(z% - by

De virtuelle arbejder er (8.1) og (8.6)

W, = M.L6*

W; = / 2(0pet, + 0hyen,)dV =

v
:2/dm/(a‘fx+afy)dA/G:
0 A

a b
= 2l4m? / / ((y? = a?)22% + (2% = b%)2y?)dydz /G
—a J—=b
= 8Im?32a%b3 (a® + b?)/90G

Med m bestemt ved (g) fas nu

M. = G(40a®6% /9(a® 4 b2)0* /1 = GI,d6* /dx
og dermed

I, = 40a®63 /9(a® + b?)
For et kvadratisk tveersnit @ = b finder man

I, = 2,2222a*

mens den korrekte veerdi er

I, = 2,2496a*

Den korrekte vaerdi er baseret pa en spzendingsfunktion i form af en uendelig raekke.

(e)

®)

(8)

(h)

@)

()

(k)

M

(m)



9. LIGEVAGT I DEFORMERET TILSTAND

Ligeveegtsligningerne (1.1) er opstillet for et bjelkeelement i udeformeret tilstand, og sa
laenge der ikke optreeder stabilitetsfzenomener, er dette en fortrinlig tilnaermelse til de
korrekte ligeveegtsligninger, som naturligvis ma opstilles for et bjeelkeelement i defor-
meret og udbgjet tilstand. Figur 9.1 viser et bjeelkeelement, som i udeformeret tilstand

Figur 9.1

har leengden dz og befinder sig mellem P, og @,, og som i deformeret tilstand befinder
sig mellem P og Q). Punktet P, far flytningerne w,, wy og w., mens @, far flytningerne
wy + dwy, wy + dwy og w. + dw.. Snitkraftvektorerne oplgses efter z,y, z-retningerne
som vist i figur 9.2, og ligevaegtsligningerne bliver

Figur 9.2



dN/dz = —¢,

dQy/dx = —qy

dQ./dz = —q,

dMy/dz = —m,; — Q.dwy/dx + Qydw./dz
dMy/dx = —my+ Q. — Ndw, /dx
dM./dx = —m. — Qy + Ndw,/dx

(9.1)

Sammenholdes (9.1) med (1.1) ser man, at det er led, hvori N, @, og Q. er ganget med
momentarme dw, og dw;, der er bortkastet i ligevaegtsligningerne (1.1).

I den deformerede bjalkes tveersnit indlegges et &, n, (-system, og i dette system har
snitkreefterne komponenterne N¢, @y, Q¢, Mg, M, og M¢. Under forudsetning af, at
&, n, (-systemet er et ortogonalt system, som z,y, z-systemet for hvert normalsnit fgres
over i, er transformationen mellem de to systemer med tilnzermelse givet ved

£ 1 a;  —ay T
¢ ay, —0 1 z

Tilnezermelsen ligger deri, at der er forudsat infinitesimale tgjninger, sa cosa = 1 og sina = «, og den
resulterer i, at drejningsmatricen ikke er eksakt ortogonal.

Om flytningerne forudsaettes, at de er givet ved

ug(,y,2) = wa(x) + zay(z) — ya.(x) + Y(y, 2)d0/dx
uy(,y,2) = wy(z) — (2 — zr)0(x) (9.3)
U'Z(xy y,Z) = ’LUZ(CE) + (y - yp)o((t)

hvor 3 for massive og lukkede, tyndfligede tveersnit er hvalvningsfunktionen for fri

vridning og for abne, tyndfligede tveersnit bestar af dette bidrag plus yderligere den
normaliserede sektorkoordinat w,. Endvidere forudsaettes

ay = —dw,/dz , Ky = —d*w,/dz*

a, =dwy/dx , Kk, = dzwy/d:c2

(9.4)

som ved Bernoullibjeelker, jfr. (5.21). Med disse forudsaetninger vedrgrende flytningerne
betegnes bjaelken en Vlasovbjalke.



Man finder nu

Ne=N+a.Qy—ayQ. =N+ Qydw,/de + Q.dw./dx
Qn=-a.N+Qy+6Q.=—-Ndw,/dz + Q, + 6Q.
Q¢ =ayN —0Q,+ Q. =—Ndw./dx — 0Q, + Q.

Mg = M, + a; My — ayM( = M, + Mydw,/dzx + M.dw./dz ®5)
M, = —a.M, + My + 0M, = —M,dw,/dz + M, + 6M,
M = ayM, — M, + M, = —M,dw./dx — M, + M.
Som konstitutive ligninger anvendes
Ne¢ = EAe = EAdw, /dx
M, = GI,d6/dzx — EI,d*6/dz*
M, = El,k, = —El,,d*w. /dz’ (0:8)
M, = EI.x. = EL.d*w,/dz*
se (2.13) og (7.25). Hermed bliver
EAdw,/dz = N + Q,dw,/dz + Q.dw. /dzx
GI,d8/dx — EL,d*8/de® = M, + Mydw,/dz + M.dw./dz _—

— El,d*w,/dz* = —M,dw,/dz + M, + 6M,
EIzdewy/dJc2 = —Mydw,/dx — M, + M,

som sammen med ligeveegtsligningerne (9.1) kan benyttes til bestemmelse af for eksem-
pel kritiske belastninger.

9.1 Kipning

Ved kipning forstas det feenomen, at en bjeelke pavirket til bgjning alene om den ene
hovedakse bgjer ud ogsa om den anden hovedakse. Faenomenet er illustreret i figur 9.3

Figur 9.3



og figur 9.4 a), b) og ¢), hvor a) viser bjeelketveersnittet 1 ubelastet tilstand, b) viser

Wy

Figur 9.4 f f

tveersnittets flytning i y-retningen ved bgjning om z-aksen, og c) viser flytning i 2-
retningen og drejning om z-aksen, som finder sted, nar udbgjningen i y-retningen alene
bliver ustabil.

Eksempel 9.1

En simpelt understgttet bjeelke pavirket af det konstante moment M. = M,, se figur 9.5, betragtes.
X
wf o —

by '

N:Qy:Qz:MI:A/Iy:O,Mz:Mo (a)

Figur 9.5

Snitkreefterne er

og man har fra (9.6)

GI,df/dx — EI,d*0/de® = Mydw, [da (b)
—Efydewz/dmz =0M, (c)

ElL.d*w,/de® = M, (d)



Udbgjningen wy bestemmes af (d) og bliver som i det plane tilfzelde. (b) differentieres med hensyn til
x, og med d?w, /dx? indsat fra (c) fas kipningsligningen

El,d*0/dz* — G1,d%0/dz® — M2 /EI,, =0 (e)

som er tilfredsstillet med

Mo kr = (v/1)\/ ELyy (GL, + 72 EL,[1?) U]

nar bjeelken er vridningsfastholdt i begge ender, dvs. § =0 for x =0 og z = [.

For M, < M,, kr finder kun udbgjning i y-retningen sted, mens ligeveegt 1 en tilstand, hvor bade wy
og w, er forskellige fra nul, bliver mulig for M, = M, .

I en simpelt understgttet bjeelke belastet i y-retningen med ¢,, mens ¢, = ¢. = m, =
my = m. = 0, bliver snitkreefterne i udbgjet stilling

N=Q.=M,=0
Qy = Qo(x) (9.8)
M, = M,(z)

hvor @, og M, er som i det plane tilfzelde. Det vridende moment M, bestemmes af
(9.1) til

M, = /Qodwz/dm +C (9.9)

og fra (9.6) fas nu

GI,d8/dz — Ede39/dx3 = /Qodwz/dx +C+ M,dw,/dz
El,,d*w./dx* = —(/Q,,dwz/d:v + C)dwy/dx + M, (9.10)
EIZZd2’wy/dl‘2 = —( / Qodw,/dx + C)dwz/d:c + M,

(9.10 a) differentieres med hensyn til 2, og i (9.10 b) og (9.10 c) antages det, at fejlen
ved at se bort fra bidragene fra det vridende moment M, er uden betydning. Hermed
har man

GIvdZG/dx2 - Efwd49/dx4 = MOOZQwZ/dac2
El,,d*w,/dz® = M, (9.11)
EI,,d*w,/dz* = M,
hvor (9.11 ¢) benyttes til bestemmelse af w,, mens d?w,/dz?* fra (9.11 b) indsat i (9.11
a) giver kipningsligningen

GI,d%6/dz* — EI,d*0/dz* — 6M2/EI,, =0 (9.12)



til bestemmelse af det kritiske moment M, g...

Lgsningen af (9.12) simplificeres betydeligt, hvis man kan se bort fra et af leddene
GI,d*8/dz? eller EI,d*6/dx*. Skrives lgsningen som

My = (7/1)y/ Blyy(GL, + 72 EL/12 (9.13)

hvor 7 er en faktor, som athezenger af blandt andet momentkurvens form og understgt-
ningsforholdene, ses, at en lgsning med f.eks. (og som oftest) EI, = 0 vil veere pa den
sikre side.
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