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Figur 1: Definitionsskitse

1 Mild Slope ligningen tor regelmeaessige bglger

I det fglgende gives en beskrivelse af forudsatningerne for Mild Slope ligningen,
som kort fortalt kan benyttes til at beregne harmoniske, linesere bglger i omrader
med “sma’” gradienter pa dybderne.

Ligningen stiller derimod ingen krav til omradets geometri i planen og der forud-
sattes heller ikke bglger med rette fronter. Ligningen gaelder selvfglgelig for spe-
cialtilfzeldet med rette bglgefronter, hvorfor begreber som bglgeleengde, L, fase-
hastighed, ¢, og gruppehastighed, c,, eksisterer, men de varierer i planen (z,y).
Fglgende betegnelser anvendes:

Vaesken antages ideal og strgmningen rotationsfri, saledes at sammenhangen mel-
lem hastighed 7 = (u, v, w) og hastighedspotentiale ¢ er:

7= grady (1)
hvor grad = (8—6;: - 56?; " a—az)

Indsattes (1) i kontinuitetsligningen

divi =0 (2)



findes umiddelbart

o &
0z? * oy? t 022

=0 ' ®

dvs. Laplaces ligning.

Randbetingelser opskrives i det generelle tilfzelde forst ved bunden og ved den
frie overflade.

Ved den frie overflade kan den dynamiske randpetingelse, p = 0, efter linearisering
af Bernoullis generaliserede ligning, skrives som

T for z=0 (4)
og den lineariserede kinematiske randbetingelse bliver

on 0Oy B '
By W =l | (5)

Differentieres ligning (4) mht. ¢ og inds@ttes dernast ligning (5) i ligning (4)
findes:

dp 10% B
52. + E ? =10 for z= (6)
Ved bunden haves
g—z =0 for z=—h(z,y) (7)
eller
gradp-1=0 for z=-h(z,y) (8)



idet relationen 8( )/On = grad ( )-7i/n er benyttet, og 7 er normalen til bunden.
Fra matematikken vides, at en flade i rummet kan beskrives med ligningen

Glz,y,2) =10

Funktionen G(z,y, z) er i dette tilflde let at bestemme, idet z + A(z,y) = 0 pa
bundfladen, hvorfor

Da grad G star vinkelret pa de flader, hvor G er konstant, kan normalen til bunden
derfor findes som grad GG, eller

ﬁ:(ah oh 1) (©)

'a_zia_y:

Herefter kan ligning (8) omskrives til

dp Oh  Op Oh  Op
b Wi il Vo o, ;| fi = —h
Oz 0z Oy Oy Oz or 2 (2,9) (i0)

Ved lgsning af Laplaces ligning anvendes Separationsmetoden, dvs. vi benytter,
at generelt kan hastighedspotentialet for harmoniske bglger skrives som

o(z,y,2,t) = F'(z,y,t) - Z(2)
= F(z,y)-sin(wt+6(z,y)) - Z(2)
= F(z,y)-cosé(z,y) - sinwt - Z(z)
+F(z,y) - siné(z,y) - coswt - Z(z)

= Fi(z,y) -sinwt - Z(z) + F3(z,y) - coswt - Z(z) (11)
hvor
L
¥R
sin(ea+b) = sina-cosb+cosa-sinb
Fy, = F-.cosd
F2 = F-siné



I et givet punkt (z,y, z) kan hastighedspotentialet derfor beskrives som en har-
monisk funktion med amplitude F(z,y) - Z(z) og fasevinkel (z, y).

Bestemmelse af potentialet i en vertikal kraever sdledes bestemmelse af 2 stgrrel-
ser der afhenger af z og y, nemlig F(z,y) og §(z,y) eller Fi(z,y) og Fy(z,v),
samt af Z(z).

Overfladeelevationen beregnes af ligning (4), og principielt kan man skrive
n(z,y,t) = a(z,y) - sin (wt + 6,(z, y)) (12)

hvor a(z,y) er amplituden i et punkt og d,(z,y) er elevationens faseviol~l Som
vist ovenfor kan (12) omskrives til

n(z,y,t) = a(z,y) - coséy(z,y) - sinwt + a(z,y) - sindy(z, y) - coswt
= a;(z,y) - sinwt + az(z,y) - coswt (13)

Overfladeelevationen kan saledes findes, nar enten a(z, y) og d,(z,y) eller a;(z, y)
og as(z,y) er beregnet. )



1.1 Konstant vanddybde

Forst betragtes lgsning af Laplaces ligning ved konstant vanddybde og resulta-
terne herfra generaliseres til variabel vanddybde.

Udtrykket for hastighedspotentialet
o =F'(z,y,1) Z(2) (14)

indseettes i (3), der ogsd kan skrives som

32

2, 9 _ g_(9 2
Vg0+822_0 ) hvorv_(ax, 8y)

Dette giver
VPF*-Z+2Z"-F*=0
og efter division med F*-Z huves

V2Fu Zr!
o= et A 22 (15)

hvor A ma vere en konstant.

Dette giver

22— X Z(2) =10 (16)

VIF* + NP F =0 (17)

Periodisk variation af Z med z mé forkastes, da alle bevaegelser skabt af bglger
aftager nedefter. Dette kreever A2 > 0 og dermed

Z(z) = Bye** + Cie™* = B cosh Az + C sinh )z

d



hvor B,, Cy, B og C er konstanter.

Udnyttes RB ved bunden, dvs. Z'(—h) = 0 ved konstant dybde, findes som
tilfaeldet var ved bglger med rette fronter, at

cosh A(z + h)

sinh Ah
C  cosh A(z + h)

tanh Ah cosh A\h
B cosh A(z + h)
= Gfz,9) cosh Ah

Z(2)

hvor Cy = C/ tanh Ah = Cy(z,y), idet bade A og h afthaenger af z og .
Herefter kan potentialet skrives som

_ cosh A(z + h)

cosh \h C2($1y) ' F(ﬂr,y) sin (wt-f-é(:x,y)) (18)

Da F(z,y) endnu ikke er bestemt, kan man uden tab af information velge
Cy(z,y) = 1, og dermed udtrykke den lodrette variation af potentialet som

__cosh A(z+ h)

Zle)= cosh Ah 48)

Dette udtryk for Z(z) geelder for bade rette og krumme bglgefronter. Veerdien af
A findes som vist nedenfor.

Indseettes ligning (11) i overfladebetingelsen

82

dp 1 0%
- wd ety f =
0z g Ot? 0 orz=0
findes
Sil’lh )\h N 1 COSh /\h g .
“ cosh Ah il - G) EF’ ook b (—w?) sin(wt +6) =0
og dermed
w? = g\ tanh M\h (20)




Konstanten A kan findes af denne ligning, nar w = (27)/T er givet.

Ligning (20) sammenlignes nu med den sakaldte dispersionsligning for seedvanlige
1. ordens bglger, dvs.

w? = gk tanh kh (21)
hvor k er bglgetallet defineret som

27
k= —
= (22)

og L er bglgeleengden for bglger med rette fronter.

For samme vanddybde og periode ma de to ligninger have samme lgsning, dvs.

A=k (23)

Den lodrette variation af potentialet afheenger derfor ikke af bglgefronternes

krumning.

Efter fastleeggelsen af den lodrette variation af potentialet, kan variationen af
potentialet i planen findes af ligning (17). Indszttes i denne ligning A = k, findes

9*°F* O'F*
+

2 s
T ey TR =0 (24)

Ligning (24) er den sakaldte Helmholzligning. Der kraeves her bestemmelse af 2
ubekendte stgrrelser i alle punkter, idet

F*(z,y,t) = Fi(z,y) sinwt + Fy(z,y) coswt

Opskrives ligning (24) imidlertid til tidspunkterne ¢ = 0 henholdsvis ¢t = T/4
findes folgende to Helmholz-ligninger

8*F, 0O°F,
552 T o7 +kF =0 (25)
2R 0K,
k“Fy =
522 + 3y2 + 1 (26)



hvoraf F} og F, kan bestemmes, nar randbetingelser er angivet.

Det skal bemarkes, at der kun eksisterer ganske fa analytiske lgsninger. Et af de
kendteste er Sommerfelds lgsning i tilfzelde af én uendelig lang, ret mole, hvor de
indkommende bglger har rette fronter.

Pa figur 2 er vist elevationer, beregnet efter Sommerfeld’s lgsning. Molen er absor-
berende og parallel med de indkommende fronter. Bglgerne ses at kunne ’lgbe om
hjgrner’, og dette feenomen betegnes diffraktion. Bglgehgjden bag molen er redu-
ceret, hvilket beskrives med den sdkaldte diffraktions-koefficient. Denne defineres

som

. (27)

¥, =
1=

hvor H er den lokale bglgehgjde, og H; er bglgehgjden af de indkommende bglger.

Pé figur 3 er vist en placering af bglgefronterne samt isodiffraktions-kurverne.
Disse er kurver, hvor K, har konstant veerdi. Bemeerk, som tidligere naevnt, at de
krumme fronters udbredelseshastighed afviger lidt fra de rette fronters hastighed,
hvilket er tydeligst i omradet ved spidsen af molen.

Normalt mé ligningerne (25) og (26) lgses numerisk. Da Helmholz-lingningen er
en sakaldt elliptisk ligning, er det meget ressourcekreevende. I praksis benyttes
derfor oftest andre formuleringer af problemet, som vist i det fglgende.

Nar F*(z,y,t) er fundet (dvs. F} og F5 eller F' og § er beregnet), kan partikelha-
stigheder findes af

7 = grady
og elevationer findes ved at benytte den kinematiske RB ved overfladen, dvs.

forz=0

Indsettes her ligning (11) findes umiddelbart

. cosh kh
= g~ cosh kh

w cos(wt + 0) (28)
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Figur 3: Diffraktionsdiagram. Absorberende mole
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og dermed kan elevationen findes af

B —gwcos(wt—i— J)

(29):

Betegner p* afvigelsen fra hydrostatisk tryk og lineariseres Bernoullis generalise-

rede ligning, haves

Oy
e e R

Indseettes ligning (11) i denne ligning, findes

+ _ _ pcosh k(z+h)
pr = pF__cosh o w cos(wt + )

Benyttes her ligning (29), findes endelig

. _cosh k(z +h)
ey cosh kh

dvs. samme relation, som man fandt ved bplger med rette fronter.

11

(30)



1.2 Svagt varierende vanddybde

Som en forhabentlig god tilnzermelse antages, at i alle vertikaler kan potentialets
variation med dybden findes af

_cosh k(z+ h)

212 = cosh kh (31)

Dette svarer til, at man lokalt antager konstant vanddybde. Da h = h(z,y) og
k = k(z,y) (via dispersionsligningen (20), som ligeledes regnes gaeldende for svagt
varierende vanddybde), indses, at Z indirekte afhenger af = og y.

Indszttes

p = F'(z,y,1) 2(2) (32)
hvor

F*(z,y,t) = Fi(z,y) sinwt + Fy(z,y) cos(wt) ' (33)

1 Laplaces ligning, findes:

dp  OF* 0z
iy i b ™

hvor

$ 02 _ . (02,02 0k)oh
or oh Ok 0Oh) Ox

Det bemerkes, at 87 /dz = 0, nar vanddybden er konstant.

Differentieres en gang til, findes

%y B 82F*'Z+8F*‘3_Z+8F‘.8_Z+ *?izz
022 Ox2 dz Oz dr Oz Oz?
82" oF* 87 _.8°Z
= P ARt e

o> F*

= B2 'Z'i"fl(m?yaz)

12



hvor

8F* 9z . _,0°Z
hlg9,2) =2 o -5;+F-b—:-r-2—

Idet Z = Z(h(z,y),k(z,y),2z) md det gelde, at f; =
endvidere, at fi(z,y,2) = 0, nar vanddybden er konstant.

Tilsvarende findes

82<,o - aQF*.Z+aF*.?£+§£.?£+F*@
a2 Oy? dy 09y dy Oy dy?
0*F* oF* 87 o A
= v, Forfeil) o il
Lty wm T
i
— ayz = Z+f2($! y'.l z)

hvor

oF 97 _.0°Z
fz(.’E,y,Z) = 2 ay a—y.+ 5972—

med fa(z,y,z) = 0, ndr vanddybden er konstant.

Endelig findes

62(10 *62Z * 1.2

Indseettes disse udtryk i Laplaces ligning haves

O?F* " A F*
Ox? dy?

) Z(2) + k* F* Z(2) + fa(z,y,2) =0

som efter division med Z(z) kan skrives

o’°F*  O’F*
=+

5t o T k> F* + fa(z,9,2) =0

hvor fy = f3/Z(z) = 0 for konstant vanddybde.

13

filz,y,2), og det ses



Med de foretagne antagelser er den eneste ubekendte funktion

= Paut)
= Fi(z,y) sinwt + F3(z,y) coswt

Benyttes ligning (34) derfor til 2 forskellige tidspunkter fis 2 DL til bestemmelse
af funktionerne F(z,y) og Fy(z,y).

Fgrst konstateres, at med varierende vanddybde kan Z(z) ikke elimineres af lig-
ningen samt, at ligningen indeholder led, der afhenger af koten z.

Opskrives ligning (34) for i to punkter beliggende i samme vertikal men med
forskellige z-veerdier (koter), bliver resultatet derfor 2 ligninger med forskellige
koefficienter og dermed ogsé forskellige lgsninger af F*(z,y). Antagelsen

cosh h(z + h)
Z(z) = —8 ——=
(2) cosh kh

forer sdledes til, at F* = F*(z,v, z), omend variationen med z forhabentlig er
svag. Da vi ikke gnsker at operere med en funktion, som afhanger af z, veelger
vi en lgsning F*(z,y), som “i gennemsnit” opfylder Laplaces ligning op langs en
vertikal. Dette kan ggres ved at etablere en DL, hvor koefficienterne ikke afhzenger
af koten z, idet man integrerer ligning (34) over dybden, dvs.

0
Apdz=0 (35)

y 3‘2 32 82
A= —+ —+ =—=.
hvor 527 + By + 952
De steder, hvor Ay < 0, modsvares derfor af de steder, hvor Ay > 0.

Man kan imidlertid ogséa leegge mere vaegt pa at opna Ay =~ 0 de steder i verti-
kalen, hvor de bglgeskabte bevagelser er stgrst.

Som vaegtfaktor w(z) valgte Berkhoff (1972) derfor

w(z) = cosh k(z + h) (36)

14



og fandt sd en DL af ligningen

/_1 Ap-w(z)dz=0 ‘ (37)

Den valgte veegtfaktor veegter alle koter ens ved fladvandsbglger, hvor bevae-
gelserne er lige store i hele dybden. For dybtvandsbglger veegtes omradet neer
overfladen mest, hvilket er fornuftigt, da de stgrste bevaegelser foregar der.

Integreres ligning (37) og bortkastes sma led, findes folgende DL:

V- (A2, 9)VF (zy)) + k* Alz,y) F*(z,y) = 0 (38)
hvor

_ 8 0

7 - (& %) o

ae = 5 () )

Benyttes dispersionsligningen, ligning (20), kan udtrykket for A(z,y) ogsa skrives

s0m

1 2%kh
= —tanhkh (14—
A, ) = g o ( * Sinh Qkh) 4y

Benyttes storrelserne fasehastighed c og gruppehastighed ¢, fra teorien om bglger
med rette fronter, dvs.

8 w
c = —T = E (42)
e L. (43)
% = ¢35 sinh 2kh
findes
Az,y) = cg (44)

KA(z,y) = w (45)

tnn|n

15



Man kan derfor omskrive ligning (38) til

- oF* OF* 2Cg e
V.(ccg(ax 5 8y))+w —c-F =Y

eller

7] oF* 0 oF* g wuw
% (cc_,,r ax)—f-é-y-'(ccg 8y)+w ?F =0 (46)

Ligningen kaldes Mild Slope ligningen pa elliptisk form, da der er tale om en
sakaldt elliptisk DL. Sidanne DL giver ved numerisk lgsning meget store lignings-
systemer i praksis. Endvidere skal F*(z,y,t) findes til 2 forskellige tidspunkter
inden F(z,y) og F»(z,y) og dermed F'(z,y) og d(z,y) er bestemt. Den elliptiske
version af Mild Slope ligningen er derfor ret besveerlig at arbejde med.

Copeland (1985) foreslog derfor at omskrive (46) til en ligning, hvor n = n(z,y, t)
indgar direkte. :

Som nzevnt tidligere, findes 7 af ligning (4), der ogsa kan skrives som

1 9p(z,y,0,t)
g 47
Da
cosh k(0 + h)
= 2(0)- F* O .
o(z,y,0,1) (0) - F*(z,y,1) el M G0
= 1 ot
kan ligning (47) derfor ogsé skrives som
1 9F*
1 4
== (48)

Differentieres ligning (46) mht. tiden, dvs.

.9_ ce E @ +£ oe _8._ 3F* +w2c_g§_F_t_0
Oz Y0z \ ot dy Toy \ ot c Ot

16




og indsettes her ligning (48) findes:

O =mg)\_ 0 ( 9(=n9)) 26 -
5 (ccg o +6y ety 5y +w . (-ng) =0

som efter division med g giver

k. L 5 250 5 =
pe (ccg azr) + By (ccg é)y) +w o A= 0

Da n er en harmonisk funktion, galder fglgende relation

Pn__ o
oz WU

som indsat giver

9 (e 01\, 0 (, On\ _e&n_
ox (ch Ba:) 8 Ay (ch By) c o2 <

(49)

Ligning (49) betegnes Mild Slope Ligningen pé hyperbolsk form, og den kan lgses
direkte i tidsdomenet. Benyttes en sakaldt eksplicit 'finite difference’-metode, kan
lgsningen ske uden opstilling af store ligningssystemer, og selv store omrader kan

handteres pa en PC.

Den hyperbolske version af Mild Slope ligningen kan omskrives til et sat sam-

menhgrende 1. ordens DL, hvis regnestgrrelserne J; og @, indfgres.

Som vist senere kan @), og @, tolkes fysisk i tilfzelde af fladvandsbelger.

Som vist nedenfor er fglgende tre sammenhgrende ligninger @ekvivalente med den

hyperbolske version af Mild Slope ligningen (49):

0Q: L 0Q, ¢ dn _
3 oy e

Q) an _
ot "%y =0

17
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% soe =0 (52)

Fgrst differentieres (50) mht. tiden. Da differentiationsraekkefplgen er vilkérlig
findes:

d (9Q:) , 9 (9Qy) , ¢ &n _
éE(at)“Lay(at)J“?a?_o (53)

Heri indsattes (51) og (52), hvilket giver

&} on 3, an gy Py
('92:( ccﬂax)+ay( “'Cﬂay)* .
%) on 0 an Cq 3277 .

® &% (“9 az) T o ( ay) T e

Sidste ligning ses at veere identisk med Mild Slope ligningen pd hyperbolsk form
(49).

Ligningerne (50), (51) og (52) kan tolkes fysisk i tilfeelde af fladvandsbglger, hvor
2kh

e sinh 2kh
Herved haves for fladvandsbglger

PR (54)

& | pg=gh (55)

Cg = — 1 for kh — 0.

Indsattes dette i ligningerne (50), (51) og (52) findes:

0z , 90y B _

P + 3y + 5 =10 (56)
0Q: _  , 0n

e gh o (57)
0Qy, _ , 9n

ot gh dy (58)

18



Herefter betragtes en cylinderflade fra z = —h til z = 7 med grundareal 1m x
1m, og kontinuitetsligning samt de 2 bevagelsesligninger opskrives.

Betegner P vandfgringen pr. m gennem en flade vinkelret pa z-aksen og @
vandfgringen pr. m gennem en flade vinkelret pa y-aksen, dvs.

P = Vy-(h+n)

Q = Vy-(h+n)

hvor V. = (V,, V,) er middelhastighedsvektoren, findes kontinuitetsligningen
umiddelbart til

oP 9Q 9
%‘Fa—y%—a—o (59)

Newtons 2. lov for massen inden for cylinderfladen lyder

a7 o — '
p(h +n) = = Fiye = —Vp- (h+n) (60)

idet der kun er trykkreefter til stede (ideal veaeske er antaget), og man ved flad-
vandsbglger kan regne med konstant trykgradient over hele volumenet svarende

til hydrostatisk tryk

_ on 0
& Vp = V(pgn) = pg (3—2- : 6—;]) (61)

Lineariseres (sma bglgeelevationer) findes

h+n~h (62)

_ /P Q

o . 6

b (h ’ h) (6}

dVv oV oV ov oV

gk _ ey o P i 64
% = e tVe T a &)

idet de konvektive led er ulinezere og dermed ma anses for sma.

19



Indsaettes (61)-(64) i Newtons 2. lov og udskrives de to komposantligninger,
findes

z — komp. . ph- 8;';) _ _pghgg_

@ %§ N —gh% (65)
y — komp. : pg.%tglz_pghg_;?

M (66)

Det ses umiddelbart, at kontinuitetsligningen og disse bevagelsesligninger er iden-
tiske med Mild Slope ligningerne (56) - (58), hvis @; = P og @, = @, dvs.

Q = (Qz, Qy) er vandfgringsvektoren i tilfeelde af fladvandsbglger.

For fladvandsbglger er ligningerne (50) - (52) og ligningerne (56) - (58) identiske,
hvorfor Mild Slope ligningssystemet derfor kan tolkes som bevagelsesligninger i
tilfelde af lineeere fladvandsbglger. De bglgefelter, der beregnes med Mild Slope
ligningerne, er derfor fysisk korrekte fra begyndelsen af beregningen. I praksis
er man dog som regel kun interesseret i det “stationeere” bplgefelt, dvs. fra det
tidspunkt, hvor amplituden i et punkt bliver konstant.

Tilsvarende tolkninger er ikke mulige for stgrre vanddybder, hvor Q. og @, blot
bliver regnestgrrelser uden fysisk indhold. Endvidere skal man huske pa, at ef-
tersom (51) og (52) ikke er de korrekte bevagelsesligninger, vil bglgefelterne i
opstartsfasen ikke veere fysisk korrekte. Man kan derfor forst bruge bglgefeltet,
nar “stationaere” forhold er indtradt.

1.3 Maksimale bundhaldninger

Alle kendte udledninger af Mild Slope ligninger (det drejer sig om 6-7 stykker) i
2 dimensioner har nogle intuitive betragtninger vedrgrende stgrrelsesordenen af
de led, der bortkastes. De maksimale bundheldninger der kan tillades, er derfor
fundet ved forspg, og det har vist sig, Booij (1983), at ngjagtige resultater opnas
for bundhaeldninger mindre end 1 : 3.
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1.4 Anvendelsesomrader

Mild ‘Slope ligningerne kan i praksis forventes at give ret gode resultater, sa
lenge ikke-linezre effekter er ubetydelige. Dette er bl.a. tilfzldet ved mange
havneuroproblemer, hvis brydning ikke finder sted. Ligningerne ma ogsa forventes
at give gode resultater for bglgefelter og kraefter pa store konstruktioner med

lodret forside.

Uregelmaessige bglger modelleres i begge tilfzelde ved superposition af resultaterne
fra kersler med regelmaessige bglger.
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