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lll 

Dette notat er primcert udarbejdet til brug i undervisningen i kurset Energisystemer og 
Regulering pa civilingeni0rlinien lndeklima og Energi0konomi pa Aalborg Universitet, 
hvilket naturligvis scetter sit spar bade i omfang og udvcelgelse af emner. Hensigten er at 
give en introduktion til det teoretiske grundlag for reguleringsteknikken samtidig med en 
indf0ring i simulering af dynamiske systemer, saledes at lceseren far en rimelig forstaelse 
af dynamiske systemers virkemade og karakteristika. 

Deter ikke uden betcenkelighed, at jeg kaster mig ud i et sadant projekt, idet der findes en 
"mangfoldighed af fremragende lcereb0ger inden for disse emner. Men desvcerre er der 
ikke mange af disse, der tager direkte sigte mod det varme- og klimatekniske omrade, 
hvilket bevirker at de fleste eksempler, der indgar i disse b0ger, er hentet fra det elektriske 

· eller maskintekniske omrade og de er derfor maske ikke sa let forstaelige for en lesser med 
bygnings- og klimateknisk baggrund. Selv om der i dette notat ikke indgar en egentlig 
beskrivelse af varme- og klimatekniske komponenters dynamik, hvilket er for omfattende i 
forbindelse med en gennemgang af den grundlceggende teori, er det mit hab at de . 
eksempler, der er medtaget, er umiddelbart forstaelige, og med lidt abstraktion kan 
overf0res til andre energitekniske systemer. 

Ved dispositionen af det medtagne stof, har jeg valgt i kapitel 1 at give en meget overordnet 
indf0ring i reguleringssystemets opbygning og den terminologi der anvendes, samtidig med 
at dette knyttes til kendte forhold fra ventilationsteknikken. 

Kapitel 2, der omhandler opstilling af matematiske modeller for dynamiske systemer og 
. deres simulering, er helt grundlceggende for opstillingen af de bestemmende 

1 
'differentialligninger, der er n0dvendige for at beskrive et hvilket so m helst linecert system 
under dynamisk pavirkning, og her gives ogsa nogle af de metoder der anvendes till0sning 
af differentialligninger. Af hensyn til en ratione! beskrivelse af reguleringssystemers 
dynamiske egenskaber er det valgt, at dette sker gennem opstilling af 

, . overf0ringsfunktioner, hvorfor kendskab til Laplacetransformation er n0dvendig, og derfor 
er de vigtigste regneregler og eksempler pa metodens til anvendelse samlet i kapitel 2. 
Dette gcelder ogsa grundlaget for numeriske l0sningsmetoder, der i 0vrigt anvendes i de 
fleste eksempler i de efterf0lgende kapitler, hvor l0sningerne direkte er angivet ved en 
beregni.ngsgang, der kan anvendes i programmet MATLAB. 

Kapitlerne 3 og 4 omfatter den egentlige beskrivelse af reguleringssystemer, f0rst knyttet til 
et konkret eksempel og derefter mere alment, hvor systemets opbygning og reaktion pa 
forskellige pavirkninger beskrives. Endelig afsluttes i kapitel 5 med en vurdering af 
reguleringssystemets stabilitet baseret pa en traditionel frekvensanalyse. 

Som ncevnt indledningsvis er malet at give et teoretisk grundlag til forstaelse af dynamiske 
systemer, og derfor indeholder dette notat ingen beskrivelser af de mange forskellige 
muligheder for anlcegsopbygninger inden for varme- og klimateknikken eller af de fysiske 
komponenter der indgar i reguleringssystemerne. Oplysninger om disse forhold ma se~ges i 
firmakataloger eller andre lcereb0ger. 

Mogens Steen-The~de 

November 1998 



Kapitel 1 INTRODUKTION 
lntroduktion til reguleringsteknikken 

Grundbegreber og definitioner 

1.1 Regulering af varmeflade 

.. .. Dette kapitel giver en kort indf0ring i nogle grundlceggende reguleringstekniske principper, 
idet der arbejdes med et gennemgaende eksempel knyttet til regulering af lufttemperaturen 
efter en varmeflade. 

I i 

Af hensyn til eksemplets overskuelighed er der foretaget en rcekke forenklinger i . 
beskrivelsen af vandvarmeflade og ventil. Disse forhold vendes der tilbage til senere, idet 
det faktisk er ventilationsingeni0rens fornemste opgave at udforme og dimensionere 
systemet saledes, at det bedst muligt f0lger den beskrivelse der anvendes i eksemplet. 

Lad os se pa det system der skal arbejdes med: 

A eg ulerJn gssys tem VA RM E FL A DE 

r-·--
T/ i l --.. ·- ·-· ',"-[)': ·-···- -·'!_,1~ ............. . -·..,H-·• -···--··--•• i + ' . 

..._ _.!' f 

Q 

H 
T ret 

! Tf 
i 

Der er saledes tale om et helt simpelt ventilationsanlceg, der er udformet med henblik pa at 
opretholde en fast indblcesningstemperatur. 

Pa figuren ses dels varmefladen (og ventilatoren) og dels det reguleringsudstyr, der skal til for 
at kunne cendre varmefladens varmeafgivelse og dermed give mulighed for at fastholde den 
0nskede indblcesningstemperatur nar fx luftens temperatur f0r varmefladen cendre sig. 

REGULERINGSUDSTYRET bestar af f0lgende hoveddele: 

Regulatoren (STYRINGSUDSTYRET) 're' hvor bl.a. den 0nskede indblcesningstemperatur 
(Tret) = REFERENCEWERDIEN kan indstilles. 

STYREORGANET som i dette tilfcelde er en reguleringsventil, og F0LEREN/MALEUD
STYRET der maler den REGULEREDE ST0RRELSE, som her er indblcesningstemperaturen 
(T,u)· 
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1.2 Varmeflade og ventil 

Komponenterne, i det anlceg der nu skal reguleres, er udvalgt og dimensioneret tir -at 
iri10dega de funktionskrav der stilles til anlcegget. Dette anlcegs centrale komponenter i 
reguleringsmcessig henseende er varmefladen og ventilen, hvor ventilen sammenknytter 
det lufttekniske anlceg med reguleringssystemet. 

1.2.1 Varmefladens dimensionering .. 

Varmefladen er dimensioneret ud fra en rcekke ventilationstekniske forudscetninger, 
.. .. saledes at den kan give den emskede luftstmm (mL) den 0nskede temperaturstigning 

11 Tlmax = (Tiu - Tli}dim· 

lj 

Den effekt der skal tilf0res varmefladen i dimensioneringstilstanden, er saledes: 

Qdim = mL*cL*/1T1max eller 

Qdim =_B1*(T1u- Tli)dim 

I dette tilfcelde antages (T1u- TH)dim = (20 - (-1 0)) = 30 oc. 

1.2.2 Varmefladens dimensionering og statiske karakteristikker 

Ved den almindelige drift af ventilationsanlcegget vil luftens opvarmning afhcenge af den 
effekt der tilf0res varmefladen, og denne vil kun undtagelsesvis vcere lig den 
dimensionsgivende. 

· · En STATIONJER varmebalance for luften gennem varmefladen giver: 

B1*(T1u - TH) = Q eller 

T1u = Tli + 0/81 

Dette Lidtryk viser, at luftens afgangstemperatur (T1u) afhcenger dels af luftens tilgangs
temperatur (TH) og dels af den tilf0rte effekt (Q). Optegnes dette udtryk for 0 s Q s Qdim fas 
et scet STATIONJERE KARAKTERISTIKKER for luftens opvarmning i varmefladen: 

Slnli !> ka ka rakt ori s Hkko r 

V a rm e fl a dons o !la k t Q i % n I 0 dIm 
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De statiske karakteristikker (T1u = Tn + Q/81) giver anledning til definition af nogle vigtige 
reguleringstekniske parametre: 

STA TISK FORST .IERKNING 

dT1uldTn = 1 

dT1uldO = 1/81 

Statisk forstrerkning er hreldningskoefficienter til de statiske karakteristikker, og de 
udtrykker, hvor meget lufttemperaturen (T1u) efter varmefladen vil rendre sig pr. enheds 
rendring i hhv luftens tilgangstemperatur (Tn) eller den tilf0rte effekt (Q) . 

Nar luftstr0mmen gennem varmefladen er konstant (og dermed 81 = konst.), er de statiske 
forstrerkninger konstante, og de statiske karakteristikker er rette linier. 

REGULERINGSOMRADET 

·· · Da varmefladens varmeafgivelse er begrrenset 0 :5 Q :5 Octim• er der ogsa en grrense for 
variationsomradet for lufttemperaturen efter varmefladen: 

~Tiumax = Octim/81 (= 30 °K i dette tilfrelde). 

Dette kaldes (indblresningstemperaturens) REGULERINGSOMRADE. 

1.2.3 Styreorgan - reguleringsventil 

1 Narmeafgivelsen fra varmefladen skal kunne rendres, og dette sker gennem en 
reguleringsventil. 

Vi vil her forudsrette, at der er et linerert sammenhreng mellem effekt (Q) og ventilstilling 
(H) , saledes at den statiske karakteristik kan beskrives ved: 

' . Q = Kv *H 0 :5 H :5 1 

Kv = Octim er ventilens statiske forstrerkning. 

lndsrettes dette i udtrykket for varmefladens karakteristik (T1u = Tn + 0/81) fas: 

T1u = Tn + Octim*(1/81)*H = Tli + ~Timax*H 

Den statiske forstrerkning dT1uldH = ~T1max = Octim*(1/81) er produktet af to statiske 
forstrerkninger, nemlig for ventilen dQ/dH = Octim og for varmefladen dT1uldO = 1/81. 

Varmefladens statiske karakteristik som funktion af ventilstillingen ses pa den f0lgende 
figur, der samtidig viser behovet for regu lering af systemet hvis der 0nskes en fastholdelse 
af indblresningstemperaturen, nar luftens tilgangstemperatur rendres: 

S t a t iske k aro kter i s tik k e r 

o. t o .2 o .J o . t: o .s o .s o .7 o.a o .9 
Ve n ti ls till ing H 
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1.2.4 Dynamik 

De statiske karakteristikker for varmefladen fortCBIIer, hvordan lufttemperaturen efter 
varmefladen gar fra en stationCBr tilstand til en ny stationCBr tilstand ved en CBndring af 
ventilstillingen eller af luftens tilgangstemperatur, men de fortCBIIer ikke noget om det 
TIDSMfESSIGE forl0b af disse CBndringer. 

Overalt, hvor der sker CBndringer i et termisk system vil varmeakkumuleringseffekten g0re 
sig gCBidende, hvilket betyder at det er n0dvendigt, at kunne beskrive komponenternes 
dynamiske virkemade, for at kunne analysere systemets driftsforhold under normale (ikke 
stationCBre) driftsbetingelser. 

For at belyse de dynamiske forhold for varmefladen vil vi se hvad der sker, hvis 
ventilstillingen momentant 0ges hhv 10 og 20 % ud fra en stationCBr driftstilstand, hvor 
ventilen har staet 50% aben ved en tilgangstemperatur pa Tli = 5 oc, der har givet T1u = 20 

.. ··oc. 

I I 

Vi ser fmst pa disse CBndringer i den statiske karakteristik : 

S t aliske ka rakte ris t ikker 
50 

. 4!> 

, 3 0 
;:: 

" . 20 

E 

1-

1 0 

Venlilstltli n g H 

Vi ser, at indbiCBsningstemperaturen T1u vil stige hhv 3 og 6 oc nar ventilabningen 0ges hhv 
10 og 20%. 

Og nu det dynamiske indsvingningsforl0b: 

S PAIN G A ES P 0 N S 
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T id i sekunder 

lndsvingningsforl0bet viser en S-kurve, der er karakteristisk for mange termiske 
komponenter (systemer der kan beskrives ved en anden eller h0jere ordens 
differentialligning). 

De indlagte vendetangenter viser, at indsvingningsforl0bet tidsmCBssigt kan inddeles i tre 
faser: 

1) det fmste stykke, hvor systemet reagerer meget 'trCBgt'- DRJDTID 
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2) det nreste stykke, hvor nresten hele rendringen sker - STIGETID 

3) og endelig det sidste lange stykke inden der opnas en ny stationrer slutvrerdi. Som ventet 
stiger T1u hhv 3 og 6 °C. 

Bemrerk, at d0dtid og stigetid en ens for de to indsvingningsforl0b. 

Vi vil nu se, hvordan indsvingningsforl0bet for lufttemperaturen efter varmefladen ser ud, 
hvis tilgangstemperaturen (Tii) momentant rendres hhv 1 og 2 oc mens ventilens stilling 
fastholdes. 

Med kendskab til den statiske karakteristik (T1u = Tli + ~T1max*H) ved vi, at T 1u vil fa en 
stigning pa hhv 1 og 2 oc . 

. .. Det dynamiske indsvingningsforl0b (spring-responsen) bliver 

I J 

SPA IN G A E SP 0 N 5 
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21 

E 
0 20 . 6 ,.. 

20. 6 

20 .4 - .. - - -. - - - h - - .. - - -· - - - · - - - · - - - .. - - ... - -

20 . 2 • I • • • 1. • • .. • • •I • • • I • • • I • • • .. • • ... • • 

20 ~--~--~--~~~--~~~~--~--~--~ 
0 2 0 40 60 8 0 100 1 2 0 1 40 160 1 80 2 0 0 

T id I sekun d e r 

lndblresningstemperaturen forl0ber noget anderledes end fm, idet der momentant sker en 
lille stigning efterfulgt af et stykke, hvor varmeakkumuleringen i varmefladen g0r sig 
greldende. Den endelige rend ring af T1u er som ventet hhv 1 og 2 oc. 
Hermed· er den indledende unders0gelse af varmefladens statiske og dynamiske 
egenskaber afsluttet. Vi sammenfatter, pa symbolsk vis, de oplysninger vi har faet om de 
enkelte komponenter, i BLOKKE (OVERF0RINGSFUNKTIONER), der angiver 
sammenhrenget mellem en indgangsst0rrelse (den uafhrengige variable) og en eller flere 
udgangs-st0rrelser (afhrengige variable) . 

Blokkene for ventil og varmeflade er vist pa f0lgende figur: 

- _ Jr..!!_ -
r· K;< ·;···-

1 
I 

! t d y n a m i~ I 
i ...... - --··· ··) 

K q " 1 / B Jj .. .. - -- ~;!,! ... ··- 1 
-~ - dy n ~~--- ~J T lu 

I 
K v = 0 d i ~-- O. 

V en I ll V a r m e tl a de 

S l a li s k : 

Tlu = K I ' Tii + K q•K v *H 
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1.3 Reguleringsudstyrets egenskaber 

Reguleringsudstyret er en fcelles betegnelse for f0ler, maleudstyr, referenceudstyr - og 
styringsudstyr, hvor de tre sidstncevnte funktioner normalt er sammenbygget i en fysisk 
enhed der kaldes regulatoren. Regulatoren skal kontrollere den regulerede st0rrelse og 
efter behov gribe ind i REGULERINGSOBJEKTET (varmeflade+Ventil) . 

. 1.3.1 . Foleren 

Nar der skal foretages en regulering, er det n0dvendigt at skaffe kendskab til den 
·· ·· regulerede st0rrelses 0jeblikkelige vcerdi, hvilket sker gennem f0leren (og maleudstyret). I 

dette eksempel skal der anvendes en f0ler, der placeres i ventilationskanalen efter 
varmefladen. Ventilationsluftens temperatur pa det sted hvor f0leren er placeret, er pr 
definition den regulerede stmrelse (T1u)· 

Resultatet af malingen er den KONTROLLEREDE ST0RRELSE eller her den malte 
temper:atur (T1 = "f0lertemperaturen"). 

Den malte temperatur (Tt) skal naturligvis have samme st0rrelse som 
indblcesningstemperaturen (Tiu). da der ellers forekommer en malefejl, men pa grund af 
varmeakkumulering i f0leren, vil det tidsmcessige forl0b af den malte temperatur afvige fra 
indblcesningstemperaturens forl0b. 

11 Vi antager, at f0lerens dynamik kan beskrives ved een TIDSKONSTANT (dvs at T1 som 
funktion af T1u kan udtrykkes ved en i. ordens differentialligning), hvilket giver f0lgende 
karakteristiske indsvingningsforl0b for f0lertemperaturen (T1) ved en momentan cendring af 
indblcesningstemperaturen (T1u) pa i °C. F0lerens tidskonstant er i 0 sekunder. 

SPAINGAESPONS Tl 

Tid s k ~ n s ta n I 
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/ 

I 
20 . 4 l o ' I I I I I O I -- ,i; ----- - ------ --- -- - - -- -- -- ---

! 
/ I 

i • 
20.2 ---- -- --------- - - - ----------- - -I I I I I I I I 

20 L-~--~--~--~--~--~--~--~--~~ 
0 10 1 5 20 25 30 35 40 45 so 

Tid i se k unde r 

Vi vil nu se, hvordan en momentan cendring i tilgangstemperaturen Tu fm varmefladen pa 
i ac vil sla igennem dels i lufttemperaturen efter varmefladen T1u og dels i den malte 
temperatur (f0lertemperaturen) T1: 
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S PRIN G RES P 0 N S Tf 
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Tid i sekun d e r 

Det ses at f0lertemperaturen bliver stationrer efter en vis tid, der afhrenger af bade 
f0lerens tidskonstant og dynamikken i de komponenter, som luften passerer. 

I 1 

Under stationrere forhold er den malte temperatur (f0lertemperaturen) T1 lig med · 
temperaturen pa indblresningsluften T1u. F0lerens statiske karakteristik er derfor: 

T1 = T1u· hvorfor den statiske forstrerkning for f0leren er Kt = 1. 

1.3.2 Regulatoren 

Regulatoren er den centrale del i ethvert reguleringssystem. Her samles de n0dvendige 
oplysninger om systemets tilstand og her gives ordren til, hvordan der skal gribes ind i 
systemet, hvis der skal foretages korrektioner. 

Pa regulatoren indstilles den 0NSKEDE VfERD! for den regulerede st0rrelse (reference
vrerdien Tret) der sammenlignes med den malte vrerdi (f0lertemperaturen T1), hvorved 
fejlen (e) dannes: 

fejl := referencevrerdi- malt vaardi e = Tret - Tt 

Fejlens fortegn og st0rrelse er bestemmende for hvordan STYRINGSUDSTYRET rendre 
den STYRBARE ST0RRELSE. 

Den styrbare st0rrelse er i vort eksempel ventilstillingen H, idet vi ved at rendre 
ventilstillingen kan rendre pa varmetilf0rslen til varmefladen, og dermed pa 
lufttemperaturen efter varmefladen (T1u). 

Dette betyder, at ethvert reguleringssystem udg0r en LUKKET virkningskreds, 
REGULERINGSKREDSEN. 

I styringsudstyret indbygges de egenskaber, der skal vrere karakteristiske for regulatoren, 
dvs den STYRINGSFORM der beskriver det funktionelle sammenhreng mellem den 
styrbare st0rrelse og fejlen. 

Der findes en rrekke standard styringsformer, hvoraf vi her vil se pa den simpleste nemlig 
PROPORTIONAL-STYRING eller P-styring. 
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1.3.3 P-styring 

For den ideelle proportionalstyring gffilder under bade dynamiske og stationa3re forhold-, at 
der er proportionalitet mellem den styrbare st0rrelse (ventilstillingen H) og fejlen (e) : H = 
Kc*e hvor Kc er styringsudstyrets FORSTfERKNING (der kan indstilles pa regulatoren). 
lndf0res udtrykket for fejlen (reference+ malt vffirdi) fas: 

H = Kc*e = Kc*(Tref- Tt} 

Da den styrbare st0rrelses variationsomrade er begrffinset til intervallet 0 s H s 1 (fra helt 
lukket ventil til helt aben), Vi! kun fejl , der ligger i omradet 0 s e s Xp = 1 /f<c, kunne a3ndre 
ventilens stilling. Ved fejl uden for dette omrade vil reguleringen vcere uvirksom, da ventilen 
jo sa enten er helt aben eller helt lukket. 

St0rrelsen Xp kaldes PROPORTIONALBANDET (PB) og det angiver st0rrelsen af den fejl, 
·· ·· der skal til for at ffindre ventilstillingen (den styrbare st0rrelse) fra den ene yderstilling til 

den anden. xp har samme enhed som den regulerede st0rrelse- her altsa temperatur. 

l j 

Pa mange regulatorer vil det Vffire proportionalbandet Xp der indstilles og saledes ikke 
direkte forsta3rkningen (Kc = 1 /xp). · 

Under stationa3re forhold kan styringsudstyrets karakteristik optegnes. La3g mffirke til, at 
ventilstlllingen ffindres bade nar den malte temperatur (Tt) ffindres, og nar 
referenceva3rdien (Tret) a3ndres. 

H 

H "' Kc•e ::: (1/Xp) '" {Ttaf Tf) 

-~ 

~ " 
' ~' 

-!------~-t--+---,T;-c,e::-;-1-C>-'.=T r~e 11,.--T:..:...I ~ 

Xp 0 . 

• 1 ~-----<f----1------
Xp 

Vi sammenfatter denne gennemgang af reguleringsudstyrets egenskaber ved at optegne 
blokkene for f0ler og regulator (bestaende af SAMMENLIGNINGSUDSTYR og 
styringsudstyr): 

Regula t or 

I ------ . ~ . :-:-~:.-:- 1 

Tr e f --- ~ ·- · ····· · ··· · > ..... .......... ... ~ .. ····· >: Kc.,. 1/Xp :, -·-··············-- > 
+ + 1 

~ - !- - - - - =· - - .J 

' Tf 
L --~---~ ·----· 

K I :: 1 1 T lu 
~ ____ ...,. ____ _ 

~ d y - ~- ~~--i ~- ~-.J 
F o le r 

Statisk Tf =Kf'"Tiu 

e = T r e I - T I 

H :: Kc•e = K c " (Tr ef · Tf) 
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1.4 Reguleringsudstyrets virkemade 

I 1 

Vi har nu faet et f0rste indblik i reguleringssystemets enkelte bestanddele og vi -kan 
herefter sammenbygge reguleringsobjektet med reguleringsudstyret, og se pa virkningen af 
reguleringen. 

1.4.1 Station~re forhold 
Vi sammenbygger nu anlregget (varmeflade + ventil) med reguleringsudstyret (f0ler + 
.r~gulator) som vist pa f0lgende figur: 

!~--- ··- } -: -- - ---~.-~---~~~-~-.-~J Tf--

1 -~- ----·· L ... ·-··· ! T re f 

Tli 

B L 0 K D /A G A A M 

De statiske karakteristikker kendes nu for alle indgaende komponenter, og 
reguleringssystemets virkemade under stationrere forhold kan saledes udtrykkes ved: 

2) H = {1 /Xp)*e 

3) e = Tret - Tt 

4) Tt = T1u 

lndsrettes 3) og 4) i 2) fas 

5) H = {1 /Xp)*(Tref - Tlu) 

Varmeflade + ventil 

Styringsudstyr P-styring 

Sammenligningsudstyr {fejl) 

F0ler 

der udtrykker, hvordan styringsudstyret vil indstille ventilen i afhrengighed af den malte 
indblresningstemperatur T1u. nar referencen er indstillet til Tret og proportionalbandet til Xp. 

Regulatorens statiske karakteristik 5) kan nu indtegnes i de statiske karakteristikker for 
varmeflade + ventil 1), og den REGULEREDE indblresningstemperatur vi I ligge pa 
karakteristikken 5): 
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Stutlske karakteristikker 
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Ventilstill lng H 

Vi har nu konstateret en karakteristisk egenskab ved et reguleringssystem med P-styring : 
det er ikke muligt, at fastholde den regulerede stemelse (indblresnings-temperaturen T1u) pa 
den 0nskede referencevrerdi (Tret). nar FORSTYRRELSEN (Tii) genneml0ber sit 
variationsomrade. · 

Dette er en naturlig f0lge af den styringsform (P-styring) VI HAR VALGT, idet der jo til en 
besterilt vrerdi af fejlen, svarer en bestemt vrerdi af ventilstillingen (H = (1/xp)*e). 

Den regulerede st0rrelses afvigelse fra referencen bliver mindre, jo mindre 
proportionalband Xp - dvs jo st0rre forstrerkning Kc = 1/xp - der indstilles pa regulatoren. 

Set ud fra et krav til STATISK N0JAGTIGHED b0r proportionalbandet saledes vrelges sa 
1 ,lille som muligt. Men dette kan have fatale konsekvenser for det dynamiske 

indsvingningsforl0b! 

1.4.2 Dynamisk forl0b 

Vi har tidligere set, hvordan et dynamisk indsvingningsforl0b for hhv varmeflade + ventil og 
for f0leren kan se ud, og pa denne baggrund vil vi nu se pa dynamikken i det regulerede 
system. 

Vi forudsretter, at reguleringssystemet er INDREGULERET saledes, at den regulerede 
st0rrelse (indblresningstemperaturen T1u) netop er 20 oc ved en tilgangstemperatur pa 
luften f0r varmefladen pa Tii = 5 °C. 

Lad os se hvad der sker, nar tilgangstemperaturen momentant stiger 1 oc. Regulatorens 
proportionalband er indstillet (forsigtigt) til Xp = 6 °C. 

Vi sammenligner f0rst indsvingningsforl0bet for den regulerede indblresningstemperatur 
med det tilsvarende indsvingningsforl0b uden regulering, og derefter ses hvordan 
ventilstillingen rendres. 
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Vi ser, at det regulerede indsvingningsforl0b er hurtigere end det tilsvarende uregulerede 
forl0b, samt at den nye stationcme SLUTVJERDI naturligvis bliver mindre, nar reguleringen 
er i drift. 

Proportionalbandet scenkes nu til Xp = 4 ac og vi gentager fors0get under de samme 
forudscetninger som f0r: 
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lndsvingningsforleJbet bliver noget mere uroligt end f0r, og den BLIVENDE AFVIGELSE er 
en anelse mindre. Bem<Erk, at ventilen (den styrbare st0rrelse) nu <Endres kraftigere end i 
f0rste fors0g. 

Lad os gentage fors0get endnu engang, men nu med Xp = 2,35 oc: 
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Nu SVINGER den regulerede indbi<Esningstemperatur med lige store udsving omkring en 
middelv<Erdi - systemet PENDLER. Endnu er der ikke sket nogen katastrofe. Udsvingene i 
indbi<Esningstemperaturen er ikke ret store, men det vil v<Ere uheldigt med et ani<Eg, der 
opf0rer sig pa denne made, da det mekaniske slid pa ventilen vil v<Ere start. 
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Vi kan nu konstatere, at der er en grcense for hvor star en forstcerkning, dvs hvor lille Xp, 

der kan tillades indstillet pa regulatoren, en grcense der ma afhcenge af systemets 
dynamiske egenskaber. 

Vi er nysgerrige, og scenker P-bandet yderligere, nu til Xp = 2 oc: 
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Nu sker der virkeligt noget. Udsvingene i indblcesningstemperaturen bliver st0rre og stmre, 
og der vil til sidst indstille sig en tilstand dikteret af, at ventilen svinger mellem helt lukket og 
helt abent. 

Systemet er USTABILT og ubrugeligt med det aktuelle valg af REGULERINGS
PARAMETRE. 

I de efterf0lgende kapitler vil vi bl.a. unders0ge hvorfor systemet reagerer pa denne made, 
og vi vil fa vcerkt0jer, sa vi kan analysere systemets dynamik og finde stabilitetsgrcenser. Vi 
skal endvidere se, at der er en rcekke "anlcegstekniske" forhold, der skal tages h0jde for 
ved projekteringen af varme- og ventilationsanlceg, for at opna et reguleringsegnet anlceg. 

lnden vi afslutter dette eksempel , skal vi se, at det er muligt at foretage en regulering af 
indblcesningstemperaturen, sa der bade opnas en stabil regulering og en god statisk 
n0jagtighed. 

Styringsudstyret i regulatoren cendres fra P-styring til PI-STYRING. 

Pl-styring star for proportional-integral styring, og uden at ga i detaljer skal blot ncevnes, at 
ventilstillingen nu cendres bade proportionalt med fejlen og proportionalt med integralet af 
fejlen. Der skal indstilles to parametre pa regulatoren: P-bandet Xp og integrationstiden (c1). 

Med startforudscetninger som tidligere kan vi sammenligne systemet med hhv P-styring og 
Pl -styring. Reguleringdparametrene indstilles til: 
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Xp = 6°C ved P-styring (so m f0r), og 

Xp = 8 o samt ,;1 = 100 sekunder ved Pl-styring. 

lndsvingningsforl0bene for hhv indblcesningstemperaturen T1u og ventilstillingen H -ser 
saledes ud: 

SPA IN G A ESP 0 N S 

20 .8 ( 
., P -st y ring 

I , , P 1-s(yring 
20 .6 .J - - -

20 . 4 

20 . 2 

20 

1 9 · 6 oL----c5:":o----,, o~o--:,-:-5~0 -~2 o~o--:2-:-5.,-o -.,..3 o~o--:3-:-5 o--.-"o"='o--4-:-5 o--5::-:'o o 
Tld i sekunder 

SPA IN G A ESP 0 N S 
0 . 5 I ,.--...,---,---.--,----,---,----.--,.----,---, 

0.5 

0 , 4 9 I 

r 0 .4 8 

0. 4 7 

c: 0. 46 . 
> 

0 .4 5 

0 .4 3 

.": · P--siY rin!l - ·-
• ' P 1-s t'y ring 

0 · 4 2 ·oL-_:_5,_o __ ' o'-o--,-'-5-::-o --2 o'-o--:2-'-5-o --3 o'-o--3,._5 o--.-"o"='o--4,._5 o--5-lo o 

Tld i sekunder 

Pl-styringen har saledes den egenskab, at belastningsafvigelsen udreguleres efter en vis 
tid og den regulerede st0rrelse (T,u) antager den 0nskede referencevcerdi. Ventilen kan 
altsa indtage en ny stilling samtidig med, at fejlen er nul - hvilket jo ikke er muligt med P
styring. 
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Kapitel2 DYNAMISKE MODELLER OG SIMULERING . _ 
Opbygning af matematiske modeller og lesningsmetoder 

2.1 Dynamiske modeller 

Ved enhver teoretisk analyse af et termisk systems driftsforhold under varierende 
belastningsforhold er det ne~dvendigt at opbygge matematiske modeller, der beskriver det 
fysiske systems virkemade. Modellerne er ne~dvendige, hvis der skal opnas bedre 

.. .. forstaelse af et systems dynamiske reaktion pa forskellige pavirkninger, hvadenten det 
drejer sig om specielle underse~gelser under designfasen eller som her, at fa indblik i det 
teoretiske grundlag for reguleringssystemers virkemade. 

Matematiske modeller kan opstilles ud fra forskellige metoder: et rent teoretisk grundlag . 
baseret pa fysiske sammenhcenge, eller et rent empirisk grundlag baseret pa 
eksperimenter udf0rt pa eksisterende systemer, eller pa en passende kombination af 
begge metoder. 

Nar modeller opbygges ud fra et rent teoretisk grundlag indgar systemets dynamiske 
forhold primcert gennem de respektive balanceligninger, der kommer til udtryk i de 
grundlceggende fysiske lovmcessigheder, der er gceldende for systemet. For at opstille 

1 1disse balanceligninger opdeles processen eller anlcegget i delprocesser (eller anlcegsdele), 
der er sa simple som muligt. De grundlceggende fysiske love om bevarelse af masse, 
energi eller bevcegelsesmcengde kan herefter anvendes pa delsystemerne, eventuelt 
suppleret med tilstandsligningen eller andre konstitutive love (Fouriers lov om varmeledning 

, e.l.}. For det enkelte delsystem fremkommer saledes et scet af linecere eller ikke linecere, 
ordincere eller partielle differentialligninger, der sammen med randbetingelserne, der dels 
knytter delsystemerne sammen og dels knytter hele systemet sammen med omgivelserne, 
udge~r den matematiske model fcir systemet. 

Hvis der foretages en eksperimentel analyse af et system males de fysiske indgangs- og 
udgangsste~rrelser (input og output), hvorefter de malte ste~rrelser underkastes en 
identifikationsproces der giver det matematiske sammenhceng mellem en eller flere 
indgangs- og udgangsste~rrelser. Modeller af denne type kalde ikke-parametriske, men hvis 
man pa forhclnd kender eller kan antage formen pa systemets modelstruktur, er det muligt 
at opbygge identifikationsprocessen, saledes at der kan foretages en bestemmelse af 
modellens parametre. 

Opstilling af en matematisk model ma scedvanligvis bygge pa en rcekke simplificerende 
forudscetninger for at begrcense modellens kompleksitet, hvorfor 
modelleringsne~jagtigheden er et vcesentl igt problem. Afhcengig af modellens anvendelse 
ma der i hvert enkelt tilfcelde foretages et kompromis mellem en nedre grcense for 
ne~jagtighed og en e~vre grcense dikteret af modellens matematiske kompleksitet. 
Modellerne kan opdeles i modeller med fordelte parametre og i modeller med 
koncentrerede parametre. I modeller med fordelte parametre beskrives det dynamiske 
forl0b ved partielle differentialligninger, mens der i modeller med koncentrerede parametre 
anvendes ordincere linecere eller ikke linecere differentialligninger til at beskrive systemet. I 
mange tilfcelde vil man ofte reducere et system, der oprindelig er beskrevet ved en model 
med fordelte parametre, til en model med koncentrerede parametre fx gennem en 
diskretisering i stedkoordinaten. Modeller med koncentrerede parametre kan ligeledes 
diskretiseres i tiden og dermed beskrives ved en differensligning, der er velegnet til edb
le~sning (numerisk le~sning). 
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Matematisk modellering er saledes lidt af en "kunst", hvor det kan vcere n0dvendigt at 
pmve sig frem, startende med en simpel model der senere kan udbygges i kompleksitet, 
hvis det viser sig n0dvendigt. En grundregel b0r dog altid f0lges, nemlig at den dynamiske 
model altid b0r indeholde den korrekte station cere model. I visse tilfcelde er et system-sa 
hurtigt, eller et delsystem meget hurtigere end resten af systemet, saledes at der kan ses 
bort fra systemets dynamik, hvorfor systemet kan beskrives alene ved sin stationcere 
model. 

I det f0lgende gives nogle eksempler pa opstilling af matematiske modeller for udvalgte 
termiske systemer for at give et indtryk af den arbejdsgang der kan anvendes og de 
·forskellige former af modelstrukturer der opstar. Dette leder samtidigt ind pa 
problemstillingen med l0sning af de opstillede ligningssystemer - eller simulering af 
systemet der beskrives med de opstillede modeller, hvor der gives en introduktion til 

.... analytiske l0sninger og specielt numeriske l0sninger velegnet til edb-behandling. 

2.2 Farste ordens systemer 

I dette afsnit opstilles to simple modeller der beskriver dynamikken for hhv. et 
temperaturmaleelement og for rumtemperaturen i et lokale og der afsluttes med at de to 
systemer kobles sammen. De to modeller vil blive opstillet med samme modelstruktur, 

1 • nemlig som 1. ordens modeller der beskrives ved en ordincer 1. ordens differentialligning, 
men de to modeller adskiller sig vcesentligt ved mcengden af forudscetninger, der ma g0res 
for at holde den dynamiske beskrivelse pa sa simpel en form. 

'' 

2.2.1 Modellering af temperaturf0ler 

Det f0rste simple eksempel vi vil behandle er opstilling af en model for f0lerelementet i en 
temperaturmaler som vist pa figur 2.2.1-1. 

Mass e , m 
1 

Varmefy lde, c
1 

A re a 1, A 
1 

Flow 

T 1(11 
V arm eove rg a n gsla l , u 1 

Figur 2.2.1 -1. Temperaturfeler 

Temperaturf0feren kan reprcesentere kviks0fvkofben i et s0jletermometer eller 
maleefementet i et modstandstermometer, en termistorf0ler eller et termoelement. F0leren 
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har massen m1 I varmefylden Ct og arealet A1. Der er et konvektivt varmeovergangstal a, 
mellem f0lerenl der har temperaturen T1(t) 1 og det omgivende medium med temperaturen 
T1 (t) I hvor t er tiden. 

Antages at der kan ses bort fra temperaturgradienter i f0lermaterialet samt varmeledning i 
f0lerens lrengderetningl kan f0lerens temperatur bestemmes ud fra f0lgende 
varmebalance: 

tEndring i elementets indre energi = summen af tilforte varmestromme 

hvilket giver: 

(2.2.1-1) 

Srettes f0lerens varmekapacitet til C1 = m1c1 og varmeovergangsmodstanden R1 = 1 /a1A1 

kan balanceligningen udtrykkes ved: 

(2.2.1- 2) 

Produktet R1C1 har dimension af tid og udg0r saledes en karakteristisk tidskonstant 1:1 for 
systemetl der her er beskrevet med en f0rste ordens ordinrer differentialligning. 

(2.2.1- 3) 

Ligningen beskriverl hvordan den afhrengige variable T1(t) (udgangsst0rrelsel responsl 
output) afhrenger af den uafhrengige variable T1(t) (indgangsst0rrelsel pavirkning l input) 
som funktion af tiden. Det bemrerkes at under stationrere forhold (dT1(t)/dt = 0) er T1 = T" 
f0lerens statiske karakteristik. 

Fysiske systemer der kan beskrives gennem en matematisk model der er en 1. ordens 
differentialligning kaldes systemer af 1. orden. 

Med kendskab til det matematiske udtryk for pavirkningsfunktionen T1(t) kan responsen 
T,(t) bestemmes gennem en analytisk l0sning af differentialligningen med kendt teknik: 

(2.2.1- 4) 

hvor T1(0) er f0lereelementets temperatur til tiden t = 0 (begyndelsesbetingelsen). 

Eksempel 2.2.1-1. Et f0lerelement har i lang tid haft temperaturen T1 = 20 oc og 
nedsrenkes (pludseligt) til tiden t = 0 i en beholder med den konstante temperatur T1 = 40 
oc. Beregn og optegn f0lertemperaturen som funktion af tidenl nar f0leren (under disse 
omstrendigheder) har tidskonstanten 1: 1 = 1 0 sec. 



18 

LBsning. Den pavirkning temperaturf0leren udscettes for kan beskrives ved en funktion 
der er konstant for tider t < 0, til tiden t = 0 sker et momentant spring (her pa 40 - 20 = 20 
oq og for t > 0 har funktionen en konstant vcerdi. Denne funktionstype har faet et specielt 
navn: en springfunktion eller blot et spring og denne anvendes hyppigt ved unders0gelser 
af dynamiske systemers reaktion der tilsvarende bencevnes springrespons. 

Ved anvendelse af (2.2.1-4) med T1(0) = T1 = 20 oc og T1(t) = T1 = 40 oc fas : 

I I 

T
1 

( t) = T
1 

e ' 1 + ~ (1 - e ' 1 ) = 20e -ill + 40(1 - e -ill ) 

De numeriske beregninger og optegning af grafen foretages i MATLAB med f0lgende 
.... beregningssekvens: 

I , 

t = 0:50; 

Tf = 20*exp(-t/10) + 40*(1-exp(-t/10)); 

plot(t,TJ), grid 

~ 35 

1-

~ 30 . 
~ 

E . 
1- 25 I I I 0 I I I I 0 -- -- - -- - ------ - - ---------------

I I I I 1 I I I 0 

2 0 • • j • • • I • • • 1 • • • ,• • • , • • • j • • •, • • •, • • • I • • • 

15 o'-----:'----:,'::-o ---', 5:----:2:'::-o --::'2 s:---3:'::-0--::'3 5:---,:'::-o -"C", s=-------='5 o 

Tld t [s ecj 

Figur 2.2.1-2. Springrespons for temperaturff)ler. 

Pa figuren er indlagt tangenten i begyndelsespunktet, der skcerer asymptoten (T1 = T1 = 40 
oq efter en tid svarende til tidskonstanten 'tt . 

Funktionsvcerdien til tiden t = 'tt bliver: 

T1 ( r 1 ) = 20 + ( 40 - 20)(1- e -J) = 20 + ( 40 - 20) · 0.632 

f0lertemperaturen er saledes naet 63,2% af sin endelige cendring efter en tid svarende til 
tidskonstanten. 

Hvis f0leren i dette eksempel havde vceret tilsluttet en (kalibreret) x-t-skriver, ville man fa 
en registrering af den malte temperatur svarende til grafen i figur 2.2.1-2, og ved at 
indlcegge tangenten i begyndelsespunktet samt asymptoten som vist, vil man saledes 
kunne bestemme f0lerens tidskonstant. 
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I mange tilfcelde, fx ved behandling at reguleringssystemer, er det ikke n121dvendigt at 
bestemme det "absolutte" forl121b at systemets indsvingningen efter en cendring i 
pavirkningen, men kun cendringens stmrelse ud fra begyndelsestilstanden. I sadanne 
tilfcelde er det hensigtsmcessigt at omskrive den matematiske model, saledes at de 
variable kun udtrykker cendringen fra en vilkarlig stationcer begyndelsestilstand. 

Med udgangspunkt i modellen (2.2.1-3) indf121res et nyt scet variable givet ved: 

11T1 (t) = 

. "117; (t) = 

T1 (t) - T1 (0) 

I; (t) - T1 (0) 
(2.2.1.-5) 

. .. lndscettes dette scet af variable i (2.2.1-3), og erindres at under stationcere forhold er T1 (0) 
= T1(0), far modellen f121lgende udseende: 

I I 

d11T1 (t) 
r1 dt = 11T;(t) -11T1 (t) (2.2.1- 6) . 

Deter saledes meget enkelt at cendre modellen, saledes at den beskriver cendringer, idet 
alle de indgaende variable i den oprindelige model blot udskiftes med deres 
cendringsvcerdier. Begyndelsesvcerdierne bliver nu meget simple idet !lT1(0) = !lT1(0) = 0. 

2.2.2 Rummodel 

, Her skal opstilles en model, der beskriver rumtemperaturens cendring i afhcengighed at de 
termiske belastninger, der pavirker rummet. Da dette termiske system er yderst komplekst 
pa grund af varmeakkumulering i de omgrcensende bygningskonstruktioner, opstilles 
modellen med sa kraftige forenklinger som overhovedet muligt, nar der skal tages hensyn 
til en vis varmeakkumuleringseffekt i systemet. Der vil i andre sammenhcenge vcere rig 
mulighed for at diskutere dette system i detaljer, sa derfor arbejdes videre med denne 
model , der altsa ikke er "den korrekte model", men en model der viser noget principielt, 
som vi har brug for i 121jeblikket. 

Systemet der behandles er vist pa nedenstaende skitse: 

B 
" T 

1
{1) - !-<· T u(l) 

c 
' •1• , (1 ) 

•l•b(l) T r-q 
I 

Figur 2.2 .2-1. Radiatoropvarmet rum. 
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AI varmeakkumulering henf121res til rumtemperaturen Tr(t) gennem varmekapaciteten Cr. 
rummets varmetab angives ved en varmetabsfaktor Bu til udetemperaturen Tu(t). Rummet 
tilf0res varmestmmmen <l>b(t) fra diverse termiske belastninger og varmestmmmen <l>r(t) 
fra radiatoren. En varmebalance for rummet giver: -

(2.2.2 -1) 

lndf121res rummets tidskonstant ved 'tr = Cr/Bu fas f121lgende model til bestemmelse af 
rumtemperaturen: 

(2.2.2- 2) 

Modellen angiver rumtemperaturen som funktion af de tre pavirkninger 
(indgangsst121rrelser) <l>r(t) , <l>b(t) og T u(t). Under station<Ere forhold fas de statiske 
karakteristikker: 

_l 1 
T = --<I> +-<I> + T 

r B r B b u 
u u 

(2.2.2- 3) 

I J 

.tEndres en eller flere af pavirkningerne vil ogsa den afh<Engige st0rrelse <Endres, hvilket 
under station<Ere forhold kan udtrykkes ved: 

'' 

(2.2.2- 4) 

der betegnes som den statiske forstrerkning mellem den uafh<Engige variable og den 
pag<Eidende pavirkning. 

2.2.3 Sammenkobling af to 1. ordens systemer 

Med udgangspunkt i de to modeller der i det foregaende er beskrevet for hhv. 
f0lertemperaturen og rumtemperaturen, vil vi nu unders0ge, hvordan vi kan bestemme 
f0lertemperaturen hvis f0lerelementet placeres i rummet. Modellen for f0leren beskriver 
hvordan f1211ertemperaturen <Endres, nar temperaturen der omgiver f0leren <Endres, men 
den omgivende temperatur er nu rumtemperaturen, der <Endres nar de termiske 
belastninger pa rum met CEndres. Dette sammenh<Eng kommer direkte til udtryk gennem de 
to modeller: 

(2.2.1 - 3) 

(2.2.2- 2) 

hvor det sammensatte system saledes ma udtrykkes ved to samh0rende 1. ordens 
differentialligninger. 

Dette system af ligninger kaldes en tilstandsbeskrivelse (pa engelsk state-space 
representation) idet de afh<Engige variable beskriver tilstanden internt i systemet. Denne 
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form giver visse fordele, nar der er behov for numeriske l0sningsmetoder, som det senere 
skal ses. 

Det er imidlertid muligt direkte at bestemme f0lertemperaturens afhrengighed af de 
termiske pavirkninger pa rummet ved at eliminere rumtemperaturen (T1 = Tr) i f0lerens 
balanceligning (2.2.1-3) under anvendelse af rumbalancen (2.2.2-2) . For at g0re dette m a 
(2.2.1-3) dog bringes pa en form, hvor den afledte af rumtemperaturen (dTr/dt) indgar. 
Kaldes ligning (2.2.1-3) for F kan denne operation g0res pa f0lgende made: 'trdF/dt + F 
hvilket giver: 

og indsrettes (2.2.2-2) heri fas: 

d 2 T1 (t) dT1 (t) 1 1 
r,r1 2 +(r, +r1 ) d +T1 =-<I\(t)+B<I>b(t)+T;, (t) 

& t ~ u 

Systemet er nu beskrevet ved en 2. ordens differentialligning eller en 2. ordens model. 

' ,2.2.4 Sammenfatning 

I det foregaende er behandlet nogle eksempler pa termiske systemer, hvor der kan 
anvendes modeller med koncentrerede parametre, saledes at systemets dynamik kan 

' · udtrykkes gennem en n. ordens ordinrer differentialligning, der harden generelle form: 

d');(t) d"-1y(t) dy(t) d 11 f(t) df(t) . 
---'--dt~n'--+R,-1 dt"-1 +· ·+Jl_d_t_+f!Jy(t) =qn dt" +·· +ql-d_t_+qof(t) 

(2.2.4 -1) 

hvor y(t) er udgangsst0rrelsen (den afhrengige variable) og f(t) er pavirkningen (den 
uafhcengige variable). Vi har da en model der beskriver et system af 1., 2. eller h0jere 
orden. 

Det blev endvidere vist, at to samh0rende 1. ordens differentialligninger leder frem til en 2. 
ordens differentialligning til direkte bestemmelse af den ene af udgangsst0rrelserne 
gennem en eliminering af den anden udgangsst0rrelse. Generaliseres dette princip kan n 
samh0rende 1. ordens differentialligninger altsa reprresentere en n. ordens 
differentialligning, og omvendt vil en n. ordens differentialligning kunne opl0ses i et system 
af n samh0rende 1. ordens differentialligninger. Denne opl0sning er dog ikke unik, men 
afhrenger af hvilke mellemvariable eller tilstandsvariable der vrelges under opl0sningen. 
Vi har dermed en tilstandsbeskrivelse for systemet, der generelt angives ved f0lgende 
matrix-skrivemade: 

x ' = Ax + bf(t) 

y = CT X + df(t) 

hvor: 

(2.2.4- 2) 
(2.2.4- 3) 



22 

x'= x' og X= XI 1 
(2.2.4- 4) 

I x, x, 

A = an aln og b = bl (2.2.4- 5) 

a,J a,ll bll 

-~T =[cl ell ] (2.2.4- 6) 

Som tidligere nrevnt afhrenger koefficientmatricerne (A,b,c,d) af hvordan opl0sningen af 
·· differentialligningen foretages og nedenfor angives en af de mulige opskrifter til beregning 
at koefficienterne (denne opstilling anvendes bl.a. i MATLAB og betegnes inden for 
reguleringsteorien som den styrbare kanoniske form). 

x'= -Pil-l - Pll-2 - P1 - Po X+ 1 f(t) 

1 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 
(2.2.4- 7) 

y = (Cq,_J- q,p,_J) (q,_2 - q,p,_2) .. . (ql -q,pl) (qo -q,po)}+q,J(t) 
I/ 

2.3 Laplacetransformation . 

Vi har nu set pa opstillingen af nogle simple dynamiske modeller beskrevet ved ordinrere 
linerere . differentialligninger, der angiver virkningssammenhrenget mellem en eller flere 
indgangsst0rrelser og en udgangsst0rrelse, hvorefter vi kan vende os mod l0sningen af 
ligningerne eller simuleringen af systemerne. Bade af hensyn til l0sning af 
differentialligningerne og af hensyn til sammensretning af flere delsystemer til et samlet 
system er det hensigtsmressigt at have et regneredskab, der forenkler manipulationen med 
differentialligninger til simplere regningsarter. Dette kan opnas gennem en Laplace
transformation af differentialligningen, der herved omdannes til en algebraisk ligning i en ny 
variabel s. Den transformerede til l0sningen til differentialligningen findes herefter ved 
simple algebraisk regning i s-omradet (Laplaceomradet) , og sluttelig findes l0sningen til 
differentialligningen ved en tilbagetransformation til tidsomradet. 

2.3.1 Regneregler for Laplacetransformation 

Laplacetransformation af en funktion f(t) er defineret ved f0lgende operation: 

L{f(t)} = J f(t)e- sl dt = F(s) (2.3.1-1) 
0 

hvor s er Laplaceoperatoren. Funktionen F(s) kaldes den Laplacetransformerede af f(t). 
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Der er naturligvis knyttet en rcekke betingelser til funktionen f(t), for at den kan 
transformeres, hvoraf de vigtigste er: 

1) funktionen f(t) skal vcere stykkevis kontinuert for t > 0, og 

2) integralet i (2.3.1-1) skal kunne udregnes, altsa have en grcensevcerdi fort~ oo. 

Det kan i 0vrigt vises, at transformationen er entydig, men vi vil ikke her beskceftige os med 
eksistens- eller entydighedsbeviser men kun fremdrage nogle nogle af regnereglerne, der 
alle bygger pa definitionsligningen (2.3.1-1). 

Den vigtigste regneregel er knyttet til transformation af en differentialkvotient f' (t): 

L{f'(t)}= If'(t)e-st dt=lf(t)e-stl;- IJ(t)(-se-s1 )dt 
0 0 (2.3.1- 2) 

= - f (0) +si f (t)e-st dt = sF(s)- f (0) 
0 

hvor f(O) = f(t=O) hvilket er funktionen f(t)'s begyndelsesvcerdi. 

Hermed er den s0gte enkle regneoperation for en differentialkvotient pavist. 
1 1 Differentiationsreglen kan hurtigt udvides ved gentagen anvendelse af (2.3 .1-2): 

L{f "(t)} = sL{f 1 (t)} - f 1 (0) = { sF(s)- f (0)]- f 1 (0) = s 2 F(s) - sf (0)- f 1 (0) 

(2.3.1- 3) 

Den Laplacetransformerede til en differentialkvotient indeholder saledes alle 
begyndelsesvcerdierne, hvilket g0r denne transformation scerlig velegnet til l0sning af 
"begyndelses-vcerdiproblemer". Scerligt simpelt er det, hvis alle begyndelsesvcerdier er nul, 
hvilket betyder at systemet starter i en stationcer ligevcegt. 

Laplacetransformationen er en linecer operation hvilket ses af: 

Lf.pf (t)tbg(t)}= J (af (t)+bg(t))e-s1dt =a If (t)e- st dt+b I g(t)e-st dt =aF(s)+bG(s) 
0 0 0 

Eksempel 2.3.1-1. Bestem den Laplacetransformerede til en konstant k. 

LDsning. Konstanten k kan opfattes som en funktion af tiden ved at antage: f(t) = k for t 2: 0 
og f(t) = 0 for t < 0. Dette svarer til en trinfunktion eller en springfunktion, hvor 
funktionsvcerdien cendres momentant til tiden nul. Defineres et enhedsspring som u(t} = 1 
fas k = ku(t) og den Laplacetransformerede er saledes: 

00 00 

11 loo k L{k} = Iku(t)e-s1dt = kii·e-s1dt = k--e -st _ 
0 0 s 0 s 

Heraf ses at den transformerede til et enhedsspring u(t) = 1 er L{u(t)} = 1 /s . 

••• 



Eksempel 2.3.1-2. Find den Laplacetransformerede til funktionen f(t) = exp(-at). 

Lesning: Funktionen indsrettes i definitionsligningen (2.3.1-1) og der fas: 
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Omvendt, hvis vi finder at F(s) = 1/(s+a), saved vi at f(t) = exp(-at), idet denne funktion jo 
netop har F(s) som Laplacetransformeret. 

Funktionen exp(-at) spiller en stor rolle ikke alene ved l121sning af differentialligninger men 
ogsa som grundlag for definition at andre funktioner som fx hyperbolske og trigonometriske 

.. .. funktioner og dermed for disse funktioners transformerede. 

Den Laplacetransformerede til sinh(at) er saledes: 

1 t at 1 1 1 a 
L{sinh(at)} = L{-(ea - e- )} = -

2 
(----) = 2 2 -- 2 s-a s+a s -a 

Da cosh(at) = (1/a)d(sinh(at))/dt giver differentiationsreglen L(cosh(at)} = s/(s2
- a2

). 

1, Udtrykkes de trigonometriske funktioner v.h.a. Euler formlerne: 

eiv = cos(v) + i sin(v) 

e-iv = cos(v)- i sin(v) 

fas: 

hvor i =n 

eiv - e-iv 
sin(v)."' ---

sinh(iv) 

2i i 
eiv + e-iv 

cos(v) = 
2 

= cosh(iv) 

Den laplacetransformerede til sin(at) bliver derfor: 

1 . . 1 1 1 a 
L{sin(at)} = L{-. (ewt - e-•at)} = --:-(--. ---. ) = 

8
2 + a2 

2z 2z s - La s + za 

Den transformerede til cos(at) findes igen ved anvendelse at differentiationsreglen idet 
cos(at) = (1/a)d(sin(at))/dt hvorfor L{cos(at)} = s/(s2 + a2

) . ... 
Forsinke/sesreglen. Lad der vrere givet en funktion f(t) hvor f(t) = 0 for t < 0. 
Parallelforskydes denne funktion t0 tidsenheder i tidsaksens retning, d.v.s. at funktionen 
forsinkes t0 tidsenheder, hvorved den kan udtrykkes ved f(t - t0) hvor funktionsvrerdien er 
nul fort< t0 , svarer til at den Laplacetransformerede til f(t) multipliceres med exp(-t0s): 

L{f (t- t
0

)} = e-tos F(s) 
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5/utvcerdireg/en. Grcensevcerdien af f(t) for t __,. oo kan findes direkte i Laplaceomradet, 
uden at foretage en tilbagetransformation, gennem fe~lgende grcenseovergang: 

lim(f(t)) = lim(sF(s)) 
t---+co s-+0 

Begyndelsesvcerdireglen. Angiver hvordan begyndelsesvcerdien for funktionen f(t) kan 
findes direkte af den Laplacetransformerede: 

lim(f(t)) = lim(sF(s)) 
t-+0 s-+oo 

I tabel 2.3.1-1 opsummeres regnereglerne for Laplacetransformation og der er desuden 
angivet de vigtigste funktioner og deres Laplacetransformerede. 

Tabel2.3.1-1. Regneregler og Laplacetransformerede. 

CO 

L{f (t)} = J f (t)e-st dt = F(s) 
- - 0 

L{f '(t)} = sF(s)- f(O) 

L{f <"\t)} = s" F(s)- s"-1 f (0)-· · ·- f (n-
1
) (0) 

I 1 11L{j f (t)dt} =-F(s) 
0 s 

L{af (t) + bg(t)} = aF(s) + bG(s) 

, L{f(t- t0 )} = e-tos F(s) 

lim (f (t)) = lim (sF(s)) 
t~co s~o 

lim (f (t)) = lim (sF(s)) 
t~O s~co 

f(t) F(s) f(t) F(s) 

1 a 
u(t) = 1 - sinh(at) 

s 2 2 s -a 
k s 

k - cosh( at) 
s s2 - a2 

1 a 
t - sin( at) s2 s2 + a2 

n! s 
t" - cos( at) s"+l s2 + a2 

1 b --e-at -
s+a e-at sin( bt) (s+a)2 +b2 

1 s+a 
te -at 

(s + a) 2 e-at cos(bt) (s+a)2 +b 2 

n! 1 1 ( -at -bt) t''e-at (s+a)"+1 -- e -e 
b-a (s + a)(s +b) 

1 1 

~ ..Js 
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2.4 Lasning af differentialligninger ved Laplacetransformation 

Vi vil nu gennemga teknikken for le~sning af en ordinrer differentialligning v.h.a. 
Laplacetrans-formation. Proceduren kan opdeles i fe~lgende tre trin: 

1) Differentialligningens enkelte led transformeres og begyndelses-vrerdier indsrettes, 

2) den transformerede til den afhrengige variable isoleres, 

3) le~sningen transformeres tilbage til tidsomradet. 

2.4.1 LBsning af 1. ordens differentialligning 

Som eksempel tages en simpel 1. ordens differentialligning hvor le~sningsfunktionen 
kendes i forvejen: 

dy(t) 
i --;j( + y(t) = Kf (t) rned begyndelscsbetingelsen y(O) = y0 (2.4.1-1) 

hvor,; er en karakteristisk tidskonstant og K en konstant. 

Pavirkningsfunktionen f(t) er et enhedsspring til tiden nul, altsa f(t) = u(t), men i de f0rste 

1 trin af le~sningsproceduren i dette eksempel vil vi af principielle grunde blot lade f(t) sta for 
1 
en vilkarlig funktion. 

Differentialligningen Laplacetransformeres v.h.a. regnereglerne i tabel 2.3.1-1 (trin 1) 

dy(t) 
· , LL{-} + L{y(t)} = KL{f (t)} 

dt 
-r;(sY(s)- y 0 ) + Y(s) = KF(s) 

Den transformerede Y(s) kan nu isoleres (trin 2) 

K 1Yo 
Y(s) = --F(s) + --

1 rs+1 rs+ 
(2.4.1- 2) 

I princippet udtrykker h0jre side af (2.4.1-2) den Laplacetransformerede le~sning til 
differentialligningen (2.4.1-1). Denne har saledes samme form, uanset hvilken funktion f(t) 
der pavirker systemet, med et karakteristisk nrevnerpolynomium der alene afhrenger af 
differentialligningens venstre side. 

Det er nu ne~dvendigt at indsrette den Laplacetransformerede til pavirkningen, der i dette 
eksempel er f(t) = u(t) hvorfor F(s) = 1/s 

K 1Yo 
Y(s) = +--

s( rs + 1) rs + 1 (2.4.1- 3) 

lnden tilbagetransformationen til tidsomradet kan foretages (trin 3), made enkelte bmker i 
(2.4.1-3) bringes pa en form, sa de alle kan findes i tabellen over Laplacetransformerede 
funktioner (tabel 2.3.1-1). Specielt m a br0ker, der indeholder operatoren s i he~jere orden 
end fe~rste, dekomponeres til sa lav orden som muligt gennem en partialbmkudvikling. 

F0rste led i (2.4.1-3) omskrives pa fe~lgende made: 



1 A 1 A2 1 T 1 1 
=-+--=----=----

s('rs + 1) s TS + 1 s rs + 1 s 1 
s+

r 
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(2.4.1-3) kan herefter skrives pa formen 

1 1 Yo 
Y(s)=K(----)+-

s 1 1 (2.4.1- 4) 
s+- s+-

r r 

Hvert led i (2.4.1-4) transformeres nu tilbage v.h.a. tabellen, saledes at l0sningen bliver 

- -
y(t) = K(1- e ") + y0e " (2.4.1- 5) 

hvilket er identisk med den l0sning der findes efter (2.2.1-4). 

Eksempel2.4.1-1. Bestem l0sningen til differentialligningen (2.4.1-1) for f(t) = Min(wt) nar 
begyndelsesbetingelsen er y(O) = 0. Vinkelfrekvensen w er givet ved w = 2:n/tp , hvor tp er 

•,svingningstiden, og f:J. er svingningens amplitude. 

LDsning: Pavirkningen f(t) Laplacetransformeres og indscettes i (2.4.1-2) hvilket giver 

K w 1 
Y( s) = 2 2 f1 = Kf1w --------

rs+1s +W (rs+1)(s-iw)(s+iw) 

Udtrykket dekomponeres i partialbreker at formen 

. · A1 A21 A22 
Y(s) = K!::.w(--+ . +-.-) 

TS + 1 S - lW S + lW 

Konstanterne A i partialbmkerne er bestemt ved 

1 1 
A1 = 1 1 1 = 2 

) ( )
2 2 1+(wr) (---iw)(--+iw - +w 

T T T 

1 1 1- iwr 1 1 
A - - -- - -- e io, hvor 0

1 
= arctg( -OJT) 

21 
- (iwr + 1)2iw - 2iw 1 + (wr) 2 

- 2iw ~1 + (wr) 2 

1 1 1 + iwr 1 1 ;8 A = --- --- e 2 hvorO =arctg(wr) 22 
( -iwr + 1)( -2iw) 2iw 1 + (iwr) 2 2iw ~1 + (wr) 2 2 

Scettes 61 = arctg(-un;) = cp bliver 62 = -arctg(-un;) = -cp og den transformerede til Y(s) far da 
f0lgende form: 

OJT
2 1 1 1 . 1 . 1 

Y(s) = Kf1( 2 + (e"" --- e-up )) 
1+(wr) rs+1 2i ~1+(wr) 2 s-iw s+iw 

Herefter kan de enkelte led tilbagetransformeres, hvilket giver: 
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OJT: -
1 K/1 1 

y(t)=K/1 2e'+ 2l.(eicpeiwc _e-i cp e-iwt) 
1+(wr) ~1+(wr) 2 

OJT: -
1 K/1 1 

y(t) = K/1 2 e ' + 2z' (ei(wt+cp) - e-i(wt+cp) ) 
1 + (wr) ~1 + (wr) 2 

OJL _t K/1 
y(t)=K/1 ( ) 2 e '+ 1 sin(wt+cp) hvorcp=arctg(-wr) 

1 + wr \11 + (wr) 2 

Det er karakteristisk, at l0sningen bestar af to dele: y(t) = Ytrans + Yper hvor det f0rste 
transiente led d0r ud med tiden (virkningen er forsvundet efter en tid pa 4 - 5 gange 

.. .. tidskonstanten 1:) mens det andet periodestationmre led fortscetter med at svinge, sa lcenge 
f(t) pavirker systemet, og svingningerne har samme vinkelfrekvens w som pavirkningen. 

Udgangssvingningens amplitude er cendret i forhold til pavirkningens amplitude 6. og 
amplitudeforholdet AR er 

K 
AR - --:r==== 

- ~1+(wr) 2 (2.4.1- 6) 

11 

Udgangssvingningen er ogsa faseforskudt med vinklen cp i forhold til pavirkningen, hvilket 
svarer til en tidsmcessig forskydning pa t0 = cp/w. Faseforskydningen er 

cp = arctg( -wr) = -arctg( wr) eller tidsforskudt t = !!!_ = .!!!_ t 0 w 2n P 
(2.4.1- 7) 

Da faseforskydningen i dette tilfcelde er negativ, er udgangssvingningen forsinket i forhold 
til pavirkningen. 

Af (2.4.1-6 og 7) ses at jo hurtigere pavirkningen svinger d.v.s. jo st0rre vinkelfrekvens w 
eller jo mindre periodetid tp des mere dcempes udgangssvingningens amplitud og des mere 
faseforskydes svingningen. Samme virkning har systemets tidskonstant 1:, idet jo st0rre 
denne er des mere dcempes og faseforskydes udgangssvingningen i forhold til 
indgangssvingningen. Af (2.4.1-7) ses at faseforskydningen i dette tilfcelde h0jst kan blive 
n/2 svarende til en tidsforskydning pa 1/4 af svingningens periodetid tp. 

lndsvingningsforl0bet for y(t) er optegnet i nedenstaende figur 2.4.1-1 med f0lgende 
talvcerdier indsat: 

K = 1, 1: = 10 tidsenheder, 6. = 1 og w = 0.1 (rad/tidsenhed) svarende til en 
periodetid pa tp = 2n/w = 20n tidsenheder. 

Med WL = 1 er koefficienterne i ligningen for y(t) hurtigt bestemt, og 
faseforskydningen er cp = -arctg(1) = -n/4. 

I MATLAB-notation ser beregningerne ud som f0lger: 

w = 0.1 ; T = 1 0; t = 0:200; 

f = sin(w*t); 

y = (1/2)*exp(-t/T)+(1/sqrt(2))*sin(w*t-pi/4) ; 

plot(t,f,t,y), grid 
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Figur 2.4.1-1 . Sinusrespons for et fersteordens system . 

••• 

2.4.2 Sammenfatning 

1 1 
Med udgangspunkt i den generelle n. ordens ordinrere differentialligning angivet i (2.2.4-1) 

d'}(t) d"-1y(t) dy(t) d" f (t) df (t) 
dt" +JJ,,_J dt"-1 +·. ·+fld(+AJY(t) = q" dt" +· . ·+q1 dt + qof(t) 

(2.2.4 -1) 

vil vi n!J .torudsrette, at alle begyndelsesvrerdier er nul d.v.s. 

yc"- 1>(0) =· · ·= y'(O) = y(O) = 0 og f c"-1\0) =·· ·= f'(O) = f(O) = 0 

Herefter kan (2.2.4-1) Laplacetrans.tormeres og l0ses med hensyn til Y(s) hvilket giver 

(2.4.2 - 1) 

hvor H(s) er en karakteristisk .tunktion af Laplaceoperatoren s, der alene er bestemt ud fra 
koefficienterne i differentialligningen (2.2.4-1). H(s) spiller en vresentlig rolle inden for 
reguleringsteorien, idet denne pa entydig made karakteriserer systemets dynamiske 
egenskaber, uanset hvilken pavirkning F(s) der virker pa systemet. H(s) kaldes systemets 
overforingsfunktion men bemrerk, at denne betegnelse kun anvendes i tilfrelde hvor alle 
begyndelsesvrerdier er sat til nul. 

lndsrettes F(s) i (2.4.2-1) , hvor F(s) for almindelige funktioner ogsa udg0r en 
polynomiebmk, haves den transformerede till0sningen, og der kan transformeres tilbage til 
tidsomradet. Problemet med at anvende Laplacetransformation til l0sning af 
differentialligninger fremgar klart af (2.4.2-1) hvor man ender med en bruden rational 
funktion, der ma opspaltes i simple bmker, for at tidsfunktionen kan findes i tabel 2.3.1 -1. 
Metoder til denne dekomponering fremgar af det f0lgende afsnit. 
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2.5 Tilbagetransformation. Partialbrakudvikling 

I mange tilfcelde er det muligt at fa en f0rste bed0mmelse af et dynamisk systems opf0rsel 
alene ud fra kendskabet til systemets karakteristiske overf0ringsfunktion i Laplaceomradet, 
men den fulde fysiske forstaelse af systemets reaktion opnas scedvanligvis f0rst nar 
responsen transformeres tilbage til tidsomradet. Denne tilbagetransformation betegnes ofte 
ved: 

L -J {F(s)} = f (t) 

Hvis den transformerede F(s) fremgar af tabel 2.3.1-1, er det en enkel sag at foretage 
tilbagetransformationen, men er dette ikke tilfceldet, er det n0dvendigt at dekomponere F(s) 

.... til sa simple udtryk, at de kan findes i tabellen. Der ma foretages en partialbr0kudvikling. 

11 

2.5.1 Partialbrekudvikling 

Normalt vil F(s) fremsta som en bruden rational funktion i Laplaceoperatoren s 

B(s) bmsm +· · +b1s + b0 
Y(s) = -( ) = " 11-1 A s s + a

11
_ 1s +· · ·+a1s + a0 

(25.1-1) 

Hvis tcellerpolynomiets grad m = n kan der fraspaltes en konstant (bm) ved division, men for 
de fleste fysiske systemer er n > m hvilket forudscettes i det f0lgende. 

Ncevnerpolynomiet bringes pa faktorform ved at bestemme de n r0dder (paler) der er i 
ligningen A(s) = 0. Det erindres at der altid er n r0dder i et n. grads polynomium, reelle 
og/eller komplekse, og hvis der er komplekse r0dder, forekommer de altid parvis 
konjugerede. En rod kan endvidere forekomme som q-dobbelt rod. Betegnes r0dderne 
med Pi kan A(s) princippielt bringes pa formen 

(25.1- 2) 

og polynomiebr0ken (2.5.1-1) kan da opspaltes pa f01gende made 

B(s) C1 Cq K1 K2 K"-q 
--=--+··+ +--+ +"+ 
A(s) s- p (s- p)q s- p1 s- p 2 s- P"-q 

(25.1- 3) 

hvor C'erne og K'erne er konstanter. 

Konstanterne C og K (residualerne) bestemmes pa f0lgende made: 

Ved flerdobbelt rod 

Cq = lim[(s- p)q B(s)] 
s-p A(s) (25.1- 4) 

C -1· []._ dk [(s- )q B(s)]l fior k = 1,· · ·,(q -1) 
q-k- !~ k! dsk p A(s) (25.1- 5) 

de enkelte led transformeres tilbage efter tabel 2.3.1-1 og giver 
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c 1 
L-1 { m }=C tm-

1 
pc for m=1,- ·· ,q 

(s-p)m m(m-1)! e 

Ved enkeltredder 

(25.1- 6) 

Transformeres disse led tilbage fas 

K . 
L - 1 { 1 } - K P/ .. - .e 

s- p j 1 

Ved komplekse redder bestemmes konstanterne som ved enkeltmdder. Konstanterne er · 
ogsa komplekse og parvis konjugerede som mdderne. Hvis r0dderne er Pk1 = a + i~ og Pk2 

= a - if3 _giver (2.5.1-6) 

B(a +if3) 1 1 B(a +if3) 1 1 io 
K = =-- =--Me 

k l [a+ if3- (a- if3)]AR (a+ if3) 2i f3 AR (a+ if3) 2i {3 

K = B(a-if3) =-_!_~ B(a-if3) =-_!_~Me-io 
1

' k
2 [a-if3-(a+if3)]AR(a-if3) 2i {3 AR(a-if3) 2i f3 

hvor 

M= B(a + if3) B(a- if3) 

AR(a+if3 AR(a-if3) 

.. 
Transformeres disse to led tilbage til tidsomradet fas 

_!_~Me'oe (a+if3) c _ _!_~Me -io e (a-i f3)c = 

2i f3 2i f3 

~Meal ;i (ei (f3 r+o)- e - i( f3r +c5) ) = ~Me at sin(f3t +D) 

De komplekse r0dder giver saledes anledning til et svingende led. 

Eksempel 2.5.1-1. Bestem tidsfunktionen til den transformerede 

11s + 28 

Lesning: Det ses umiddelbart at S= -2 er dobbeltrod, og s = -5 er enkeltrod. Y(s) opspaltes 
efter (2.5.1-3) hvilket giver 
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lls + 28 C1 C2 K1 Y(s)- - --+ +--
- (s+2) 2 (s +5)- s+2 (s+2) 2 s+5 

Herefter bestemmes koefficienterne 

. lls + 28 c2 = hm[ ] = 2 
s---+ -2 S + 5 

·(\ = lill - = liD[ 2 = 3 1. [d (lls+28)] l· (s +5)11-(lls+28) 
s---+-2 ds S + 5 s---+-2 ( S + 5) 

. lls + 28 
·· ·· K l = hm[ 2 ] = -3 

s---+ -5 (s + 2) 

Vi har dermed 

hvor hvert enkelt led nu kan tilbagetransformeres til 
I I _ 

y(t) = 3e -21 + 2te -21 
- 3e - ) I = (3 + 2t)e -21 

- 3e - St 

, , Partialbmkudviklingen kan foretages i MATLAB med funktionen residue (se appendiks 1), 
hvor tceller- og ncevnerpolynomiernes koefficienter skal an gives pa form en (2.5.1-1). 
Multiplikation af to polynomier kan foretages med funktionen conv. Beregningsgangen for 
ovenstaende eksempel ser da saledes ud: 

A= corw([1 2],[1 2]) multiplikation af (s+2)(s+2) 

A= 4 4 

A = conv(A,[1 5]) 

A= 9 24 20 

[r,p] = residue([11 28],A) 

faktor (s+5) ganges pa 

koefficienterne i A(s) 

Vektor r indeholder konstanterne (residualerne) partialbmkudviklingen og vektor p 
indeholder polerne (r0dderne i A(s)) 

r= 

-3.0000 (= Kl) 

3.0000 (= C1) 

2.0000 (= C2) 

P= 
-5 .0000 

-2.0000 

-2.0000 

Ved dobbeltmdder kommer koefficienterne i stigende orden. 

Der fas naturligvis de samme mdder og partialbmkskoefficienter som tidligere fundet. 

... 
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2.6 Numerisk l.0sning , 

I mange tilfrelde er de matematiske modeller sa komplicerede, at analytiske l0sninger 
bliver meget besvrerlige at arbejde med, eller der skal findes l0sninger for pavirkninger, der 
ikke kan beskrives analytisk pa rimelig enkel made, hvorfor det er 0nskeligt, at l0sningen 
kan findes gennem edb-beregninger. Men dette kan naturligvis kun lade sig g0re, hvis vi 
gar over til numerisk l0sning eller en numerisk simulering af det dynamiske system. 

AI numerisk simulering bygger pa at differentialligningen omskrives til en differensligning, 
hvilket f0rst og fremmest betyder, at vi kun far oplysninger am l0sningen til forud valgte 

·ttdspunkter, altsa at tiden diskretiseres. 

Vi skal nu se, at denne proces altid kan f0res tilbage til l0sning af et sret af 1. ordens 
differentialligninger. 

2.6.1 Numerisk l0sning af 1. ordens differentialligning 

Der tages udgangspunkt en almindelig 1. ordens differentialligning med konstante 
koefficienter 

x'(t) = ax(t) +bf(t) (2.6.1-1) 

I ' 
med begyndelsesvrerdien x(t0) for t = t0. 

Den sredvanlige l0sningsprocedure f0lges hvor ax(t) trrekkes over pa venstre side og der 
multipliceres med exp(-at), hvilket giver 

e-atx'(t) -ae-a1x(t) = e-atbf(t) 

ell er 

d 
-(e-01 X(t)) = e-atbf(t) 
dt . . 

der multipliceres med dt og integreres bestemt mellem grrenserne t0 og t 

/ d / 
J dA (e -aJ.. x(A))dA = J e-aJ.. bj(A)d). 
~ ~ 

lntegralet pa venstre side udregnes og grrenserne indsrettes 

e-at x(t)- e -ato x(t
0

) = J e -aJ..bf (A)dA 
lo 

Der ganges igennem med exp(at) hvilket giver den almindelige l0sningsformel 

x(t) = ea<t-tnlx(t
0

) + f ea<t-J..)bj(A)d). (2.6.1- 2) 
to 

Diskretiseres tiden ved at srette t0 = kM og t = (k+ 1 )L).t for k = 0, 1, 2, ... fas ved 
indsrettelse i (2.6.1-2) 
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(k+l)l>.t 

al!.t fe a((k +l)l!.t -J.)b,f ( 1)d1 xk+1 = e xk + '1 A A 

kl!.t 

Forudscettes nu at f(A) = f(kllt) = fk for kM < A < (k+ 1 }llt, altsa at pavirkningen holdes 
konstant over tidsskridtet 6.t, og scettes !! = (k+ 1 )M- A hvorved df.-l = -dA fas 

x,., ~ e"" x, + (I e"" d11) bf, 
.. 

Udregnes integralet fas endeligt 

1 
X = eal>.t X - - (1 - e al!.t )bf 

k+l k a k 

(2.6.1- 3) 

(2.6.1 - 4) 

Den ne -ligning muligg0r saledes en skridtvis beregning af X for hvert tidsinterval M, nar der 
startes med en kendt vcerdi af x fra det foregaende tidspunkt og belastningen f indscettes 
med en konstant vcerdi over tidsintervallet. Konstanten a er i 0vrigt lig -1/t , hvor 1: er den 
karakteristiske tidskonstant. 

Med ligning (2.6.1-4) haves en differensligning til numerisk simulering af den ordincere 1. 
1 1 ordens differentialligning (2.6.1-1 ). 

Det skal bemcerkes, at der findes en rcekke andre metoder til opstilling af numeriske 
l0sningsmetoder for 1. ordens differentialligninger end den ovenfor beskrevne. Som 
eksempel kan ncevnes det tilfcelde, hvor exp(allt) i (2.6.1-4) udvikles efter en Taylor-rcekke, 

· · hvor kun de f0rste led medtages, altsa exp(at) = 1 +aM, hvilket giver 

(2.6.1- 5) 

hvilket vi I svarer til , at differentialkvotienten i (2.6.1 -1) erstattes med en differenskvotient 

(2.6.1- 6) 

Ligning (2.6.1-6) anvendes ofte til diskretisering af en differentialligning da den hurtigt feHer 
til l0sningsligningen (2.6.1-5), men beregningsn0jagtigheden er mind re end for (2.6.1-4) pa 
grund af rcekkeudviklingen, hvilket betyder at valget af diskretiseringstiden llt er kritisk . 
Diskretiseringstiden b0r altid vcelges passende lille, uanset hvilken numerisk metode der 
anvendes, men i (2.6.1-5) gar det helt gait hvis allt < -1, d.v.s hvis llth > 1, idet 
l0sningsfunktionen x sa vil give sig til at svinge. L0sningen er numerisk ustabil. Dette 
problem kan ikke opsta i (2.6.1-4), hvorfor den numeriske stabilitet er knyttet til 
diskretiseringsmetoden. 

2.6.2 Lesning af hajere ordens differentialligning 

Det er tidligere vist (se afsnit 2.2.4). at en h0jere ordens differentialligning kan udtrykkes 
ved et scet samh0rende 1. ordens differentialligninger 

x' = Ax + bf(t) (2.2.4- 2) 
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(2.2.4- 3) 

Her konstateres en star formel lighed mellem (2.2.4-2) og den i forrige afsnit behandlede -1 . 
ordens differentialligning (2.6.1-1), og det vi I jo v<Bre elegant hvis den samme 
l0sningsmetode kan anvendes. Dette vil kr<Bve eksistensen af en 
matrixeksponentialfunktion af formen exp(At) med samme egenskaber som den skalare 
eksponentialfunktion exp(at). 

En sadan funktion kan, for en kvadratisk matrix A, opstilles gennem f0lgende definitions
ligning 

- 1 1 
eAt =I+At+-A2 t 2 +-A 3

t
3 +·· · 

2! 3! (2.6.2 -1) 

hvor I er identitetsmatricen. 

Exp(At) er en kvadratisk matrice med samme dimension som A, og da (2.6.2-1) har 
samme form som Taylorr<Bkken for den almindelige exp(at), er det let at vise, at 
matrixeksponentialfunktionen har samme egenskaber som exp(at), men de s<Bdvanlige 
regneregler for matricer skal naturligvis overholdes. 

Pa denne baggrund, og med de samme foruds<Btninger, kan l0sningsformlerne (2.6.1-3 og 
4) direkte anvendes ved l0sningen af et Sffit samh0rende 1. ordens differential-ligninger 
under f0lgende form 

" x,., ~ e "'" x, + (J eA" dJl )bf, (2.6.2- 2) 

x = eM1 X -A -1(1 - eM1 )b~' 
k+l k '} k (2.6.2- 3) 

Den endelige l0sning til differentialligningen findes ved at inds<Btte (2.6.2-3) i (2.2.4-3} , der 
umiddelbart kan diskretiseres 

(2.6.2- 4) 

Ligningerne (2.6.2-3 og 4) er grundlag for MATLAB's simuleringsrutiner som step og lsim 
(se appendiks 1), hvor den fmste funktion anvendes til simulering af et system pavirket af 
et enhedsspring, og den anden funktion anvendes nar pavirkningen er en vilkarlig funktion . 
Matrixeksponentialfunktionen beregnes af rutinen expm men kun undtagelsesvis pa 
grundlag af definitionsligningen (2.6.2-1), id et mere effektive metoder baseret pa matricen 
A's egenv<Brdier og egenvektorer kan anvendes. 
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Kapitel 3 REGULERINGSKREDSEN 
Reguleringskredsens opbygning 

Blokdiagrammer 

3.1 Overfaringsfunktioner 

/1 

Vi har nu introduceret de fleste af de matematiske vrerkt0jer der krreves til en teoretisk 
. analyse af reguleringssystemer, og vi kan herefter vende os mod selve 
reguleringssystemet og dets virkemade. Der tages udgangspunkt i et simpelt system der 
beskrives matematisk fra grunden og derigennem indf0res reguleringskredsens enkelte 
bestanddele. 

3.1.1 Reguleringsobjektet 

Vi tager udgangspunkt i en beholder til opvarmning af vand som skitseret i nedenstaende 
figur 3.1 .1-1 . 

T (I) 

T ( l/ 

V ,p ,C 

eT• (t) 

Figur 3.1.1 -1. Opvarnmingsbeholder med regu/eringsudstyr. 

Beholderen gennemstr0mmes af en konstant vandmrengde m med tilgangstemperaturen 
Ti(t). Varmespiralen afgiver effekten q,(t) hvorved vandet opvarmes til temperaturen T(t), 
som antages at vrere i hele beholderen og saledes ogsa pa vandstmmmen der forlader 
beholderen. Afgangstemperaturen 0nskes holdt konstant. 

Tanken med dens vandindhold er reguleringsobjektet og afgangstempereturen er den 
regulerede stmrelse. Varmeafgivelsen fra varmespiralen eller rettere ventilstillingen, der 
bestemmer varmeafgivelsens stmrelse, er den styrbare st0rrelse. Alle andre pavirkninger, 
der har indflydelse pa tanktemperaturen, er forstyrrelser som reguleringssystemet skal 
s0ge at modvirke. 

Vi opstiller f0rst en varmebalance for beholderen og for at forenkle beregningerne en lille 
smule ses bort fra varmetabet til omgivelserne. Den matematiske model for dette system 
er analog med rummodellen, der er opstillet i afsnit 2.2.2 og kan udtrykkes ved 



dT(t) 
C-- = <P(t) + me(T; (t)- T(t)) 

dt 

hvor beholderens varmekapacitet er C = pcVo 

Det antages nu at systemet er i en stationCEr balance til tiden t = 0 givet ved 

0 = <P + me( T; - T) 
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(3.1.1- 1) 

(3.101- 2) 

Den stationCEre balance (30101-2) fratrCEkkes den dynamiske balance (30101-1) hvilket giver 

d(T(t)- T) 
·· · C dt = (<P(t)- <P) + me[(T; (t)- T;)- (T(t)- T)] (301.1- 3) 

Der dannes et nyt sCEt variable, der angiver afvigelser fra den stationCEre tilstand, ved 

t1T(t) ;::: _T(t)- T, t1T;(t) = T;(t)- T; og Ll<l>(t) = <l>(t) -<I> (3.1.1- 4) 

hvorved alle begyndelsestilstande bliver nul, idet fx LlT(O) = T(O)- T =T-T= 00 

lndsCEttes (30101-4) fas 
I , 

' dllT(t) 
C dt = ll<P(t) + me(llT; (t) -llT(t)) (3

0
1.1- 5) 

'' 

Det bemCErkes at mellemregninger ikke er n0dvendige, idet (30101-5) direkte fremgar af 
(301 01-1) ved at erstatte alle variable med de res CEndringsvCErdier. 

Balanceligning (301 0 1-5) omordnes saledes at den afhCEngige variable star pa h0jre side af 
lighedstegnet 

C dllT(t) 1 

d 
+ llT(t) = -llct>(t) +Ill; (t) 

me t me 

Ligning (301 01-6) forenkles ved at indf0re 

systemets tidskonstant -c = C/mc og 

forstrerkningerne K1 = 1/mc og K2 = 1 

dllT(t) 
r dt + llT(t) = K1ll<P(t) + K 2 llT; (t) 

(301.1- 6) 

(301.1- 7) 

Systemet er, med de forudsCEtninger vi har gjort undervejs, karakteriseret ved en 
udgangsst0rrelse (afhCEngig variabel) L'lT(t) og to uafhCEngige pavirkninger 
(indgangsst0rrelser) L'l<l>(t) og Ll Ti(t) 0 
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3.1.2 Overferingsfunktioner, blokke og blokdiagrammer 

For pa enkel made at kunne anskueligg0re sammenhrenget mellem de indgaehde 
st0rrelser i reguleringssystemet er det hensigtsmressigt at anvende systemets 
overf0ringsfunktioner (se afsnit 2.4.2) samt en grafisk afbildning af disse i blokke og 
blokdiagrammer. 

Foretages en Laplacetransformation af (3.1.1-7) fas vha tabel 2.3.1-1, idet 
begyndelsesbetingelserne er nul: 

(3.1.2- 1) 

L0ses mht .!lT(s) fas 

K 1 K 2 !1T(s) = --!l<I>(s) + -
1
-!11; (s) 

1 + -r:s + rs (3.1.2- 2) 

Reguleringsobjektet er saledes beskrevet ved to 1. ordens overf0ringstunktioner 

!1T(s) K 1 

!l<I>(s) = H 1 (s) = 1 + rs ell er !1T(s) = H 1 (s) · !l<I>(s) (3.1.2- 3) 

1 !1T(s) K 2 

!11; ( s) = H 2 ( s) = 1 + rs eller !1T(s) = H 2 (s) · !11; (s) (3.1.2- 4) 

' · lndf0res en blok til grafisk at symboliserer sammenhrenget mellem en indgangsst0rrelse 
og en udgangsst0rrelse (i Laplaceomradet) kan (3.1.2-2) afbildes som vist i figur 3.1.2-1, 
hvor der foruden blokke indgar et summationspunkt 

. "T .(SI 
' ' 

Figur 3.1.2-1. 8/okke og summationspunkt. 

Overt0ringsfunktionernes udseende kan naturligvis ogsa indga direkte i blokkene som vist 
nedenfor 



••> (S) J K , I ~ --"""""--, ---:-,-. '-,,- --7-"''' 

Figur 3.1.2-2. 8/okke med overferingsfunktioner. 

Ligning (3.1.2-2) kan ogsa skrives pa f0lgende made 

- . 1 
f).T(s) = --[K1f).<P(s) + K2 !).~ (s)] 

1+rs 
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(3.1.2- 5) 

hvilket giver anledning til, at blokdiagrammet i figur 3.1.2-2 ogsa kan fremstilles som vist i 
1 1 figur 3.1.2-3 

. ' 

~ :~~·(_'_~ ·-·· {=:=:1- ·:· 

T, (s I 

2 

1\ T(s ) 

---:,,...,-. -::-, s- 1---1> 

Figur 3. 1.2-3. Alternativ opstilling af blokdiagram fra figur 3. 1.2-2. 

Eksempel 3.1 .2-1. Bestem det tidsmcessige forl0b af tanktemperaturens cendring hvis 
tilgangstemperaturen, i et spring til tiden nul, cendres !'>. Ti mens effekten holdes konstant 
(!'>.<l>(t) = 0). 

Lasning. Ved anvendelse af (3.1.2-2) fas, idet den Laplacetransformerede til cendringen i 
tilgangstemperaturen er t>.Ti(s) = t>.TJs 

K 2 /).~ 1 r 
f).T(s) = H2 (s)f).~(s) = -

1
-- = K2 (----)f).~ 
+LS S S 1+LS 

som tilbagetransformeret giver 
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t 
- -

~T(t)=K2 (1-e ')~I; =(1-e ')~I; 

Efter en tid svarende til 4 til 5 gange tidskonstanten 1: antager tanktemperaturen (uden 
regulering) en lige sa star cendring som tilgangstemperaturen hvis effekten ikke cendres . 

... 

3.1.3 Styreorgan - reguleringsventil 

·· Varmespiralens effektafgivelse <P(t) er bestemt at reguleringsventilens stilling h(t) 
(abningsgrad) og vi antager, at der gcelder f0lgende enkle sammenhceng 

hvor 0 s h(t) s 1 

Hvis varmespiralens maksimale effekt er <Pmax er forstcerkningen Kv = <Pmax 

Fratrcekkes en stationcer begyndelsestilstand <P = Kv h fas 

(3.1.3 -1) 

<f>(t)- <I>= K v (h(t)- h) hvor jM(t)j :51 

11 

Laplacetransformeres fas 

(3.1.3- 2) 

eller overt0ringsfunktionen 

(3.1.3- 3) 

En overf0ringsfunktion af denne type kaldes et proportionalelement eller en nulte ordens 
overfmingsfunktion. 

3.1.4 Regulatoren 

I regulatoren sammenlignes den regulerede st0rrelse (tanktemperaturen) T(t) med den 
indstillede referencevcerdi (den 0nskede vcerdi) Tre1(t) og fejlen e(t) dannes. Denne proces 
foregar i sammenligningsudstyret og kan beskrives ved 

e(t) = T,ef (t)- T(t) (3.1.4- 1) 

Ogsa her dannes afvigelsen fra en stationcer begyndelsestilstand 

e(t)- e = (T,..1 (t)- T,e1 )- (T(t)- T) 

ell er 

~e(t) = ~Tref (t)- ~T(t) (3.1.4- 2) 
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Normalt er referencen indstillet pa en fast vcerdi (LHret(t) 0) I men virkningen af en 
referencecendring skal naturligvis ogsa kunne unders0ges. 

Laplacetransformeres (3.1.4-2) fas 

ile(s) = Ll~ef (s)- L1T(s) (3.1.4- 3) 

Dette sammenhceng kan i et blokdiagram illustreres gennem et summationspunkt. 

Ovefmingsfunktionen for styringsudstyretl der angiver sammenhcenget mellem den 
styrbare st0rrelse (ventilstillingen t1h(s)) og fejlen t1e{s) angives ved .. 
M(s) 
ile(s) = Hk (s) (3.1.4- 4) 

Denne overf0ringsfunktion er helt afg0rende for styringsudstyrets virkemadel altsa hvordan 
ventilstillingen korrigeres som f0lge af en konstateret afvigelse mellem den 0nskede vcerdi · 
og den faktiske vcerdi af den regulerede st0rrelse. 

Overf0ringsfunktion er "indbygget" i regulatoren fra fabrikantens side og har derfor nogle 
pa forhand fastlagte egenskaberl men der vil vcere et antal parametrel der kan indstilles 
(vcelges) af brugerenl ligesom det ofte er muligt at vcelge (omstille) mellem forskellige 
indbyggede standardtyper af overfmingsfunktioner i den samme regulator. 

Vi vil her indledningsvis forudscettel at der er et meget simpelt sammenhceng mellem 
1 1cendring i fejl og cendring i ventilstilling nemlig proportionalitetl saledes at styringsudstyret 

kan karakteriseres ved f0lgende overfmingsfunktion 

ilh(s) = Hk (s)ile(s) = Kkile(s) (3.1.4- 5) 

Denne form for styring kaldes proportionalstyring eller kart P-styring. Forstcerkningen ~ 
kan indstilles pa regulatoren. 

Da venti!stillingens variationsomrade er begrcenset til jt1hmaxl = 1 I vil en cendring i fejlen af 
st0rrelsen l~emaxl = Xp = 1/~ give maksimal cendring i den styrbare st0rrelse {dvs fra helt 
lukket ventil til helt aben ventil eller omvendt alt efter fejlens fortegn). St0rrelsen Xp kaldes 
proportionalbfmdet (eller P-bandet) og angives ofte i stedet for forstcerkningen ~ = 1/xp . 

3.2 Den lukkede sl0jfe 

Reguleringsobjektet sammenbygges nu med styreorganet og regulatoren til 
reguleringssystemet. Reguleringssystemet udg0r en lukket virkningskreds (sl0jfe), idet 
der altid sker en tilbagef0ring af den malte vcerdi af den regulerede st0rrelse til 
sammenligning med referencen. 

3.2.1 Reguleringskredsen 

Reguleringskredsen bestar nu af f0lgende overfmingsfunktioner og blokke (idet der ses 
bort fra dynamikken i maleelementet (f0leren). der behandles efterf0lgende) 



I; 

! tJ. T 1(s) 

, .. -.:/r:~:-1 
1 H (s) · L_' ___ J 

·~~·--- ·_~·-> ----------------------~ 

Figur 3.2.1-1. Blokdiagram for reguleringskredsen. 
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Blokdiagrammet viser saledes symbolsk sammenhcenget mellem alle indgaende st0rrelser 
i reguleringskredsen. Ud over de tidligere indf0rte blokke og summationspunkter er der 
indfmt ·et afgreningspunkt, hvor den regulerede st0rrelse ~ T(s) ucendret f0res tilbage til 
sammenligningspunktet (negativ tilbagef0ring) hvor fejlen dannes. 

Det er karakteristisk, at blokdiagrammet altid har en udgangsst0rrelse nemlig den 
regulerede st0rrelse, og at der er et antal indgangsst0rrelser, der altid omfatter referencen 
og en eller flere forstyrrelser. 

Den regulerede st0rrelse kan nu bestemmes ved at opskrive sammenhcenget mellem de 
indgaende st0rrelser, som det fremgar at blokdiagrammet 

!1T(s) = H 2 (s)/11; (s) + H 1 (s)8.<I>(s) 

!1T(s) = H 2 (s)/11; (s) + H 1 (s)H., (s)8.h(s) 

!1T(s) = H 2 (s)/11; (s) + H 1 (s)Hv(s)Hk (s)8.e(s) 

!1T(s) == H 2 (s)/11; (s) + H 1 (s)Hv (s)Hk (s)(l1~ef (s) -8.T(s)) 

Samles led med ~T(s) fas 

(1 + H 1 (s)Hv (s)Hk (s))8.T(s) = H 2 (s)/11; (s) + H1 (s)Hv (s)Hk (s)I1T,.ef (s) 

og l0ses sluttelig mht den regulerede st0rrelse fas 

H 2 (s) Hk (s)Hv (s)H1 (s) 
!1T(s) = 1 + Hk (s)Hv (s)H

1 
(s) 8.1; (s) + 1 + Hk (s)Hv (s)H

1 
(s) !1T,.ef (s) 

(3.2.1- 1) 

Ligning (3 .2.1-1) beskriver saledes hvordan den samlede virkning at reguleringssystemet 
er. Det f0rste led viser hvordan en cendring i forstyrrelsen overf0res til den regulerede 
st0rrelse, mens det andet led viser en referencecendrings virkning pa den regulerede 
st0rrelse. (3.2.1-1) kan kart sammenfattes i f0lgende symbolske skrivemade 

!1T(s) = H02 (s)/11; (s) + H0 1 (s)8.~ef (s) (3.2.1- 2) 
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der viser, at cendringer i den regulerede st0rrelse LlT(s) kan udtrykkes ved to nye 
overfl2lringsfunktioner H0 (s), der beskriver den samlede virkning af reguleringssystemet. 
Disse karakteristiske overfl2lringsfunktioner kaldes lukketslajfefunktioner. 

Af (3.2.1-1) fremgar, at lukketsl0jfefunktionerne for et bestemt reguleringssystem har 
samme ncevner, hvilket giver anledning til indfmelsen af endnu en karakteristisk 
overfmingsfunktion, nemlig abenslajfefunktionen 

(3.2.1- 3) 

. der er produktet af alle overfmingsfunktioner en gang rundt i den lukkede sl0jfe. 

Nar blokdiagrammet for reguleringskredsen er optegnet med de indgaende 
overf0ringsfunktioner, kan lukketsl0jfefunktionen mellem en indgangsst0rrelse og en 

.. .. udgangsst0rrelse meget nemt findes af f0lgende scetning: 

Lukkets/ejfefunktionen mel/em en indgangssterrelse og en udgangssterrelse er produktet 
at overferingsfunktionerne den direkte vej mellem indgangs- og udgangssterre/se, divideret 
med 1 + abenslejfefunktionen. 

3.2.2 Reguleringssystemets virkning 

1 1 Vi kan nu indf0re de 
tanktemperaturreguleringssystemet 
lukketsl0jfefunktioner. 

tidligere definerede 
(3.2.1-1) og 

Reguleringsobjektets overf0ringsfunktioner 

overf0ringsfunktioner 
opstille systemets 

1:1T(s) - H (s)-~ 
1:1<1>(s)- 1 -1+13" 

eller 1:1T(s) = H 1 (s) ·1:1<1>(s) (3.1.2- 3) 

1:1T(s) ·_ H (s)- __&_ 
1:11; ( s) - 2 

- 1 + 13" 
eller 

Styreorganets overf0 ringsfunktion 

1:1T(s) = H2 (s) ·1:11; (s) 

og endelig overf0ringsfunktionen for styringsudstyret 

1:1h(s) = Hk (s)1:1e(s) = Kkl:1e(s) 

(3.1.2- 4) 

(3.1.3- 3) 

(3.1.4- 5) 

Lukketsl0jfefunktionen mellem forstyrrelsen og den regulerede st0rrelse bliver da 

K2 
1:1T(s) H 2 (s) 
1:11; ( s) = H 02 ( s) = -1 +-H-k (-s )...:;.H-'-v-'-( s-)H_

1
_( s-) 

der efter reduktion giver 

for 
to 
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K 2 1 
H oz ( s) = -1-+-K--=-K-K-1 + r s 

k v I o 

hvor 
r 

r =-----
o 1+KkKvK1 

(3.2.2- 1) 

Pa tilsvarende made fas lukketsl0jfefunktionen mellem referencen og den regulerede 
st0rrelse 

r 
hvor r =-----

o 1+ KkKvKl (3.2.2- 2) 

Vi bemcerker straks, at lukketsl0jfefunktionerne (i det aktuelle tilfcelde) er af 1. orden 
.... ligesom reguleringsobjektets overf0ringsfunktioner, samt at systemets tidskonstant 1:0 er 

mindre i det regulerede system end i det uregulerede. Reguleringen bevirker saledes, at 
indsvingningen efter en cendring foregar hurtigere end i systemet uden regulering. 

Anvendes slutvcerdiscetningen (se tabel 2.3.1-1) nar pavirkningen er en springvis cendring i . 
tilgangstemperaturen af st0rrelsen 1:::. Ti fas 

- 1:1T K
2 

1:1T(oo) = l i m (sH o2 (s)-') = 1 K K K 1:11; 
s-+0 S + k v I 

(3.2.2- 3) 

Ved sammenligning med eksempel 3.1.2-1 ses at tanktemperaturens cendring er en faktor 
1

; 1 + ~KvK1 mindre end i tanken uden regulering. Produktet ~KvK1 kaldes 
slajfeforsterkningen, og jo st0rre denne vcelges jo mindre bliver denne 
belastningsafvigelse, og jo hurtigere bliver indsvingningsforl0bet, idet systemets 
tidskonstant ogsa bliver mindre (se (3.2.2-1)). 

· JEndres referencen i et spring af st0rrelsen 1:::. Tret bliver slutvcerdien 

ldeelt set burde tanktemperaturen cendre sig lige sa meget som referencen cendres, men 
da dette abenbart ikke er tilfceldet i et system med P-styring, defineres systemets offset ved 

1 
1 + K K K 1:1T,.ef 

k V I 
(3.2.2 - 4) 

lgen ses at jo st0rre sl0jfeforstcerkningen er, jo mindre bliver offset. Sl0jfeforstcerkningen 
bliver star, hvis styringsudstyrets forstcerkning ~ indstilles pa en star vcerdi eller, hvilket er 
det samme, hvis p-bandet Xp indstilles til en lille vcerdi (xp = 1/~) . 

Eksempel 3.2.2-1 . Optegn indsvingningsforl0bet for tanktemperaturen save! med som 
uden regulering samt cendringen i ventilstillingen !:::.h(t) ved en springvis cendring i 
tilgangstemperaturen af st0rrelsen 1:::. Tj. Der anvendes f0lgende talvcerdier: 

tank ens tidskonstant 1: = 600 sec, 

sl0jfeforstcerkningen ~KvK1 = 5 hvoraf ~ = 0,12 [ventilcendringrC] og 

tilgangstemperaturens cendring !:::.Ti = 1 oc. 
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LDsning. Den uregulerede tanktemperaturs indsvingningsforl0b er tidligere bestemt 
eksempel 3.1 .2-1 pa grundlag af overfmingsfunktionen 

11T(s) K2 

11~ (s) = H2 (s) = 1 + -z;;s ell er (3.1.2- 4) 

Der med indsatte talvcerdier giver 

1 
.~T." (s) = 1 + 600s 11~ (s) 

.. Nar reguleringen er i drift bestemmes indsvingningsforl0bet af (3.2.2-1) og indscettes 
talvcerdier fas 

1 1 
!1T(s) = 6 1 +lOOs 11~ (s) 

Endelig findes overf0ringsfunktionen mellem forstyrrelsen (indgangsst0rrelse) og 
ventilstillingen (udgangsst0rrelse) ved at anvende scetningen am lukketsl0jfer i forbindelse 
med figur 3.2.1-1 til 

H 2 (s)Hk (s) KkK2 1 
1 ,11h(s) =- =- 11T(s) 

1+G(s) 1+KkKvK 1 1+T
0

S ' 

, Bemcerk minustegnet der kommer fra tilbagef0ringen til summationspunktet. lndscettes de 
' givne talvcerdier fas 

0,12 1 
!1h(s) = --

6
- /1~(s) 

1 + ros 

Alle overf0ringsfunktionerne i dette eksempel er af samme type, hvorfor den analytiske 
l0sning kan findes som angivet i eksempel 3.1 .2-1 

I I 

111;11• (t) = K 2 (1- e ')11~ = (1- e ' )11~ 

lndsvingningstorl0bene kan direkte simuleres ved anvendelse af MATLAB-proceduren step 
(se appendiks 1) og beregningerne forl0ber pa f0lgende made 

t = 0:800; % der defineres en tidsakse 

DTur = step([1],[600 1],t) ; 

DT = step([1/6],[100 1],t); 

Dh = step([-0.12/6],[100 1],t); 
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plot(t,DTur,'--' ,t,DT,t,Dh), grid 

0 . B ,----,-----.------.--....----.---,---,,----, 

-0 . 7 .. - - ! - .. - ! - - - ~ .. .. - _, - - - - · - - - -. - - - ... --- -- -. 
0J Q . 6 I I I 1 1 _,....., I 

c - - - ; - - • ; • • • ~ •• • ·, •• ·;.. ._...,.. • · , ••• - • • • • 

' ' / ' 
0 .5 •• • ; • - • • -- •• - •• _;;.- · -. -, ••• · , •• - ·, - • • 

~ , , , / , tt T(t) udqn regu le rjng , 

~ 0 . 4 - - .. ~ .. .. .. , .... - ~- - - .. , - .. - .. , - - - .. , - - - ... - - -

, /' 
1::1 0 . 3 .. - .. ' - - - •/- - J -- - -• --- -• --- -· - -- -· - - -. 
~ / ' 
~ 0 . 2 • • • ! ;/·. ! ... ! ... . 'i>..T O) •• ' ••• • ' • ••• ' • • • 

~ /. : : I I I I 

0 . 1 • z.. ' . - . ; - .. ; . . . ·, ... ·, . - . ·, . . - ·, . . . 
0 /_ .. ' .. .... ~ - .. - ~ .. - - .. :A. h lt) _ .. : --- .. : --- .. : .. .. .. 

-0. 1 L___ _ _,____~-----'----'----::-'-----'-----'-_____j 
0 10 0 2 00 30 0 40 0 500 600 7 0 0 6 00 

Tld i sec 

Figur 3.2.2-1. lndsvingningsforleb for tankreguleringssystem . 

••• 

3.3 Systemer af 2. orden 
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· Efter at have introduceret den generelle procedure til analyse af den lukkede 
reguleringskreds vil vi nu 0ge kompleksiteten af den lukkede sl0jfe ved at tilf0je 
dynamikken i maleelementet og se, at systemets reaktion herved kan rendres radikalt i 
forhold til det tidligere eksempel. 

3.3.1 Maleelement i tilbagef0ringen 

Ved den hidtidige behandlingen af tanktemperaturreguleringssystemet vist pa figur 3.1.1-1 
er der set bort fra dynamikken i f0leren, der maler tanktemperaturen, men det antages nu, 
at dette element dynamisk set kan beskrives med et tidskonstantelement. 

F0lerens overf0ringsfunktion fas ved Laplacetransformation af (2.2.1 -3) og er saledes 

!1T1 (s) K 1 H (s)- -----'--
! - /1T(s) l + r

1
s 

(3.3.1-1) 

hvor forstrerkningen er K1 = 1 og f0lerens tidskonstant ·tt . 

Blokdiagrammet i figur 3.2.1-1 udbygges herefter med blokken for f0lerens 
overt0ringsfunktion der placeres i tilbagef0ringen som vist nedenfor 



I' 

Figur 3.3.1-1 . 8/okdiagram med maleelement i tilbageferingen. 

Reguleringssystemets abensl0jfefunktion er nu 

G(s)-= Hk (s)Hv (s)H1 (s)H1 (s) 
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(3.3.1- 2) 

og lukketsl0jfefunktionerne bestemmes analogt med (3.2.1-1) vha s/ejfesmtningen. 

Lukketsl0jfefunktionen mellem forstyrrelse og reguleret st0rrelse er, med de samme 
forudscetninger som tidligere for de 0vrige indgaende overf0ringsfunktioner, 

som efter reduktion giver 

. K 2 1 +-r1 s 
Ho2 (s) = 1 K 

+ o TT! 2 T+Tt 
----=--s + s + 1 
1 +KO 1 +KO 

(3.3.1- 3) 

hvor sl0jfeforstcerkningen er Ko = ~KvK, Kt. 

Tilsvarende er lukketsl0jfefunktionen mellem reference og reguleret st0rrelse 

(3.3.1- 4) 

Begge lukketsl0jfefunktioner er nu af 2. orden, og ved anvendelse af slutvcerdiscetningen 
efter en springvis cendring i indgangsst0rrelserne fas samme slutvcerdi som angivet i 
(3.2.2-3) og (3.2.2-4), idet sl0jfeforstcerkningen er ens i de to tilfcelde, da Kt= 1. Forskellen 
ligger i det tidsmcessige forl0b af indsvingningerne. 
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3.3.2 Det generelle 2. ordens system 

Da de to lukketsl0jfefunktioner (3.3.1-3) og (3.3.1-4) er ens pa nCBr · en 
proportionalitetskonstant behandles de efterf0lgende under et. N<Bvneren bringes pa den 
standardform der anvendes i forbindelse med 2. ordens overf0ringsfunktioner 

1 + r f s w,; (1 + r f s) 
f).T(s) = C 

1 2
r- Ax(s) = C 2 r- 2 Ax(s) 

2 ., 
1 

s + 2o,W
11 
s + W

11 
- 2 s +-s+ 
wn wn 

hvor Wn kaldes den normerede eller naturlige vinkelfrekvens 
dmmpningsforholdet ell er dmmpningsfaktoren. 

·· ·· I det aktuelle tilfCBide er Wn og ~ bestemt ved f0lgende udtryk 

w ~ t+K, 
11 TI 

f 

'i 'if 
-+2+-

2~ 'i +'if 'i f 'i 
-

W
11 

1+K
0 

1+K
0 

(3.3.2 -1) 

og 1; kaldes 

(3.3.2- 2) 

(3.3.2- 3) 

1 , DCBmpningsfaktoren afh<Bnger dels af det aktuelle ani<Bgs parametre, hvilket kommer til 
udtryk ved forholdet mellem de indgaende tidskonstanter, og dels af indstillingen af 
regulatoren, da sl0jfrforstc:Brkningen Ko indgar. 

' ' Proportionalitetsfaktoren C fremgar direkte af (3.3.1-3 eller -4) alt efter om pavirkningen 
ru<(s) er en CBndring i tilgangstemperaturen eller en referenceCBndring. 

Systemets respons pa et enhedsspring ~x(s) = ru</s unders0ges herefter. 

. . w 2 (1 + 'i s) Ax w 2 (1 + 'if s) 
f).T(s) = C 2 11 f z = C 11 Ax 

. (s + 2~W11 S+ W 11 ) s (s- PI)(s- p 2 )s 
(3.3.2- 4) 

hvor P1 og p2 er mdderne i nCBvnerens 2. grads led 

(3.3.2- 5) 

Alt efter stmrelsen af dCBmpningsfaktoren 1; forekommer et af f0lgende tre tiifCBide: 

Tilfcelde 1) : 1; > 1 systemet kaldes overdrempet, der er to reelle negative mdder. 

Ved en partialbmksudvikling af (3 .3.2-4) fas 

1 A 1 A2 f).T(s) = C(- + -~ + )Ax 
s s- PI s- Pz 

hvor 

(1 + 'i f PI ) P2 
AI = ---=-----

(1+rfp2 )PI 
og A

2 
= - ----''-----

PI- P2 PI - Pz 

Transformeres tilbage til tidsomradet fas 

(3.3.2- 6) 

(3.3.2- 7) 



I I 

49 

(3.3.2- 8) 

Tilfelde 2) : ~ = 1 systemet kaldes kritisk dempet, der er to sammenfaldende negative 
r0dder p = p, = P2 = - CJJn. 

Partialbr0ksudviklingen giver 

1 A1 A2 11T(s) = C(- + --+ 2 )& 
s s-p (s-p) (3.3.2- 9) 

livor -

(3.3.2 -10) 

der transformeret tilbage til tidsomradet giver 

(3.3.2- 11) 

Tilfelde 3) : 0 s ~ < 1 systemet kaldes underdrempet, der er to komplekse mdder med 
negativ realdel 

Partialbr0kudviklingen forl0ber so m i tilfrelde 1) og giver 

1 A 1 A2 jj.T(s) = C(- + -~ + )& 
s s- P1 s- P2 

hvor 

med 

Herefter kan (3 .3.2-13) transformeres tilbage til tidsomradet og der fas 

!::..T(t) = C[1 + ;i Me-irp e"'"(-s+iJI-s2)1 - ;i Meirp e"'"(-s-iJI-1;2 )1 ]& 

hvilket kan omskrives til 

(3.3.2 -12) 

(3.3.2 -13) 

(3.3.2 -14a) 

(3.3.2 -14b) 

(3.3.2 - 14c) 

(3.3.2 -15) 
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(3.3.2 -16) 

lndsvingningsforl0bet har nu a:mdret karakter i forhold til de to tidligere tilfrelde, ldet 
funktionen (3.3.2-16) kan antage vrerdier, der er st0rre end slutvrerdien 6-T(oo) = Cru<. 
lndsvingningen i det underdrempede tilfrelde forl0ber osciflerende, men er dog altid 
begrrenset at indhyllingskurverne C(1±Mexp(-1;.Wnt))ru<. 

Det oscillerende indsvingningsforl0b kan fx karakteriseres ved: 

opvoksningstiden der er tiden indtil slutvrerdien nas f0rste gang, eller 

·indsvingningstiden ("settling time ·~ der er den tid, det tager trinresponsen at falde sa meget 
ti l ro, at udsvingene er kommet under en vis tolerance, fx ± 5% eller ± 1% at slutvrerdien. 

Jo mindre drempningsfaktoren 1;, er, jo mindre er opvoksningstiden men des st0rre bliver 
oversvingene og dermed ogsa indsvingningdtiden. 

Eksempel 3.3.2-1 . Tanksystemet der er beskrevet i eksempel 3.2.2-1 forsynes med en . 
temperaturf0ler med tidskonstanten 'tt = 60 sec. Simuler indsvingningsforl0bet ved en 
springvis rend ring at tilgangstemperaturen pa b. Ti = 1 oc, nar sl0jfeforstrerkningen er hhv 
Ko = 5, -10, 2.025 og 1.107. 

Lesning. Simuleringen foretages direkte med MATLAB-proceduren step idet der 
opskrives f0lgende beregningssekvens 

to = 600; 

' tf = 60; 

% Tankens tidskonstant 

% F0lerens tidskonstant 

% Tidsakse t = 0:1000; 

Ko = 5; % Sl0jfeforstrerkningen. F0lgende beregninger gentages for hver Ko 

wn = sqrt((1 +Ko)/(to*tf)); 

z = 0.5*sqrt((to/tf+2+tf/to)/(1 +Ko)); 

C = 1/(1+Ko); 

num = conv([C*wn"2],[tf 1]) ; 

den= [1 2*z*Wn wn"2]; 

T = step(num, den, t); 

plot(t, T), grid 

% (3.3.2-2) 

% (3.3.2-3) 

% (3.3.1-3) 

% (3.3.2-1) Treller 

% (3.3.2-1) Nrevner 

% Simulering 

0 . 5 r-~--.---,---,-----,.----,---,---.-----,---, 

o.Js •. J • • -'- - -• ;_..~- -'-- -•.Ko- :.: ·2-.oa - .::~ 1- ' -- .. - -

, 0 . 3 •• :~ •• : • • /·~·:_ .: •• • : ••• •• • • ••• • • • " ·· 

: 0 . 2 5 - - ~ - - /, ;.~~ - -: - - - : - - - : - - - :_ - - ~ - - : - - _: - -
E • / I ' I I ' I I I 

Q / 

,_ 0 ·2 - -' i( -· - - -·-- - ·- - · 'l<a· =·s·-·r;· ="" o."'71- ' - • _. • • 
I , / I I I I I I 

0 . 1 5 - - i - _, - - -: - - -:- - -:- - - :- - - ~ - - : - - ~ - -
0 . , __ , _ _ · ' · _ _ , !<o_ = _ 1 ,~ -: ~= .. 0,; 5~ , _ • .., __ 

0 . 05 "'1 - J - - _, - - - · - - -'- - - ,_ - - · - - - .. - - ' - - ... - -

/ 
0 o~· -,~oo~~2o~o-3~o~o ~•o~o-5~o~o ~s~oo~7~o~o ~eo~o-e~o~o~1o ·o o 

Tid i se c 

Figur 3.3.2-1. lndsvingningsforleb for 2. ordens tankregu/eringssystem. 
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Det ses at jo st0rre sl0jfeforstcerkningen Ko er, jo mindre er dcempningsfaktoren ~ og jo 
mere uroligt bliver indsvingningsforl0bet. Af hensyn til en acceptabel statisk n0jagtighed er 
det n0dvendigt at sl0jfeforstcerkningen Ko mindst er 4- 5, som altsa i dette tilfcelde giver et 
underdcempet system. Svingningerne d0r dog meget hurtigt ud i det aktuelle tilfcelde . 

... 

det her gennemgaede eksempel med tanktemperaturreguleringssystemet er 
dcempningsfaktoren bestemt af forholdet mellem de indgaende tidskonstanter og af 
sl0jfeforstcerkningen som angivet i (3.3.2-3) . Dette sammenhceng er vist i nedenstaende 
.figur 

3 .5 - - J - - -· - - - · - - -. - - - · - - - \. - - J. - - _, - - - · - -

~ 2: ~- : : : : ::: : ::: : ::: : : :: : : ~ : : ; : : : : : ::: : 
~ . . . ' ' . ' . ' 

.S 2 - ! - - - · - - -· - - -.- - - ·- - - ... - - ! - - _. - - - · - - -
c: ' ' ' ' • • ' 0 • 

c. -
E . • ' ' ' ' ' ' ' ' 

~ 1.5 \ : - - ·: - - ·:- - - : - - - :· - - ~ - - : - - ~ - - ·: - - -

\ • S letfefors i <E rk nin g•Ko = • 
1 I - - - - -,- - - ,- - - .- - - .- - - ; - - -. - - -,- - -

0.5 >>~<---:.:, ______ , ___ ~ __ : ,: . :. :~: . : _:_ :.__- ----------
-·- ·-;a·: --· --· :--···· 

I 1 0 oL-~0 .-1 ~0~.2--~0~.3--~0.~4 --0~. 5~~0~. 6--~0.~7~0~. 8---0~9--~ 
Fo rh o ld 't,t"r 

Figur 3.3.2-2. Ocempningsfaktor ~ som funktion at 1:r !-r. 

Det ses heraf at f0lertidskonstanten skal vcere meget mindre end tankens tidskonstant for 
ikke at fa et underdcempet system. 



52 

Kapitel 4 REGULERINGSSYSTEMETS EGENSKABER 
Styringsudstyr med P-, 1- og D-virkning 

Transient respons 

4.1 Reguleringskredsens elementer 

Efter kapitel 3's indledende beskrivelse af reguleringskredsens opbygning og virkning i et 
·· -· tilfcelde der er knyttet til en bestemt reguleringsopgave med anvendelse af den m est simple 

form for styring, nemlig proportionalstyring, vil vi nu generalisere reguleringskredsens 
overf0ringsfunktioner og introducere andre styringsformer. 

I, 

4.1.1-·Reguleringssystemets blokdiagram 

Der tages udgangspunkt i et reguleringssystem med den generelle opbygning som vist pa 
figur 4.1.1-1 nedenfor. 

Figur 4.1.1 -1. Reguleringssystemets blokdiagram. 

Reguleringsobjektets dynamik er beskrevet gennem to overf0ringsfunktioner, hvor Hp(s) 
angiver sammenhcenget mellem den styrbare stmrelse ~m(s) og den regulerede strzmelse 
~y(s), mens Hz(s) beskriver virkningen af en forstyrrelse ~z(s). Der er kun vist en 
forstyrrelse men der kan naturligvis vcere flere pavirkninger, der indvirker pa den 
regulerede st0rrelse, og disse behandles sa pa samme made som ~z(s). 

Maleudstyret karakteriseres ved overf0ringsfunktionen Hm(s) og den malte st0rrelse ~Ym(s) 
sammenlignes med referencen ~R(s) . Styringsudstyrets overf0ringsfunktion er Hk(s). 

Der erindres om at alle variable ~x(s), der indgar i blokdiagrammet, angiver cendringen fra 
en stationcer begyndelsestilstand nar der anvendes en beskrivelse med 
overf0ringsfunktioner. 

Vi vil nu se pa de indgaende overfmingsfunktioners egenskaber. 



4.1.2 Reguleringsobjektets overfaringsfunktioner 

Vi vil forudscette at alle overfe~ringsfunktioner der indgar 
reguleringsobjektet er af typen 

b sm +·· ·+b s+b 
~u(s) = H(s)tu(s) = mn 

1 0 tu(s) 
s +· · +a1s+ a0 
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beskrivelsen · at 

( 4.1.2 -1) 

·twor ~u(s) er udgangsst0rrelsen og ill<(s) er en indgangsst0rrelse. Der er saledes tale om 
et fysisk system, der matematisk kan modelleres med en linecer n. ordens 
differentialligning. 

· For at fa et indtryk at hvordan dette system reagerer, vil vi pavirke det med en springvis 
cendring i indgangsst0rrelsen ill<(s) ill</s, og anvende begyndelses- og 
slutvcerdiscetningen (se tabel2.3.1-1). 

F0rst findes slutvcerdien for tiden t __,. oo 

. 1' tu bo ~u(oo}= Im(sH(s)-) = H(O)tu =-tu= Ktu 
s-o s ao 

( 4.1.2- 2) 

hvor K er systemets statiske forstcerkning. Systemet vil saledes efter nogen tid antage en 
1 ;ny stationcer tilstand, hvor udgangsst0rrelsen har cendret sig proportionalt med 

indgangsstmrelsens cendring. Ved grcenseovergangen er forudsat at a0 "' 0 dvs at s = 0 
ikke er rod i overfmingsfunktionens ncevnerpolynomium. Hvis dette ikke er tilfceldet, vil 
~u(oo) __,. oo hvilket betyder, at systemet (processen) i sig selv indeholder et 
integrationselement (se regnereglerne for Laplacetransformation tabel 2.3.1-1 ), og 

' systemet vil ikke falde til ro f0r pavirkningen forsvinder eller systemets grcenser 
overskrides, hvorved den angivne overf0ringsfunktion ikke lcengere beskriver systemets 
reaktion. 

Hereft~r anvendes begyndelsesvcerdisretningen for at se, hvordan cendringen starter nar 
tiden t ~ 0 

A" b m-n b -11 

1
. ~ 1' ms +·. ·+ oS 

~u(O) = Im(sH(s)-) = liD( _1 _
11 

tu) 
s-oo s s-oo l+all_ls +· ·+aos 

( 4.1.2- 3) 

Der er her tre tilfcelde der skal unders0ges: 

1) m > n betyder at ~u(O) __,. oo . Det er utcenkeligt, for et virkeligt forekommende fysisk 
system, at en pavirkning af endelig st0rrelse, vil fa systemet til at reagere sa kraftigt lige 
nar pavirkningen p8.f0res. Vi kan derfor altid antage at m< n. 

2) m = n giver ~u(O) = bmill<. I dette tilfcelde vil udgangsst0rrelsen foretage et spring til 
begyndelsestidspunktet nar den springvise pavirkning paf0res. Dette vil normalt ikke 
forekomme i virkelige fysiske systemer, men der kan forekomme matematiske modeller 
med m = n, hvis der ved opstillingen er set bort fra en eller flere (sma) tidskonstanter. 

3) m < n giver ~u(O) = 0, hvilket er det normalt forekommende tilfcelde. Hvis m = n - 1 er 
der skra tangent i begyndelsespunktet (hvilket ses af reglen for transformation af en 
differentialkvotient sammen med begyndelsesvcerdireglen), og hvis m s n - 2 er der 
vandret tangent i begyndelsespunktet. 

Pa grundlag at disse overvejelser er det saledes muligt at skitsere indsvingningsforl0bet for 
almindeligt forekommende systemer, der beskrives ved den forudsatte type af 
overf0ringsfunktioner, som vist pa figur 4.1.2-1. 
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Figur 4.1.2-1 . Typisk indsvingningsforleb for reguleringsobjekt der pavirkes med et 
enhedsspring. 

Det tidsm<Essige forl0b af indsvingningen efter en springvis pavirkning findes af 

M bms"' +· ··+b1s+b0 l':;x A0 ~~~ Ai 
~u(s) = H(s)- = 

11 
- = [-+ --]l':;x 

s s +"·+a 1s +a0 s s 1 ~ s-pi 
( 4.1.2- 4) 

1 1 
Ved dekomponeringen i (4.1 .2-4) forudsCEttes for 
forekommer flerdobbelte paler (flerdobblete 

enkelthedens skyld at der ikke 
mdder n<Evnerpolynomiet) . 

Tilbagetransformation til tidsomradet giver 

( 4.1.2 - 5) 

Det se's heraf at polerne i reguleringsobjektets overt0ringsfunktion alle ma vCEre negative 
eller have negativ realdel, da responsen ellers vokser mod uendeligt selv for en endelig 
pavirkning. Residualerne Ai findes som tidligere beskrevet (afsnit 2.5) . 

So m det fremgar at ( 4.1 .2-2) karakteriseres reguleringsobjektet af en line<Er statisk 
karakteristik u = Kx + k0, hvor forstCErkningen er den konstante h<Eidning pa den statiske 
karakteristik . I mange tilf<Eide, og specielt inden for energitekniske systemer, vil der dog 
forekomme uline<Ere statiske karakteristikker, hvor du/dx = f'(x) = K(x) ikke er konstant og 
forst<Erkningen saledes er afh<Engig af arbejdspunktet. I sadanne tilf<Eide er det 
n0dvendigt at foretage en linearisering af karakteristikken, dvs at den krumme 
karakteristik erstattes med ligningen for tangenten i det aktuelle arbejdspunkt og den 
dynamiske model opstilles under foruds<Etning at, at de variable holder sig i n<Erheden af 
dette arbejdspunkt. En sadan linearisering har ikke kun indflydelse pa 
overf0ringsfunktionens forst<Erkning men ofte ogsa pa polerne og dermed pa 
reguleringsobjektets karakteristiske tidskonstanter (-q = 1/pi) (se (4.1 .2-4)). Gyldigheden af 
en analyse baseret pa den line<Ere reguleringsteori ma saledes altid vurderes i relation til 
det variationsomrade for de indgaende variable, hvor lineariseringen er brugbar. 
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4.1.3 Maleudstyret 

Overf0ringsfunktionen Hm(s) i figur 4.1.1-1 skal opfattes som den samlede 
overf0ringsfunktion for f0ler og malevrerdiomsretter, men i de videre overvejelser 
forudsrettes at den malte vrerdi ~Ym(s) har samme enhed som den regulerede st0rrelse 
~y(s) for at undga at indf0re en skaleringsfaktor for malevrerdiomsretningen. Dette betyder 
samtidig at en tilsvarende malevrerdiomsretning udelades ved referencen ~R(s) , der 
saledes ogsa har samme enhed som den regulerede shmelse . 

. Overf0ringsfunktionen for maleudstyret antages endvidere at kunne beskrives ved samme 
type so m angivet i (4.1.2-1), men her ma forstrerkningen srettes til Km =1 , da der ellers 
forekommer malefejl. 

4.1.4 Styringsudstyret 

Styring_sudstyret er det centrale element i regulatoren. I regulatoren dannes fejlen ved en 
sammenligning mellem den indstillede referencevrerdi og den malte stmrelse (~e(s) = 
~R(s) - ~Ym(s) jf. figur 4.1.1-1), og styringsudstyret skal herefter beregne hvordan den 
styrbare st0rrelse skal rendres for at im0dega den konstaterede fejl. 

I alle de foregaende eksempler pa reguleringssystemer er styringsudstyret beskrevet ved 

1 
, det simplest mulige sammenhreng mellem styrbar st0rrelse og fejl, nemlig proportionalitet, 
idet den valgte regulator har proportionalstyring eller P-styring. Denne styringsform er 
fyldestg0rende i mange tilfrelde, men i afsnit 3.2.2 konstaterede vi en karakteristisk 
"svaghed" ved P-styring, nemlig at der forekommer en vedblivende fejl bade nar 
forstyrrelse og referencevrerdi rendres i et spring, henholdsvis en belastningsafvigelse og 

, , et offset. Stmrelsen af disse afvigelser kan dog begrrenses ved at 0ge styringsudstyrets 
forstrerkning ~ (eller mindske proportionalbandet Xp = 1/~). men herved bliver 
styringsudstyrets indgreb i den styrbare st0rrelse kraftigere og der er en tendens til et mere 
uroligt indsvingningsforl0b. Forstrerkningen ma naturligvis ikke indstilles sa h0jt at 
regulatoren overreagere, med risiko for at den regulerede st0rrelse aldrig falder til ro selv 
efter en endelig pavirkning. Hvis dette sker, er reguleringssystemet ustabilt og i praksis 
ubrugeligt. 

For at fastholde P-styringens gode egenskaber og samtidig mindske dens svagheder kan 
proportionalvirkningen udbygges med et integrationselement (1-virkning) , der fjerner 
blivende afvigelser, og maske yderligere med et differentiationselement (D-virkning), der 
reagere pa fejlens rendringshastighed. 

De mest almindelige styringsformer der anvendes i forbindelse med varme- og 
klimatekniske anlreg kan karakteriseres ved nedenstaende tids- og overf0ringsfunktioner 
mellem fejlen ~e den styrbare st0rrelse ~m: 

Proportionalstyring, P-styring 

b..m(t) = Kkb..e(t) 

b..m(s) 
Hk (s) = ( ) = Kk b..e s 

(4.1.4 -1) 

(4.1.4- 2) 
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Proportional-integralstyring, Pl-styring 

1 l 

!im(t) = Kk (!ie(t) + -J !ie(t)dt) 
ri o 

( 4.1.4 - 3)- -

(4.1.4- 4) 

P.roportional-integral-differentialstyring, PID-styring 

1 
1 

d!ie(t) 
!im(t) = Kk (!ie(t) + -J !ie(t)dt + r 0 ) 

r 1 0 dt 
(4.1.4- 5) 

(4.1.4- 6) 

Hvor styringsudstyrets parametre, der kan indstilles pa regulatoren, er: 

Kk = Forstrerkningen 
1 . 100% 

(ell er P- bandet x =- undert1den x = --) 
P Kk P Kk 

1 ' r 1 = lntegrationstiden 

r 0 = Differentiationstiden ell er derivattiden 

For at fa et umiddelbart indtryk af forskellen mellem de tre forskellige styringsformer 
differentieres (4.1.4-5) og de enkelte leds betydning vurderes. 

d!im(t) d!ie(t) 1 d 2!ie(t) 
----'-"'"'-'-· · = Kk ( +- !ie(t) + r 

0 2 ) 

~ ~ ~ ~ 
( 4.1.4- 7) 

Differentialkvotienten d~m(t)/dt angiver den hastighed hvormed den styrbare st0rrelse 
~m(t) cendres. 

Ved P-styring cendres den styrbare st0rrelse nar fejlen cendres men den er i ro, nar fejlen 
er konstant. Det er dette forhold, der giver anledning til belastningsafvigelse og offset. 

Ved PI- og PID-styring vil den styrbare st0rrelse cendre sin vcerdi nar fejlen cendres og f0rst 
falde til ro, nar fejlen vedblivende er nul pga. 1-virkningen. 0-virkningen bevirker, at den 
styrbare stmrelse cendres kraftigt nar fejlens cendringshastighed er star men virkningen 
falder bort, nar fejlen er konstant. PID-styring kan derfor med fordel anvendes i systemer 
hvor forstyrrelsen cendre sig kraftigt og hurtigt. 

Af (4.1.4-3) ses at integrationstiden -r1 er den tid, efter hvilken P-virkningen og 1-virkningen 
har bidraget lige meget til den styrbare stemelses bevcegelse, nar fejlen cendres 
momentant (et spring fra en fast vcerdi til en anden). 

Tilsvarende ses af (4.1.4-5) at derivattiden -r0 er den tid, efter hvilken P-virkningen og 0-
virkningen har bidraget lige meget til den styrbare st0rrelses bevcegelse, nar fejlen cendres 
med konstant hastighed (fejlen er en rampefunktion) . 

De overt0ringsfunktioner, der er angivet for styringsudstyret i (4.1.4-1 til -6), skal opfattes 
som (ideelle) matematiske modeller for de fysiske komponenter, der indgar i regulatoren, 
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der kan vcere opbygget af elektroniske, pneumatiske, hydrauliske eller mekaniske 
komponenter, de sakaldte analoge regulatorer. 

I digitale regulatorer, hvor styringen realiseres gennem en programstump i en 
microprocessor, skal styringsfunktionerne omformes, saledes at beregningen - af 
styringsudstyrets udgangsst0rrelse kan foretages pa grundlag diskrete vcerdier af 
indgangsst0rrelsen. Den malte vcerdi digitaliseres (i en analog til digital omscetter) og 
indlceses i processoren med et fast tidsinterval - samplingstiden Ms - hvilket ogsa er tiden 
pa to pa hinanden udlcesninger og omscetning af udgangsstmrelsen. 

En algoritme til en digital PID-styring kan opstilles pa grundlag af det generelle udtryk for 
den tids-kontinuerte PID-styring 

1 1 de(t) 
m(t) = Kk ( e(t) + -J e(t)dt + r n --) 

r 1 0 dt 

ved at erstatte integralet med en sum og differentialkvotienten med en differenskvotient. 
Udgangsst0rrelsen m(k) til tidspunktet t = kL1ts kan da angives pa f0lgende tids-diskrete 
form 

1 j=k e(k)-e(k-1) 
m(k)_=Kk(e(k)+-:Le(j)Ms +T'n ) 

r 1 j=O 11t s 

ell er 

j=k 

1
, m(k) = Kke(k) + Kkl 2 e(j) + KkD (e(k)- e(k -1)) 

j=O 

Hvis den digitale regulators parametre "indstilles" gennem koefficienterne ~. ~1 og ~0 
' · bliver integrations- og derivattid afhcengig af samplingstiden idet 

4.2 Reguleringskredsens virkning 

Reguleringssystemet, der bestar af reguleringsobjekt og reguleringsudstyr, har til opgave at 
holde den regulerede st0rrelse pa en konstant 0nsket vcerdi uanset cendringer i 
belastningsforhold og andre forstyrrelser. En unders0gelse af reguleringssystemets 
egenskaber kan foretages ud fra systemets overf0ringsfunktioner, hvis egenskaber der er 
redegjort for i afsnit 4.1. 

4.2.1 Den lukkede slajfes indsvingningsforlab 

Med udgangspunkt i reguleringssystemets blokdiagram som vist i figur 4.1 .1-1 og 
sl0jfescetningen (afsnit 3.2.1) opstilles lukketsl0jfefunktionerne for reguleringssystemet 
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Lly(s) = H 02 (s)Az(s) + H 0 1 (s)M(s) ( 4.2.1- 1) 

ell er 

H (s) Hk (s)HP (s) 
~W= z AzW+ MW 

1 + Hk (s)Hp (s)H m (s) 1 + Hk (s)HP (s)Hm (s) 
(4.2.1 - 2) 

Alle indgaende overt0ringsfunktioner er af en sadan type, at de kan udtrykkes som H(s) = 
'N(s)/D(s), hvor N og D er konstanter eller polynomier i Laplaceoperatoren s. lndsrettes 
dette, og udelades af bekvemmelighedsgrunde angivelsen (s) i overf0ringsfunktionerne, 
fas, idet nrevnerne i reguleringsobjektets to overf0ringsfunktioner er ens Dz = Dp 

N Z Nk Np --
Dp Dk DP 

Lly(s) = N Az(s) + N iill(s) 
1+Nk_PNm 1+Nk_PNm 

Dk DP Dm Dk Dp D"' 

( 4.2.1- 3) 

som efter reduktion giver 

(4.2.1- 4) 

Bade treller og nrevner fremstar nu som polynomier i Laplaceoperatoren og de to lukket
sl0jfefunktioner har saledes form af en bruden rational funktion. 

Nrevneren er den samme i alle lukketsl0jfefunktioner i et givet reguleringssystem og det 
samme . . Q<Eider derfor ogsa for polerne (mdderne i nrevnerpolynomiet), der spiller en 
afg0rende rolle for hvordan indsvingningsforl0bet bliver. Det skal bemrerkes at polerne 
afhrenger dels af reguleringsobjektets egenskaber (Np og Dp) og dels af de indstillede 
reguleringsparametre i styringsudstyret (Nk og Dk), dvs. at polerne i et givet system kan 
"flyttes" ved at rendre regulatorens indstilling. 

Af (4.2.; -4) ses at anvendelse af styringsudstyr med PI- eller PID-virkning i almindelighed 
giver et nrevnerpolynomium af h0jere orden end ved anvendelse af ren P-styring med deraf 
st0rre mulighed for et uroligt indsvingningsforl0b. 

Nar indsvingningsforl0bet for en given pavirkning skal bestemmes, skal den 
Laplacetransformerede til pavirkningsfunktionen indsrettes og for de funktioner vi kender, 
er den Laplacetransformerede ogsa en bruden rational funktion -se tabel 2.3.1-1. 

Vi har derfor en lukketsl0jfefunktion der kan angives pa formen 

N o(s) N (s) 
Lly(s) =Ho (s)Lll'(s)= ( ) Lll'(s) ( )k ( o ) ( ) Lll'(s) (4.2.1 - 5) 

Do s s- p s- p 1 .. • s- p j 

hvor ill<(s) star for en af de to pavirkninger Llz(s) eller LlR(s). Nrevnerpolynomiet er bragt pa 
faktorform ved at bestemme polerne p (der er k-dobbelt rod) og P1 ... Pi· k + j = n der er 
nrevnerpolynomiets grad. 

Tilsvarende kan pavirkningen udtrykkes ved 
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( 4.2.1- 6) 

hvor nrevnerpolynomiet ogsa er bragt pa faktorform efter en bestemmelse af mdderne q1 

... qr. 

lndsvingningsforl0bet er saledes bestemt ved et udtryk af formen 

~y(s) =Ho (s)Ax(s) .. ( 4.2.1- 7) 

Foretages en partialbmkudvikling af (4.2.1-7) fas 

Ck C1 ~ B; ~ Am 
~y(s)= k +· ·+--+ LJ--+ LJ 

(s-p) s-p 1 s-p; 1 s-qm 
( 4.2.1- 8) 

hvor koefficienterne A, B og C kan findes ved sredvanlig teknik. 

Transformeres endeligt tilbage til tidsomradet fas f0lgende indsvingningsforl0b 

C j r 

~y(t) = k tk-lepr + .. +C tepr +)'B. eN +)'A eq,r 
I , (k _ 1)! 1 ~ I ~ m 

(4.2.1- 9) 

Her skal straks bemrerkes, at hvis blot en af eksponenterne p eller q er positiv, vil 
· , responsen vokse mod uendelig, nar tiden gar mod uendelig. 

Hvis den positive rod stammer fra selve lukketsl0jfefunktionen (altsa en p-rod) siger vi, at 
reguleringssystemet er ustabilt og det er ubrugeligt i praksis, idet selv en endelig 
pavirkning vil resultere i, at responsen vokser ud over alle grrenser. Vi kan maske rendre 
pa responsens forl0b, idet vi husker, at styringsudstyrets parametre kan indstilles (vrelges) 
og derved kan polernes beliggenhed rendres. 

Hvis den positive rod stammer fra pavirkningen (altsa en q-rod), er det et udtryk for, at 
pavirkningen selv vokser ud over alle grrenser og reguleringssystemet fors0ger at f0lge 
med. 

Den generelle l0sning i (4.2.1-9) skal naturligvis tages med det forbehold, at der vil vrere 
nogle indbyggede grrenser i systemet, der bevirker at de bestemmende differentialligninger 
og dermed de indgaende overf0ringsfunktioner, ikke grelder uden for disse grrenser. 
Systemet vil altid vrere ubrugeligt, nar der er en positiv pol i lukketsl0jfefunktionen, idet selv 
en nok sa lille rendring i forstyrrelsen vil fa den styrbare st0rrelse til at bevrege sig ud i en 
af sine yderstillinger. 

Hvis lukketsl0jfefunktionen har komplekse paler, er disse parvis konjugerede og vi har 
tidligere set (afsnit 2.5.1), at dette giver anledning til et oscillerende indsvingningsforl0b, 
idet den tilbagetransformerede vil indeholde led af typen: 

B a ear sin(f3t + b) 

nar polen har realdelen a og imaginrerdelen (3 . Her ses at det ogsa er n0dvendigt, at 
polens realdel er negativ, da svingningerne ellers ikke d0r ud med tiden. 

Som en n0dvendig men ikke tilstrrekkelig betingelse for at et reguleringssystem er stabilt, 
skal f0lgende to kriterier vrere opfyldt: a) alle potenser af s fra sn til s0 skal vrere til stede i 
en n. ordens lukketsl0jfefunktionens nrevnerpolynomiun, og b) alle koefficienter skal have 
samme fortegn. 
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Grcensevcerdien af den generelle res pons for t ___,. oo kan naturligvis fin des af ( 4.2.1-9) ved 
at gennemf0re grcenseovergangen, men skal her vises ved anvendelse af 
slutvcerdiscetningen pa (4.2.1-1) ved en springvis pavirkning 11x(s) = Ms i hhv. forstyrrelsen 
~z(s) og referencen ~R(s). -

lnden slutvcerdiscetningen anvendes skal bemcerkes, at for alle indgaende 
overf0ringsfunktioner, bortset fra styringsudstyret, gcelder at H(O) = K. For styringsudstyret 
er Hk(O) = ~ ved P-styring og Hk(s ___,. 0) ___,. oo ved PI- og PID-styring, vi siger at PI- og PID
styringsudstyret har uendelig star statisk forstcerkning. 

Slutvcerdien ved P-styring er 

1
. KZ KkK p 

ily(oo)= Im(sily(s))=l+K K K Az+l K K K b.R 
s-O k p m + k p m 

( 4.2.1-10) 

med sl0jfeforstcerkningen Ka = ~KpKrr, . Her ses den karakteristiske belastningsafvigelse og 
offset der kun kan mindskes ved at 0ge sl0jfeforstcerkningen. 

Ved PI- og PID-styring fas (formelt) 

K z (oo)KP 
ily( oo) = Az + b.R = OAz + lb.R 

l+(oo)KpKm l+(oo)KpKm 
( 4.2.1-11) 

, PI- og PID-styringen har saledes den egenskab der savnes ved P-styring, at forstyrrelser 
'efterhanden helt udreguleres og at referencecendringer antages eksakt. 

Ved begge grcenseovergange er det n0dvendigt at forudscette at der ikke optrceder mdder i 
ncevnerpolynomiet der er positive eller har positiv realdel, idet slutvcerdiscetningen 
naturligvis ikke kan anvendes i tilfcelde hvor responsen vokser ubegrcenset. 

Eksempel 4.2.1. Tanksystemet der er behandlet i eksemplerne 3.2.2-1 og 3.3.2-1 med 
blokdiagram vist i figur 3.3.1 -1 forsynes med en regulator der kan omstilles m ell em P-, Pl
eller PrD-styring og der skal foretages en sammenligning mellem indsvingningsforl0bene 
for en springvis cendring i tilgangstemperaturen pa ~ Ti = 1 oc nar der vcelges f0lgende 
indstillinger af styringsudstyret: 

a) P-styring med ~ = 0,12 ( =;. KvK1 = Kp = 5/0,12 idet Km == 1) hvilket er identisk med 
eksempel 3.3.2-1 for tilfceldet med sl0jfeforstcerkningen Ka == 5, 

b) Pl-styring med ~ == 0,12 og -r1 == 600 sec, 

c) Pl-styring med Kk == 0,12 og -r1 == 200 sec, og 

d) PID-styring med ~ = 0,12 og -r1 == 200 sec samt -r0 == 60 sec. 

Lasning. De tidligere opstillede overf0ringsfunktioner med tilh0rende talkonstanter er 

For reguleringsobjektet inkl. reguleringsventil 

KP K 
ilT(s)=H/~Jt(s)+Hz ilT;(s)= M(s)+ z ilT;(s) 

l+rPs l +rPs 

hvor Kp == KvK1 == 5/0,12, Kz == 1 og -rp = 600 sec. 

Maleudstyrets overf0ringsfunktion udgmes af f0leren tra eksempel 3.3.2-1 

Km 
ilT"' (s) = H milT(s) = ilT(s) 

l+rms 



med Km = 1 og 'tm = 'tt = 60 sec. 

Styringsudstyrets overf0ringsfunktion, her angivet som den generelle PID-styring, er 

l+T1 S+T1 TDS
2 

M(s) = Hk!1e(s) = Kk !1e(s) 
T 1 S 

Beregningerne gennemf0res i MATLAB som angivet nedenstaende 

t = 0: 1500; % Tidsakse 

· fp = 600; tf = 60; Kp = 5/0.12; % Konstanter 

Tilfrelde a) P-styring 

· · Kk = 0.12; 

I I 

' ' 

Da = conv([tp 1],[tf 1]); % (4.2.1-4) 

Da = Da + [0 0 Kk*Kp]; % Vektorer gives samme lcengde 

dta = step([tf 1],Da,t); % Simulering 

Tilfrelde b) Pl-styring 

ti = 600; 

Npi = conv([ti O],[tf 1]); 

Dpi1 = conv(Npi,[tp 1]); 

Dpi2 = Kk*Kp*[ti 1]; 

Dpi = Dpi1 +[0 0 Dpi2]; 

dtb = step(Npi,Dpi,t); 

% (4.2.1-4) 

Tilfrelde c) som b) med ti = 200 

Tilfrelde d) PID-styring 

ti = 200; 

td = 60; 

Npi = conv([ti O],[tf 1]); 

Dpi1 = conv(Npi,[tp 1]); 

Dpi2 = Kk*Kp*[ti*td ti 1]; 

Dpi = Dpi1 +[0 Dpi2]; 

dtd = step(Npi,Dpi,t); 

plot(t,dta,t,dtb,t,dtc,t,dtd), grid 
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Figur 4.2.1 -1 0 lndsvingningsforleb ved a) P- , b) og c) PI- og d) P/0-styring. 

I tilfreJde b) er integrationstiden lige sa star som tankens tidskonstant (600 sec) hvilket giver 
en meget langsom udregulering af forstyrrelsens indvirken. I tilfrelde c) er 1-virkningen gjort 
kraftigere ved at mindske integrationstiden (200 sec) med deraf f0lgende tendens til en lidt 
uroligt indsvingning, der dog er meget drempet pga. det meget trrege system der arbejdes 
med. I tilfrelde d) med PID-styring er integrationstiden stadig 200 sec og derivattiden er 60 
sec, D-virkningen g0r sig greldende i begyndelsen med et kraftigere indgreb i den styrbare 

1 , st0rrelse men har ogsa en stabiliserende virkning pa de efterf0lgende svingninger i forhold 
til tilfrelde c) . 

••• 

0' 

4.3 Frekvensanalyse 

Gennem en frekvensanalyse kan vi foretage en unders0gelse af hvordan et dynamisk 
system reagere pa harmonisk svingende pavirkninger. I eksempel 2.4.1-1 sa vi hvorledes 
et 1. ordens system, der pavirkes med en sinussvingning af formen ru<(t) = ru<sin(wt), efter 
at de indledende transienter er d0et ud, giver en respons, der ogsa er en sinusfunktion 
med samme vinkelfrekvens w som pavirkningen: L\.y(t) = L\.ysin(wt + cp). Deter karakteristisk 
at responsen udviser en faseforskydning cp i forhold til pavirkningen, og at amplituden L\.y er 
forskellig fra pavirkningens amplitude ru<. Bade faseforskydningen cp og amplitudeforholdet 
L\.y/ru< er funktioner af vinkelfrekvensen w og de kan pa enkel made bestemmes ud fra 
kendskabet til det dynamiske systems overf0ringstunktion. Frekvensanalysen spiller en 
star rolle inden for stabilitetsunders0gelse for reguleringssystemer men vi vil her starte med 
generelt at se, hvordan en overt0ringsfunktions reaktion er pa en harmonisk svingende 
pavirkning. 

4.3.1 Overferingsfunktioners sinusrespons 

Vi tager udgangspunkt i et dynamisk system, der kan beskrives med en overt0ringsfunktion 
af den type, der er angivet i (4.2.1-5). Overt0ringsfunktionen kan saledes enten beskrive 
dynamikken i en af reguleringssystemets lukketsl0jfer eller i en enkelt komponent. 
Overf0ringsfunktionen har formen 
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N(~ N(~ 
~y(s) =H(s)/ll(s)=--lll(s)= k /ll(s) 

D(s) (s- p) (s- p 1 )- ·· (s- pj) 
(403.1-1) 

Systemet pavirkes nu med en sinussvingning af formen ilx(t) = ilxsin(wt) med amplituden 
L1x og vinkelfrekvensen w, svarende til svingningstiden tp = 2n/w. Den 
Laplacetransformerede til pavirkningen er 

(1) (1) 

/ll(s) = Ill= Ill 
0 0 

s 2 +w 2 (s-iw)(s+iw) 
(403.1-2) 

lndsvingningsforl0bet kan nu bestemmes af (402.1-7 til -9) men vi vil her specielt bestemme 
·· de to A-koefficienter, der indgar i (402.1-8 og -9)0 

Scettes s = iw, der er den ene rod i pavirkningens ncevnerpolynomium, fas af (4.301-1) efter 
multiplikation med (s- iw) 

A =.lf(iw) 0 OJ 0 = ~ H(iw) = ~~H(iw )leitp(w) 
1 

LW +LW 2L 2l 

Tilsvarende fas fors= -iw 

1 ' A 2 = H(-iw) 0 w . = -~ H(-iw) = -~IH(iw)le-itp(w) 
- lW -LW 2L 2l 

. hvor 

IH(iw)l = modulus(H(iw)) = ~(real(H(iw))) 2 +(imag(H(iw))) 2 

imag(H(iw)) 
cp( w) = argument(H(iw )) = arctg( real(H(iw )) ) 

Responsen kan herefter bestemmes af (4.2.1-9) til 

( 403.1- 3) 

( 403.1- 4) 

( 4.3.1- 5) 

( 403.1- 6) 

~y(t) = [transoled] +Ill[ ;i IH(iw )lei<p(w) eiwt - ;i IH(iw )le-i<p(w) e-iwt] ( 403.1- 7) 

~y(t) = [ transoled] + llljH (iw )I sin( wt + cp( w )) ( 4.3.1- 8) 

hvor [transo led] indeholder de led i ( 40201-9), der har C og B-koefficienter. Hvis 
overf0ringsfunktionen H(s) er stabil, og derfor har paler p med negativ realdel, vil 
virkningen af disse transiente led forsvinde med tiden, og systemet vil fortsc:ette med at 
svinge periodisk med samme frekvens som pavirkningen. Denne periodestation<Ere 
respons kan da skrives kart pa formen 

~y( w) = llliH(iw )I sin( wt + cp( w )) ( 4.3.1- 9) 

Amplitudforholdet AR mellem den udgaende og den indgaende svingning er 

AR = IH(iw )I ell er AR = 20 log(H(iw )) dB ( 4.3.1-10) 
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Faseforskydningen <p mellem den udgaende og den indgaende svingning er 

cp = arg(H(iw )) Lgrader ell er radian ( 4.3.1-11) · 

Faseforskydningen svarer til en tidsforskydning pa ~t0(w) = <p(w)/w = <p(w)tp/2n. 

Vi bemcerker, at amplitudeforholdet IH(iw)i og faseforskydningen <p(w) er nogle 
karakteristiske st0rrelser, der alene er bestemt gennem overf0ringsfunktionens parametre 
(og vinkelfrekvensen). Amplitudeforholdet og faseforskydningen beregnes meget enkelt 
ved at erstatte s i overf0ringsfunktionen H(s) med iw. 

Det skal sluttelig bemcerkes, at foranstaende overvejelser angaende et dynamisk systems 
... sinusrespons naturligvis direkte kan overf0res til det analoge tilfcelde med en 

cosinuspavirkning, idet sinusfunktionen i (4.3.1-9) blot erstattes med en cosinusfunktion. 

1 1 
4.3.2 Frekvenskarakteristikker 

Foretages en afbildning at amplitudeforholdet IH(iw)l og faseforskydningen <p(w) som 
funktion at vinkelfrekvensen w fas overf0ringsfunktionens frekvenskarakteristikker. 

Normalt anvendes en dobbeltlogaritnisk afbildning af amplitudeforholdet, idet AR = 
20iog(IH(iw)i) dB afbildes som funktion af log(w) . Betegnelsen dB (deciBel!) anvendes for at 
g0re opmcerksom pa at det er et (amplitude-)forhold der afbildes. Fasevinklen angivet i 
grader afbildes ligeledes som funktion af log(w). Det herved fremkomne scet af 
frekvenskarakteristikker kaldes et Bodediagram. 

Den logaritmiske afbildning af amplitudeforholdet har specielt en fordel nar 
frekvenskarakteristikkerne skal findes for et system af seriekoblede overf0ringsfunktioner, 
hvor man har 

G(s) = H 1 (s)H2 (s} · · H" (s) (4.3.2 -1) 

Erstattes s med iw fas 

( 4.3.2- 2) 

Det resulterende amplitudeforhold er derfor bestemt ved 

( 4.3.2- 3) 

eller 

(4.3.2- 4) 

og fasevinklen 
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rp( (J)) = cpl ( (J) )+-. ·+cp, ( (J)) ( 4.3.2- 5) 

I et Bodediagram kan de resulterende frekvenskarakteristikker bestemmes ved grafisk 
summation af de enkelte overf0ringsfunktioners amplitude- hhv. fasekarakteristikker. 

Tilsvarende vil et led af typen 

1 
G(s) = H(s) ~ G(iw) = jG(iw )jeirp(w) = 

1 
. 

. IH(iw )ie''PH(w) 
( 4.3.2- 6) 

have amplitudeforholdet og faseforskydningen 

.. 1 
.. IG(iw )I= I . I eller AR = -20 log(H(iw )) og rp(w) = -rpH (w) ( 4.3.2- 7) 

H(lw) 

der i et Bodediagram giver en afbildning hvor bade amplitude- og fasekarakteristik skitter 
fortegn_ i forhold til frekvenskarakteristikkerne for H(s). 

Eksempel 4.3.2-1. Optegn Bodediagrammet for frekvenskarakteristikkerne til en 1. ordens 
overf0ringsfunktion H(s) = K/(1 + 1:s). 

1 1 Losning. Amplitudeforholdet og faseforskydningen er tidligere fundet i eksempel 2.4.1-1 til 

K 
AR = 20log( I ) 

-v1+ (wr) 2 
og cp ( w) = - arctg( wr) 

· Frekvenskarakteristikkerne optegnes for 1 o·2 
:s; (lJ[ :s; 1 02 med K = 1. 

Ved at anvende den "normerede" frekvens Q = (lJ[ vil frekvenskarakteristikkerne gcelde for 
alle 1 . ordens overfmingsfunktioner hvor produktet af tidskonstanten og vinkelfrekvensen 
((l)l;) ligger i det angivne inteNal. 

Amplitudekarakteristikken for andre vcerdier end K = 1 findes ved at tillcegge 201og(K) dB, 
altsa ved at parallelforskyde amplitudekarakteristikken med bidraget 201og(K) dB. Bemcerk 
at et amplitudeforhold pa AR = 0 dB betyder at AR = 1 i absolut vcerdi. 

Beregningerne foretages i MATLAB ved anvendelse af m-filen Bode og kan gennemf0res 
ved f0lgende beregningssekvens: 

w = logspace(-2, 2); 

[AR, P] = bode(1 ,[1 1],w); 

AR = 20*1og10(AR); 

% Logaritmisk akse for 1 o·2 
:s; on: :s; 1 02 

% Overf0ringsfunktionen 1 /(1 +S) 

subplot(2, 1,1), semilogx(w, AR), grid 

subplot(2, 1 ,2), semilogx(w,P), grid 
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Figur 4.3.2-1. Frekvenskarakteristikker for tidskonstantelement 1/{1 + -rs). 
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Amplitudeforholdet kan karakteriseres ved to asymptoter: en vandret gennem 201og(K), 
' · altsa her gennem o dB, i det lave frekvensomrade og en skra, med hceldningen -20 

dB/dekade, i det h0je frekvensomrade. De to asymptoter skcerer hinanden ved frekvensen 
(j) = 1/t. 

Faseforskydningen er negativ (responsen er forsinket i forhold til pavirkningen), og gar 
asymptotisk mod nul for sma frekvenser og mod -90° for h0je frekvenser. 

Ved frekvensen w = 1 h er amplitudeforholdet AR = -3 dB svarende til AR = 1 ;J 2 = 0, 71 i 
absolut mal, hvilket betyder, at udgangssvingningens amplitude er ea. 70% af 
indgangssvingningens. Udgangssvingningen er forskudt -45° eller (:rr:/4)tp/2:rr: = tp/8 
tidsenheder, hvor tp er svingningens periodetid, der her er tp = 2:rr:/w = 2:rr:r. 

Ved frekvensen w = 1 00/'t er amplitudeforholdet AR = ea. - 40 dB svarende til at udgangens 
amplitude er 1/100 af indgangens. Hurtige svingninger deem pes saledes kraftigt i 
tidskonstantelementet . ... 
Eksempel 4.3.2-2. Optegn Bodediagrammet for frekvenskarakteristikkerne til en 
overf0ringsfunktion af 2. orden givet ved 

1 

s 2 s 
(-) + 2~(-) + 1 

W
11 

W
11 

for dcempningsforholdet S, = 0,1, 0,5 og 1. 

LfJsning. Amplitudeforhold og faseforskydning bestemmes vha. (4.3.1-5 og -6) 
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(J) 

2~(-) 

( 
(J) /1 ) cp = -arctg 
(1} 

1- (-)2 
(J)/1 

Frekvehskarakteristikkerne optegnes for den normerede vinkelfrekvens w!Wn i intervallet 
0,1 :s; W/Wn :s; 1 0 . 

.. .. Beregningerne ser saledes ud i MATLAB: 

w = logspace(-1, 1 ); 

' ' 

zeta = 0.1; 

[AR1, P1] = bode(1 ,[1 2*zeta 1],w); % Gentages for de rzmskede vcerdier af zeta 

AR1 =20*1og10(AR1); 

subplot(2,1 ,1), semilogx(w, AR1 , w, AR2, w, AR3), grid 

subplot(2,1,2), semilogx(w,P1, w, P2, w, P2), grid 

0 
Q; 
'0 
!'! 
0> -50 
.... 
0> -100 
c:: ·c 
'0 
>-
~ -150 

~ 
Ul 

10° 

Normeret frekwns w/w 
n 

:_--- - _:: _ : · : _ -- : ::_~: 

ro -200L-------------------~----------------~ 
LL ·1 

10 1~ 1~ 
Normeret frekwns w/w 

n 

Figur 4.3.2-2. Amplitudekarakteristikker for et 2. ordens system. 

Ogsa her gar amplitudeforholdet asymptotisk mod 0 dB for lave frekvenser og mod en skra 
asymptote men nu med hceldningen -40 dB/dekade ved h0je frekvenser. Asymptoternes 
skceringspunkt ligger ved frekvensen w = CJ:Jn. 

Faseforskydningen er igen negativ, og gar mod nul for sma frekvense og mod -180° for 
h0je frekvenser, og ved frekvensen w = Wn er faseforskydningen -90°. 
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Som det ses af figur 4.3.2-2 vil der for visse v<Brdier af d<Bmpningsfaktoren s ske en 
forstrerkning af amplituden (AR > 0 dB), hvis pavirkningen har frekvenser omkring Wn. Der 
optr<Bder en resonanstop. 

Den frekvens hvor amplitudeforholdet har maksimum og den maksimale v<Brdi af 
amplitudeforholdet er bestemt ved 

(1] = (1] ~1- 2,5- 2 
p 11 s 

1 
for og ARP = 20Iog( ~) 

2(;-v1- c; 2 

Nar d<Bmpningsforholdet s ~ 1 er systemet kritisk- eller overdcempet (se afsnit 3.3.2} og 
.. her kan overf0ringsfunktionen omskrives til produktet af to 1. ordens elementer, hvorefter 

frekvenskarakteristikkerne kan bestemmes ud fra (4.3.2-4 og -5) og figur 4.3.2-1. 

Af eksemplerne 4.3.2-1 og -2 ses at hver gang graden af et ncevnerpolynomiet i en 
overt0ringsfunktion stiger med en, vil amplitudeforholdets skra asymptote fomge . 
hceldningen med -20 dB/dekade og faseforskydningens nederste asymptote <Bndres med -
goo . 

••• 

Eksempel 4.3.2-3. Bestem frekvenskarakteristikkerne for en regulator med Pl-styring. 

1 , Lesning. Overt0ringsfunktionen for en Pl-styring der er angivet i (4.1.4-3) 

1 + r1 s 1 
Hk (s) = Kk = Kk -(1+r1 s) 

r1 s r1 s 

kan opfattes som produktet af en ren integration H1(s) = 1/t1s og et reciprokt tidskonstant
element H2(s) = (1 + 1:1s). Forstcerkningen s<Bttes til ~ = 1 I idet denne kun bidrager med en 
parallelforskydning pa 201og(~) til amplitudekarakteristikken. 

For integrationselementet g<Bider 

Amplitudeforholdet og faseforskydningen er derfor 

:n: 
og q;l = --

2 

Ved anvendelse af (4.3.2-6) og eksempel 4.2.3-1 ses at amplitudeforholdet og 
faseforskydningen for det reciprokke tidskonstantlement er 

AR2 = 20 log( ~1 + ( r 1 w) 2 
) og cp = arctg( r 1 w) 

Herefter kan hver af delelementernes frekvenskarakteristikker optegnes og Pl
styringsudstyrets frekvenskarakteristikker fas ved anvendelse af (4.3 .2-4 og -5). 

Beregningerne gennemf0res i MATLAB for frekvensomradet 1 o·2 
s 1:1 w s 102 

w = logspace(-2 12); 

[AR1 I P1] = bode(1 I [1 0]. w) ; %l-Ied 

[AR2 1 P2] = bode([1 1]. 1 I w); % Reciprok tidskonstantelement 



A= 20*1og10([AP1 AP2]); 

P = [P1 P2]; 

subplot(2,1,1), semologx(w, A,'--', w, sum(A')) , grid 

subplot(2, 1 ,2), semilogx(w, P, '- -', w, sum(P')), grid 
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lj 

' ' 
-1 

10 
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' ' 

10° 

Frekwns un: 

Figur 4.3.2-3. Frekvenskarakteristikker for Pl-styringsudstyr. 

For lave frekvenser gar amplitudeforholdet mod en asymptote med en hceldning pa 20 
dB/dekade og ved h0je frekvenser er asymptoten vandret. De to asymptoter skcerer 
hinanden ved frekvensen w = 1/1:1 .Tilsvarende gar faseforskydningen mod -90° for lave 
frekvenser og mod nul for h0je. Det er saledes karakteristisk, at styringsudstyrets 1-del 
bevirker at regulatorens udgangsst0rrelse forstcerkes kraftigt i det lave frekvensomrade . 

... 

Eksempel 4.3.2-4. I mange anlceg kan der forekomme tidsforsinkelser fx pa grund af 
transporttiden for en massestmm i et mr eller en kanal. Som et typisk eksempel kan der 
henvises til opvarmningsbeholderen vist pa figur 3.1.1-1 . Her er der en tidsforsinkelse fra 
vandstmmmen forlader beholderen til den ankommer til temperaturf0leren. Hvis der ses 
bort fra varmetabet fra mrstrcekningen har vandet samme temperatur, nar det ankommer 
til malepunktet som det havde da det forlod beholderen. 

Opstil overfmeigsfunktionen der beskriver dette sammenhceng og optegn de tilh0rende 
frekvenskarakteristikker. 

Lesning. Transporttiden er bestemt ved to = L/v hvor L er mrlcengden og v er vandets 
stmmningshastighed. Temperaturen ved mrets begyndelse kaldes T0 (t) og ved slutningen 
T1(t). 

Nar der kun sker en forsinkelse, er der f0lgende sammenhceng mellem cendringen i de to 
temperaturer: 
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Laplacetransformeres fas vha. tabel 2.3.1-1 

Overf0ringsfunktionen H(s) for en tidsforsinkelse afviger saledes fra tidligere 
overt0ringsfunktioner ved ikke at v<Bren en bruden rational funktion . 

Frekvenskarakteristikkerne fas ved at erstatte s med iw i overf0ringsfunktionen, hvilket 
giver 

"H(iw) = e-iun:o hvorfor AR = 20log(l) = OdB og cp = -urco 

Svingninger overf0res saledes med u<Bndret amplitude men faseforskudt med vinklen -wt0 

.... svarende til en tidsforskydning pa 'to . 

I visse tilf<Bide er det 0nskeligt at have overf0ringsfunktionen for tidsforsinkelsen pa 
samme form som andre indgaende overf0ringsfunktioner, altsa som en bruden rational 
funktion, hvilket kan opnas ved en Taylor-udvikling af eksponentialfunktionen efter f0lgende . 
opskrift 

- · _ , s exp( -ros I 2) 1- r
0
s I 2 + (r

0
s) 2 I 8- (r

0
s) 3 I 48+· · · 

H ( s) = e a = = --=------'--=-..;__.,-----=---:---
exp(ros l 2) l+r

0
s l 2 +(r

0
s) 2 18+(r

0
s) 3 148+··· 

Funktionen kan approksimeres ved at afkorte de uendelige r<Bkker i t<BIIer og n<Bvner til et 
1 
' passende antalled (dette kalden en Pade approksimation). 

'' 

Frekvenskarakteristikkerne beregnes og optegnes i MATLAB og til sammenlignin~ 
medtages karakteristikkerne for en 2. ordens Pade approksimation (kun led til og med s 
medtages): 

w = logspace(-1, 1 ); 

i = sqrt(~ 1) ; 

AR = 0; 

P = (180/pi)*angle(exp(-i*w)); 

% Frekvensomrade 10-1 
,;; wt0 ,;; 10 

% Den imagin<Bre enhed 

[AR1, P1] = bode([1/8 -1/2 1], [1/8 1/2 1], w) ; 

AR1 = 20*1og10(AR1); 

subplot(2, 1, 1) , semilogx(w, A, w, AR1, 1- - I), grid 

subplot(2,1,2) , semilogx(w, P, w, P1, 1
- -

1 
) , grid 
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Det ses af figur 4.3.2-4 at den tilncermede overf0ringsfunktion for tidsforsinkelseselementet 
, giver en god approksimation for frekvenser hvor wt0 s 4. Selvom der opnas en god 
tilpasning til frekvenskarakteristikkerne kan det ikke anbefales at anvende det tilncermede 
tidsforsinkelseselement ved simulering af dynamiske systemer. 

eo e 
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Kapitel 5 REGULERINGSKREDSENS STABILITET 
Stabilitetskriterier 

Den abne og den lukkede sl0jfes frekvensanalyse 

5.1 StabilitetsundersBgelse 

Da et reguleringssystems primcere opgave er at im0dega indvirkningen fra forstyrrelser, 
.... m a man forlange, at dette sker pa en sadan made, at den regulerede stmrelse ikke 

kommer i langvarige svingninger eller bringes ud i en tilstand langt fra den 0nskede. 

Det er naturligvis de indgaende overfmingsfunktioners forstcerkning og dynamiske 
egenskaber, der er afg0rende for, om reguleringssystemet virker med en tilfredsstillende · 
stabilitet. Det er tidligere vist, se afsnit 4.2.1 , at en forstyrrelse af endelig st0rrelse vil fa 
respo[lsen til at vokse mod uendelig, hvis blot en af polerne i lukketsl0jfefunktionerne er 
positiv (dog i praksis begrcenset af at man0vreorganet kun kan bevcege sig ud i en af sine 
yderstillinger) . Dette er naturligvis uacceptabelt og styringsudstyret m a indstilles saledes, at 
denne situation ikke opstar. En made at unders0ge om reguleringssystemet er stabilt, er 
derfor en bestemmelse af polerne i lukketsl0jfefunktionerne (rodkriteriet), idet negative 
paler eller paler med negativ realdel sikrer, at en begrcenset pavirkning altid giver en 

1 , begrcenset res pons. 

'' 

En anden made at formulerer stabilitet pa er at forlange at enhver svingning, der opstar i 
reguleringssl0jfen, skal d0 ud af sig selv. Dette kan bekvemt unders0ges gennem en 
frekvensanalyse af abensl0jfefunktionen (defineret i (3.2.1-3)). 

5.1.1 Nyquist•s stabilitetskriterium 

Hvis der i et reguleringsssystem opstar svingninger, der fortscetter udcempet eller endog 
med voksende amplitude siges systemet at vcere ustabilt. Om denne situation opstar kan 
ses ud fra en frekvensanalyse for den abne sl0jfe ud fra f0lgende rcesonnement, se figur 
5.1.1-1: 

\ A z(s) 
! 

Figur 5.1.1-1 . Den abne slfojfe med pavirkningen L1X og respons L1Y m· 
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Sle~jfen skceres op og der pafe~res en pavirkning L\x(s) som en harmonisk svingning med 
amplituden L\x og frekvensen w. Nar der ikke er andre pavirkninger pa systemet, er 
responsen ~Ym(s) Hk(s)Hp(s)Hm(s)L\x(s) = G(s)L\x(s), hvor G(s) er 
abensl0jfefunktionen. 

Systemets frekvensrespons er da (se (4.3.1-9)) ~Ym(w) = - L\xiG(iw)jsin(wt + qJG(w)). Hvis 
der eksisterer en frekvens for hvilken abenSI0jfefunktionens fasevinkel <JlG(W) = -180 ° , Sa 
bliver responsens samlede fasedrejning -360 o pga. det foranstaende minustegn og 
responsen er da i fase med pavirkningen. Tcenkes sle~jfen nu lukket, saledes at ~Ym(s) er 
indgangssignal, er systemet ustabilt hvis IG(iw)l > 1, idet svingningernes amplitude sa til 
stadighed forstcerkes rundt i kredsen. Er derimod IG(iw)l < 1, vil en lukning af sl0jfen 

· t5evirke at svingningerne d0r ud og reguleringskredsen er stabil. Grcensetilfceldet hvor 
IG(iw)l = 1 vil give en respons med staende svingninger med konstant amplitude, systemet 
pendler . 

. .. Afbildes abensle~jfens frekvenskarakteristikker i et Bodediagram skal amplitudeforholdet 
ARG ligge under 0 dB ved den frekvens WN (Nyquist-frekvensen), hvor abensl0jfens 
fasevinkel <JlG = - 180 o for at reguleringssystemet er stabilt. Ligger amplitudeforholdet over 
0 dB ved denne frekvens er systemet ustabilt. Dette kaldes Nyquist's stabilitetskriterium. 

Eksempel 5.1.1-1. Der skal gennemfe~res en stabilitetsundese~gelse for reguleringskredsen 
til tanksystemet, der er behandlet tidligere i eksemplene 3.2.2-1 og 3.3.2-1. Systemets 
blokdiagram er vist i nedenstaende figur 5.1 .1-2. 

I I 

' ' 

Figur 5.1.1-2. Tanktemperaturregu/eringssystem. 

De indgaende overfe~ringsfunktioner er 

P- styring 

med rv = 200 sec 

. Kl 
H (s) = -- med r = 600sec 

1 l+l:S' 

KJ 
H 1 (s) = med r 1 = 60sec 

l+r1 s 

.-.J A.T1(s) 

i H (s) I 
~---~ ----_i 

Ko = KkKvK1K1 = 10 = sl0jfeforstoorkningen med KK = 0,24 

(Overfmingsfunktionen Hv(s) er cendret i forhold til de tidligere eksempler, hvor denne har 
vceret et proportionalelement (3.1.3-3)) . 
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Lesning. Abenslf21jfefunktionens frekvenskarakteristikker beregnes og optegnes i MATLAB 
ved anvendelse af (4.3.2-4 og -5) 

Ko = 10; 

tv = 200; 

t = 600; 

tf = 60; 

w = logspace( -4, -1}; 

den = conv([tv 1], [t 1 ]) ; 

den = conv( den, [tf 1]); 

[ARG,PG] = bode(Ko, den, w) ; 

... ARG = 20*1og10(ARG); 

I, 

'' 

subplot(2, 1, 1}, semilogx(w, ARG), grid 

subplot(2, 1, 2), semilogx(w, PG), grid 

!El o - - - - - - - - - - - ·- - - - - - - - - - -~c (J)!:'J - - - - - - - - -
·-a: 
<( 

:!2 -20 
0 
-E 
~ 
'0 -40 
:J 

.ti 
Ci 

~-60L-----------~----------~ll-----------~ 
1~ 1~ 10~ 1~ 

.a- -1do 

Cl c 
:§ -200 
>. 

..>< 
!!! 
~ 

Frek~.ens w 

~-300L-----------~------------~----------~ 
~ ~ ~ ~ ~ 

10 10 10 10 

Frekl.ens w 

Figu r 5.1.1-3. Abenslejfens frekvenskarakteristik. 

Det ses at reguleringssystemet er stabilt med de valgte parametre, idet amplitude
karakteristikken gar under 0 dB (- -6 dB) ved frekvensen WN (- 0,011 rad/sec), hvor 
fasevinklen er faldet til -180 o. 

Amplitudeforholdet er 0 dB ved frekvensen we (- 0,008 rad/sec), der kaldes 
krydsfrekvensen. Her aflceses faseforskydningen til <pG- -160 o. 

Eksemplet afsluttes med at optegne springresponsen for systemet nar tankens tilgangs
temperatur cendres en grad. 

Lukketsl0jfefunktionen er 



I I 

' 

H 2 (s) 
~T(s) = ~I; (s) 

1+ G(s) 

Beregningssekvensen i MATLAB er, idet alle konstanter tidligere er defineret 

num == conv([tv 1],[tf 1]); 

den== conv(num,[t 1]); 

den(1 ,4) == den(1 ,4) + Ko; 

tid == 0:1 000; 

T == step(num,den,tid); 

plot(tid, T), grid 

, 
0 . 1 5 

" m 
"-
E . 
I- 0 1 

0 . 05 

0 
0 200 4 00 

I I I 0 I -- - .---- -- ---- ----
I I I 0 I 

BOO 1000 1200 1400 1600 1 BOO 2000 

Tid i sec 

Figur 5.1.1-4. Springrespons for tanktemperatur ved aandring i forstyrrelse. 

75 

Med den valgte indstilling af styringsudstyrets forstcerkning fas et indsvingningsforl0b der 
kun langsomt d0r ud mod den statio nee re vcerdi (vist punkteret pa figuren). Arsagen hertil 
ligger i, at abensl0jfefunktionens frekvenskarakteristik G(iw) passerer for tcet pa det kritiske 
punkt AR == 0 dB og <p == - 180 a. Dcempningen i dette system (at 3 . orden) er lidt for lille. 
Sammenlign i 0vrigt denne respons med den tilsvarende i figur 3.3.2-1 (for Ko == 1 0) . ... 

5.1.2 Forstcerknings- og fasemargin 

Hvis en optegning af abensl0jfefunktionens frekvenskarakteristikker viser, at systemet er 
ustabilt, se figur 5 .1 .2-1, er der flere muligheder for at g0re system et stabilt. 
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I 'Figur 5.1.2-1. Frekvenskarakteristikker for en abens/0jfefunktion G(s). 
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1) Den enkleste metode til at opna stabilitet er at mindske sl0jfeforstcerkningen (specielt 
ved at nedscette styringsudstyrets forstcerkning), id et dette scenker 
amplitudekarakteristikken uden at cendre fasekarakteristikken Uf. kurve a) og b) i figur 
5.1.2-1) . 

2) Der kan indf0res et element i sl0jfen, der forskyder fasekarakteristikkens skcering med 
-180 o mod en h0jere frekvens, hvor amplitudekarakteristikken ligger under 0 dB, eller 

3) Der kan anvendes en kombination af de to beskrevne tiltag. 

En nedscettelse af sl0jfeforstcerkningen af hensyn til stabiliteten b0r dog ikke ske ukritisk, 
idet en star sl0jfeforstcerkning er 0nskelig af hensyn til fx et hurtigt indsvingningsforl0b 
samt n0jagtigheden overfor forstyrrelser. Hvis reguleringssystemet er forsynet med P
styring, kan tabet i sl0jfeforstcerkning maske kompenseres ved i stedet at vcelge en Pl
styring, idet denne giver star forstcerkning i det lave frekvensomrade og kun har ringe 
indflydelse pa fasekarakteristikken i det h0je frekvensomrade (se figur 4.3.2-3). 

Hvis ovenstaende metode 2) skal anvendes, skal der ske et l0ft af fasekarakteristikken. 
Hvis der indgar tidsforsinkelser i reguleringskredsen b0r disse fjernes eller begrcenses, idet 
en tidsforsinkelse altid trcekker fasekarakteristikken kraftigt nedad (se figur 4.3.2-4). En 
anden mulighed er at vcelge styringsudstyr med D-virkning, idet denne netop giver et 
fasel0ft som beskrevet i efterf0lgende eksempel 5.1 .2-1. 

For at karakterisere et reguleringssystems relative stabilitet indfmes to st0rrelser der er et 
mal for hvor tcet systemet er pa stabilitetsgrcensen: 

Forstoorkningsmargin ilK er det antal dB, som amplitudekarakteristikken ligger under 0 
dB ved den frekvens (wN), hvor fasekarakteristikken er -180 o og 

Fasemargin ilcp der er den vinkel, som fasekarakteristikken ligger over -180 o ved den 
frekvens (we), hvor amplitudekarakteristikken er 0 dB. 

De to st0rrelser er vist pa figur 5.1.2-2. 
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For at opna en passende stabilitet i reguleringssystemet ma det normalt kra:wes at 

,. M>6dB og (5.1.2 -1) 
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Deter n0dvendigt at sikre, at begge krav er opfyldt, idet der er muligt at have systemer, der 
er tcet pa ustabilitet, selv nar den ene af de to st0rrelser har en passende vcerdi. 

Eksempel 5.1 .2-1. eksempel 5.1 .1-1 blev det konstateret at 
tanktemperaturreguleringssystemet var stabilt med den valgte P-styring men at 
indsvingningen efter en springvis forstyrrelse var lcenge om at d0 ud. Af (5.1 .2-1) ses at 
kravet til forstcerkningsmargin ilK netop opfyldes men at kravet til fasemargin ikke opfyldes, 
idet den ne er ilcp = 20° (se figur 5 .1.1 -3) . 

a) bestem den sl0jfeforstcerkning Ko hvor stabilitetskravet (5.1 .2-1) netop er opfyldt, og 

b) unders0g stabilitetsforholdene hvis styringsudstyret cendres til en Pl-styring med 
f0lgende parametre Ko = 3 og -r1 = 525 sec og nar der anvendes en PID-styring med Ka 
= 7, "' = 400 sec og -ro = 60 sec. 

Losning. Tilfcelde a) l0ses ud fra figur 5.1 .1-3 der er optegnet for Ka = 1 0. 
Amplitudekarakteristikken skal scenkes indtil ARG = 0 dB ved den frekvens hvor cpG = -150°. 
Dette giver en scenkning pa 2,6 dB, hvorfor sl0jfeforstcerkningen skal vcere 

2.6 

K 01 = 10 -w- Ko == 0,74Ka == 0,74·1 0 = 7,4. I praksis vil det vcere styringsudstyrets 

forstcerkning der cendres, og denne skal indstilles til ~1 == 0,74~ (med de gennemgaende 
talvcerdier i eksemplet svare dette til 0,74·0,24 == 0,178 eller et P-band pa xp = 1/~ == 5,6 
oC) . 

Systemets forstcerkningsmargin er nu ilK = 6 + 2,6 = 8,6 dB og fasemargin er selvf0lgelig 
ilcp = 30 o. Frekvenskarakteristikkerne fremgar af figur 5.1 .2-3. 
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1 ,Figur 5.1.2-3. Systemet opfylder stabilitetskravene hvis amplitudeforholdet srenkes 2,6 dB. 

. . For tilfrelde b) er der intet nyt i beregningsgangen hvorfor frekvenskarakteristikkerne vises 
direkte i figur 5.1.2-4. Stabilitetskravene ~K = 6 dB og ~<r = 30° er indtegnet sammen med 
karakteristikkerne for ovenstaende tilfrelde med P-styring. 
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Figur 5.1.2-4. Sammenligning mellem P-, PI- og PID-styring. 
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Ved Pl-styring ses at fasekarakteristikken kun scenkes lidt i forhold til tilfceldet med P
styring i omradet omkring wN, samt at tabet i statisk forstcerkning kompenseres af en _stor 
dynamisk forstcerkning i det lave frekvensomrade. Ved PIO-styring ses en kraftig hcevning 
af fasekarakteristikken i det h0je frekvensomrade pga. 0-virkningen, og i dette tilfcelde gar 
fasevinklen asymptotisk mod -180°, hvorfor system et ikke kan blive ustabilt efter Nyquist's 
stabilitetskriterium. 

Resultaterne kan sammenfattes i nedenstaende skema 

P-styring PI-Styring PI 0-styring 

· Sl0jfeforstcerkning Ko 7,4 3 7 

Forstcerkningsmargin ~KdB 8,6 11,9 -

· ved frekvensen WN rad/sec 0,0109 0,0087 -

Fasemargin ~<p grader 30 36 31 

ved frekvensen we rad/sec 0,0065 0,0039 0,0064 

••• 

5.2 Den lukkede slejfes frekvenskarakteristikker 

I det foregaende afsnit er vist, hvordan det kan afg0res, om et reguleringssystem er stabilt 
eller ustabilt, og hvilken sl0jfeforstcerkning der i givet fald kan tillades. Vi vil nu se, hvilken 

' betydning valget af specielt forstcerknings- og fasemargin har pa den lukkede sl0jfes 
reaktion pa harmoniske pavirkninger. 

5.2.1 Bodediagram for lukketslajfen 

Oer tages udgangspunkt i blokdiagrammet for standardreguleringskredsen vist pa figur 
5.2.1-1 . 

•R(s) + •c(s) 
----!>Q -

• m (s) 

I • z (s) 

• y m (s) , .....•.•.. .... ., .. 

'-------"'--;; H m (s) ~---------' 
L ·-·--··· 

Figur 5.2.1-1 . Regu/eringssystemets blokdiagram. 



Systemets abensl0jfefunktion er 

G(s) = Hk (s)HP (s)Hm (s) (5.2.1-1) 
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og de to lukketsiiZJjfefunktioner der viser sammenhrenget mellem den regulerede st0rrelse 
og hhv. forstyrrelsen og en referencerendring er 

11y(s) Hz(s) G(s) Hz(s) 
--= H (s) = = ---'--'-----~---
Liz(s) oz 1+G(s) 1+G(s)Hk(s)HP(s)Hm(s) 

(5.2.1- 2) 

11y(s) Hk (s)HP (s) G(s) 1 
. /ill(s) = H oR (s) = 1 + G(s) = 1 + G(s) H m (s) 

(5.2.1- 3) 

Begge disse lukketsiiZJjfefunktioner indeholder saledes den specielle lukketsiiZJjfefunktion 

H (s) - _G_(.:......;.s )_ 
oG - 1+ G(s) (5.2.1- 4) 

Hvis pavirkningen er en sinussvingning fas systemets frekvensrespons af ovenstaende ved 
at erstatte s med iw som tidligere beskrevet. Heraf ses straks betydningen af at 
abensl0jfetunktionen ikke antager vrerdien G(iw) = -1 eller I G(iw) I = 1 ved cpG(w) = -180° 
som krrevet ved Nyquist's stabilitetskriterium. 

1 1 For at se betydningen af forstrerknings- og fasemargin unders0ges f0rst forl0bet af den 
specie lie lukketsiiZJjfefunktion HaG(iw) (5.2.1-4), der udelukkende afhrenger af 
abensiiZJjfefunktionen. 

Frekvenskarakteristikken er 

(5.2.1- 5) 

Heraf fas 

(5.2.1- 6) 

hvilket giver f0lgende modulus 

!HoG I= -.====
1
=== 

cos( IPG) 2 sin( IPG) 2 

(1 + IGI ) + ( IGI ) 

1 
(5.2.1- 7) 

og argument 

sin( IPG) 

IGI sin(<pG) e = -arctg( ) = arctg( ) 

1 
cos(<pG) IGI+cos(<pG) 

+ IGI 

(5.2.1- 8) 
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For en normalt forl0bende abensl0jfefunktion G(iw) far denne specielle lukketsl0jfefunktion 
H08 (iw) et udseende som vist pa figur 5.2.1-2. 
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Figur 5.2.1-2. Typisk for/ab at frekvenskarakteristik for HoG(iw). 

Frekvensomradet deles af abensl0jfens krydsfrekvens We og ved hjcelp af (5.2.1-7 og -8) 
ses: 

for w «we er IGI » 1 og dermed IHa8 l"" 1 (0 dB) og e ~ 0 

for w>;we er IGI « 1 og IHaGI ~ IGI og e _,. cpG. 

Den karakteristiske resonanstop der optrceder pa lukketsl0jfens amplitudekarakteristik 
omkring krydsfrekvensen, er direkte bestemt af systemets forstcerknings- og fasemargin: 

for w = WN er IG I = 1 I ilK (forstcerkningsmargin i rent tal) og cp8 = -180° hvilket giver 

1 
IHocl = r===

1 
=

2
= 

1+-----
IGI2 IGI 

1 

1 

IGI- 1 

og fJ = -180° 
(5.2.1- 9) 

hvis forstcerkningsmargin ilK > 2 (6 dB) er IHa8 l < 1, men hvis forstcerkningsmargin er 
mindre, vokser IHo8 l kraftigt. 

for w = We er IGI = 1 og cp8 = -180+ilcp (hvor ilcp er fasemargin) hvilket giver 

In cl= 1 = 1 
o ~2 + 2 cos(q;;c ) ~2- 2 cos(/1q;;) 

og 

(5.2.1-10) 
sin(q;;c) <fJc 

f) = arctg( ) = -
1+cos(q;;c) 2 

hvis ilcp < 60° er IHaGI > 1 , men for ilcp > 30o er IHaGI < 2 (= 6 dB) . 
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Med udgangspunkt i forl0bet af amplitudekarakteristikken for den specielle 
lukketsl0jfefunktion IHa8 l er det nu muligt at give en kvalitativ vurdering af hvordan dels 
referenceCEndringer og dels forstyrrelser overfmes gennem den lukkede sl0jfe. 

For referenceCEndring fas amplitudeforholdet af (5.2.1-3) 

(5.2.1-11) 

Da det er 0nskeligt at referenceCEndringer overf0res uCEndret til den regulerede st0rrelse, 
dvs. ARaR - 0 dB for alle frekvenser, bm maleudstyret have mindst mulig indflydelse i 
~5.2.1-11) idet I HaG I - 1 (0 dB) for frekvenser op til UJN. Dette betyder, at maleudstyrets 
forstCErkning (som tidligere omtalt) skal vCEre Km = 1, og at eventuelle tidskonstanter skal 
VCEre Sa sma som muligt. Ved frekvenser stmre end WN er reguleringssystemet Sa 
dCEmpet, at det ikke har nogen virkning at CEndre referencen. 

Ses pa forstyrrelsens indflydelse fas af (5.2.1-2) 

(5.2.1-12) 

Her er det 0nskeligt at forstyrrelser dCEmpes sa meget som muligt og 
amplitudekarakteristikken !Hazl b0r derfor ligge sa lavt som muligt i Bodediagrammet. Dette 
opnas ved at have st0rst mulig forstCErkning i abensl0jfen G(s) og specielt i 
styringsudstyret Hk(s) idet Hz(s) og Hp(s) (der indgar i G(s)) sCEdvanligvis har nogenlunde 
ens overf0ringsfunktioner, der sa ophCEver hinanden. 

For frekvenser over WN er ARaz = 201og(!HzD og reguleringssystemet har saledes ikke 
ICEngere nogen virkning da forstyrrelserne overf0res uCEndret. Reguleringsobjektets 
overf0ringsfunktion Hz(s) vil dog normalt dCEmpe svingninger kraftigt i dette 
frekvensom rade. 

Eksempel 5.2.1-1 . Bestem frekvenskarakteristikkerne for lukketsl0jfefunktionen Haz(s) fra 
eksempel 5.1 .2-1 . 

Lasning. Det forudsCEttes at de indledende beregninger til bestemmelse af 
reguleringssystemets abensl0jfefunktion G(iw) er opstillet i MATLAB, hvorefter 
beregningsgangen er f0lgende, idet der ogsa foretages en beregning af den specielle 
lukketsl0jfefunktion HaG(iw): 

[ARG,PG] = bode(num,den,w); 

G = ARG.*exp(sqrt(-1)*(pi/180)*PG) ; 

HoG= G./(1 +G); 

ARoG = 20*1og10(abs(HoG)); 

PoG = (180/pi)*angle(HoG); 

ARG = 20*1og1 O(ARG); 

[AR2,P2] = bode(1 ,[t 1],w); 

AR2 = 20*1og10(AR2); 

ARoz = ARoG+AR2-ARG; 

Poz = PoG+P2-PG; 

% Abensl0jfen 

% Den specielle lukketsl0jfe 

% Overf0ringsfunktionen H2(iw) 

% Lukketsl0jfefunktionen Hoz(iw) 

Samme beregningsprocedure kan anvendes i alle tre tilfCEide, og karakteristikkerne kan 
optegnes som vist efterf0lgende. 
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I tilfreldet med P-styring er fasemargin il<p = 30° (se eksempel 5.1.2-1), hvilket giver 
anledning til den forholdsvis store resonanstop. 
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Figur 5.2.1-4. Lukketslejfefunktionen H0z{iw) i de tre tilfcelde. 
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I alle tre tilfcelde er der en god dcempning i det lave frekvensomrade. Sl0jfeforstcerkningen 
Ka er hhv. 7,4, 3 og 7 for systemet med P-, PI- og PID-styring men det ses at den lave 
sl0jfeforstcerkning i tilfceldet med Pl-styring kompenseres af dette styringsudstyrs store 
dynamiske forstcerkning. · 

Eksemplet afsluttes med at vise den regulerede st0rrelses tidsforl0b nar 
tilgangstemperaturen (forstyrrelsen) er 

f).'I;(t) = sin(cv1t)+ O.lsin(cv2 t) 

hvor svingningstiderne er hhv. 2 timer og 16 m in hvilket giver frekvenserne w1 = 2n/(2·3600) 
= 8, 7·10·4 rad/sec og ffi2 = 2n/(16·60) = 0,0065 rad/sec (= me). 

lndsvingningerne er vist nedenstaende for tilfceldet hvor der 'er P-styring med en 
sl0jfeforstcerkning pa 7,4. 
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Figur 5.2.1-5. Tanktemperaturens reaktion pa cendring i tilgangstemperaturen. 

Lukketsl0jfens resonanstop (se figur 5.2.1-4) kommer synligt frem, idet den hurtige 
svingningskomponent kun dcempes lidt mens den langsomme svingning kun anes i den 
regulerede st0rrelse . 

... 

5.3 Reguleringsnajagtighed og regulatorindstilling 

Et af hovedresultaterne fra stabilitetsanalysen er, at selve regulatoren skal have sa stor en 
forstcerkning som muligt, naturligvis inden for de rammer der tillades af stabilitetshensyn. 
Dette kan opnas enten gennem en stor statisk forstcerkning (proportionalitetskonstant) og/ 
eller som en stor dynamisk forstcerkning, som specielt forekommer, nar styringsudstyret 
har integralvirkning (PI- og PID-styring). Dette betyder, at den statiske forstcerkning ikke 
beh0ver at vcere sa stor i systemer med PI- og PID-styring, de vil altid fors0ge at 
udregulere forstyrrelsernes indvirkning - den statiske n0jagtighed er god - men da 
dynamikken i kredsen er blevet mere indviklet, er der ogsa st0rre mulighed for et uroligt 
indsvingningsforl0b. Regulatorens parametre b0r altid indstilles saledes at det 0nskede 
reguleringsresultat opnas sa hurtigt som muligt og dette bm gcelde overalt i 
reguleringsomradet, hvorfor det er vigtigt at indrette reguleringssystemet saledes at der 
opnas linecere karakteristikker i hele omradet. 
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Herefter melder sp0rgsmalet sig, om hvilken "n0jagtighed" der kan opnas med 
reguleringen og hvilke regulatorparametre der er optimale. 

5.3.1 Reguleringsnojagtighed 

Nar et begreb som reguleringsn0jagtighed skal vurderes, er det n0dvendigt, at dette sker 
ud fra nogle ensartede og entydige foruds<Etninger, som fx kunne v<Ere, at vi kun 
diskuterer dette sp0rgsmal, nar pavirkningen (dvs. forstyrrelse eller reference<Endring) sker 
·~pringvis. 

Pa nedenstaende figur er vist nogle typiske indsvingningsforl0b for den regulerede 
st0rrelse efter et momentant spring i forstyrrelsen. 
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Figur 5.3.1-1. Typiske indsvingningsforleb ved P-styring (everst) og Pl-styring. 

Hvad skal vi nu forsta ved "n0jagtighed" ? I kravspecifikationerne til et reguleringssystem 
kan der sta f01gende " ... den regulerede temperatur skal holdes med ± 11 °C". 

Som det fremgar af figur 5.3.1-1 kan indsvingningsforl0b typisk inddeles i to taser: det 
f0rste transiente (det forbigaende dynamiske omrade) OQ det Sidste stationCEre omrade. 

Med det specificerede n0jagtighedskrav menes der da: at atvigelsen under ingen 
omstCEndigheder ma overskride ± 11 oc eller menes der, at de ± 11 oc skal holdes, nar 
systemet er faldet til ro og at man dermed accepterer kortvarige store udsving? 

Man skal saledes n0je overveje betydningen at de krav der stilles - i almindelighed vil man 
nok opfatte reguleringskravet for godt optyldt hvis n0jagtigheden ± 11 oc overholdes efter 
den transiente fase, altsa at systemet skal have en statisk nejagtighed pa ± 11 °C, hvis dette 
vel at mCErke sker uden alt for store udsving under det dynamiske torl0b. Hvis der 
anvendes P-styring, ma der naturligvis ogsa angives for hvor start et spring i forstyrrelsen 
den specificerede n0jagtighed skal holdes. 
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Det er muligt at angive optimeringskriterier for indstilling af regulatorens parametre fx i form 
af et af nedenstaende udtryk, der tager udgangspunkt i en minimering af arealet mellem 
den regulerede st0rrelse ~y(t) og tidsaksen: 

Jliiy(t)idt = min 
0 

JCLiy(t)) 2 dt = min (5.3.1- 1) 
0 

Jliiy(t)l· t · dt = min 
0 

Ved optimering efter den kvadratiske metode lregges der star vregt pa udsvingenes 
st0rrelse, specielt pa de f0rste udsving, mens der ved den sidste metode lregges vregt 
bade pa udsvingenes st0rrelse og varighed. Ovenstaende kan naturligvis ikke anvendes p<t 
systemer med P-styring, hvor der forekommer en blivende afvigelse, men her kan der evt. 
ses pa den regulerede st0rrelses afvigelse fra stationrervrerdien. En anden mulighed tor 
optimering kan besta i at krreve at torholdet mellem to pa hinanden f0lgende oversving har 
en bestemt vrerdi fx 1 :0,25, saledes at der sikres en hurtig afklingen at svingningerne. 

Ovenstaende optimeringsmetoder kan anvendes i torbindelse med simulering af et 
reguleringssystem, hvor man har kendskab til alle indgaende overt0ringstunktioner og 
gennemt0rer en parametervariation med henblik pa at tinde den bedst mulige indstilling at 

1
; regulatoren. Hvis dette udf0res for systemer med srerlig enkel dynamik er det muligt at 
opstille nogle forenklede regler for valg af reguleringsparametre, som det vil fremga af det 
f0lgende. 

5.3.2 Reguleringssystemer med forenklet dynamik 

Der tages udgangspunkt i et dynamisk system der kan beskrives gennem en 
overt0ringsfunktion med et antal ens tidskonstanter 

1 
Liy(s) = H(s)11x(s) = ) 11x(s) 

(1 + LS 
11 (5.3.2 -1) 

Udsrettes dette system for et enhedsspring i pavirkningen fas f0lgende respons 

t _!.._ 11 1 t . 1 
Liy(-)=1-e '(L . 

1
(-)1-) 

T j-1 (;-1). T 
(5.3.2- 2) 

der kan afbildes som vist nedenstaende 
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Figur 5.3.2-1 . Enhedsrespons for system med n ens tidskonstanter. 
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Det er karakteristisk, at responsen for n <!: 2 har en typiske s-torm med vendetangent. 
lndl~gges vendetangenten vil dennes skcering med hhv. tidsaksen og asymptoten inddele 
tidsaksen i to karakteristiske tider: 'td dadtiden, hvor reaktionen er meget trceg, og 1:5 

stigetiden, hvor den stmste del af responsens cendring foregar. Se figur 5.3.2-2. 
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Figur 5.3.2-2. Bestemmelse af d0dtid og stigetid. 

Nar der ern ens tidskonstanter, vil vendetangenten forekomme til tiden tv = (n-1)1;, idet der 
at (5.3.2-2) fas 

t 1 t _!__ 
~y'(-) = (-)"-1 e ' 

r (n-1)! r 
(5.3.2- 3) 

t 1 t t _!__ 
~y"(-)= [(n-1)(-)"-2 

-(-)"-
1)e' for n'2:. 2 

r (n-1)! r r 
(5.3.2- 4) 

Pa grundlag af ovenstaende kan der opstilles f0lgende sammenhceng mellem d0dtid, 
stigetid og tidskonstant: 
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rd rs rs rd 7:1 7:2 
n - - - - - -

r s rd r r r r 
--

2 0.104 9.65 2.718 0.282 

3 0.218 4.59 3.695 0.805 

4 0.319 3.13 4.463 1.425 

n ens tidskonstanter 5 0.410 2.44 5.119 2.100 

6 0.493 2.03 5.669 2.811 

7 0.571 1.75 6.229 3.549 

8 0.641 1.56 6.711 4.307 

9 0.709 1.41 7.164 5.081 

10 0.775 1.29 7.590 5.869 

3 0.200 5 3.02 0.60 0.44 1 

3 0.167 6 2.78 0.46 0.20 1 

3 forskellige tids- 3 0.143 7 2.74 0.39 0.11 1 

konstanter 

3 0.200 5 2.35 0.47 0.5 0.42 

3 0.167 6 2.05 0.34 0.5 0.18 

Tabel 5.3.2-1. 

Nar systemet har ens tidskonstanter, vil forholdet mellem d0dtid og stigetid saledes pa 
entydig made angive hvilken orden overf0ringsfunktionen har, og ud fra det angivne 
eksempel for et system med tre forskellige tidskonstanter ses, at forholdet mellem -r;d/T.s 

ligger rnellem det tilsvarende forhold for et system med hhv. to og tre ens tidskonstanter, 
hvorfor dette forhold ogsa kan anvendes til en overslagsmcessig bestemmelse af et 
cekvivalent system med ens tidskonstanter. 

Hvis man tcenker sig et reguleringssystem hvor abensl0jfefunktionen netop har n ens 
tidskonstanter, nar der ses bort fra styringsudstyrets overf0ringsfunktion, er det forholdsvis 
enkelt at bestemme dette systems stabilitetsgrcense ved forskellige styringsformer, og 
dermed altsa de parametre der skal indstilles pa styringsudstyret for netop at g0re 
systemet stabilt. Kombineres dette med en af de tidligere omtalte optimeringskriterier kan 
der saledes opstilles enkle regler for indstilling af regulatorens parametre, og gives disse 
regler som funktion af fx forholdet mellem d0dtid og stigetid for den abne sl0jfe (uden 
reguleringsudstyrets overf0ringsfunktion indgaende) vil reglerne med nogen tilncermelse for 
vilkarlige systemer, der har samme forhold mellem d0dtid og stigetid. 

Eksempel 5.3.2-1. Bestem grcensevrerdien for sl0jfeforstrerkningen Ka i et 
reguleringssystem, der har en abensl0jfefunktion med n ens tidskonstanter, nar systemet 
forsynes med P-styring. 

Losning. Systemets abensl0jfefunktion er bestemt ved 

K KO 
G(s) = Kk (1 + rs)" = (1 + rs)" 

hvor Ka er sl0jfeforstcerkningen. 



Abenslf21jfens frekvenskarakteristik er da 

1 K . 
G(iw) = K . = - 0- e -mcp, 

a (M1 e''~'' )" M;' 

hvor 

M 1 = ~1+ (wr) 2 og cp1 = arctg(wr) 

Stabilitetsgrcensen er bestemt ved 
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Afbildes slf21jfeforstcerkningen som funktion af Tits (tabel 5.3.2-1) fas f121lgende 
stabilitetsdiagram for reguleringssystemet med P-styring 
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Figur 5.3.2-3. Kritisk sltajfeforstcerkning (stabilitetsgrcense) ved P-styring. 

Da reguleringssystemer med abensl121jfefunktioner af 2. orden ikke kan blive ustabile, stiger 
den kritiske sl121jfeforstcerkning meget kraftigt nar Tdh:s _., 0,104 (n = 2) 0 I figur 5.3.2-3 er 
endvidere indtegnet kurven for Ko = 0,5f<oknt , der ofte vil vcere den vcerdi af 
sl121jfeforstcerkningen der tilstrcebes. 

Af figuren ses at hvis forholdet mellem d121dtid og stigetid er st121rre end ea. 0,2 svarende til n 
= 3, er P-styring i praksis ikke velegnet, idet der vil komme en blivende afvigelse, der er 
st121rre end 20% af afvigelsen uden regulering. 

5.3.3 lmpiriske regler for indstilling af regulatorparametre 

Med udgangspunkt i de overvejelser der er skitseret i afsnit 5.3.2, er der opstillet to 
metoder til bestemmelse af indstillingsvcerdier for styringsudstyret i reguleringssystemer, 
der er i drift. 

Den fmste metode, springresponsmetoden, gar ud pa at bestemme dynamikken i den 
abne slf21jfe, se figur 5.3.3-1 0 
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Figur 5.3.3-1. Bestemme/se at den abne slajfes springrespons. 

Med frakoblet regulering gives den styrbare st0rrelse en springvis rendring ~m. og forl0bet 
samt - den endelige rendring af den regulerede st0rrelse ~Ym registreres med 
reguleringssystemets f01er og maleudstyr. 

Springresponsen kan da have f0lgende udseende 

T ld 

Figur 5.3.3-2. Den abne s/ajfes springrespons. 

Den samlede statiske forstrerkning for de indgaende komponenter kan beregnes af K = 
Mm! ~m og reguleringssystemets sl0jfeforstrerkning er Ka = KkK-

Regulatorparametrene kan beregnes efter nedenstaende regler 

P -styring Ko :s;; frs l rd f = 0.7-1.0 

PI- styring K 0 :s;; 0.7rs I Td 

7:/ ~ 3.5-rd (5.3.3 -1) 

PID - styring Ko :s;;l.lrs I Td 

r 1 ~ 2.5rd og TD :$ 05rd 

En alternativ metode til beregning af indstillingsvrerdier er /ukketslajfe- eller Ziegler-Nichols 
metode. Ved denne metode er reguleringen indkoblet og styringsudstyret indstillet til P-
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styring. Styringsudstyrets forst<Erkning ~ 0ges gradvist, indtil den regulerede st0rrelse 
netop svinger med konstant amplitude efter en tilf<Eidig eller fremprovokeret pavirkning (se 
fx figur 5.2.1-4). Den indstillede kritiske regulatorforst<Erkning ~.krit afi<Eses og den 
regulerede st0rrelses svingningstid 'tkrit bestemmes. Den frekvens, de ud<Empede 
svingninger i den regulerede stmrelse har, svarer til den tidligere omtalte Nyquist-frekvens 
WN , hvor bade abensl0jfefunktionen G(s) og den specielle lukketsl0jfefunktion HoG(S) har 
en faseforskydning pa -180° (se figur 5.1.2-4 og 5.2.1-3) . 

Reguleringsparametrene kan derefter indstilles efter f0lgende regler 

P- styring 

· PI - styring Kk :s:: 0.45Kk,krir 

r/ ;;:: 0.85-r:krit 

I I 

(5.3.3- 2) 

PID- styring Kk :s:: 0.60Kk ,krir 

T:I ;;:: 0.5-r:krit OQ TD :5 0.12-r:krit 

Ved .begge metoder ma der tages hensyn til, at reguleringsobjektets dynamiske 
egenskaber kan variere med driftspunktet, hvis systemet har st<Erkt ulinecere 
karakteristikker. 

lndstillingsv<Erdierne i (5.3.3-1 og -2) fremgar af OS 468 "Dansk lngeni0rforenings norm 
for automatiske reguleringssystemer til WS-tekniske ani<Eg". 

5.4 Opbygning af reguleringssystemer 

I forhold til anden procesregulering byder regulering af klimatekniske ani<Eg pa en del 
specielle problemer. F0rst og fremmest g<Eider dette de meget store <Endringer i 
forstyrrelserne, der pavirker den regulerede st0rrelse. Bade arlige og daglige 
belastnings<Endringer kan have en sadan st0rrelse, at man0vreorganet skal genneml0be 
hele sit arbejdsomrade. Hertil kan yderligere komme struktur<Endringer i 
reguleringskredsen, fx forarsaget af "omskiftning" mellem varme- og k0ledrift eller <Endring 
af luftm<Engde fra 1 /1 til 1/2 drift. 

Pa grund af de store <Endringer i belastningerne, men ogsa af energi0konomiske grunde, 
opdeles reguleringsomradet ofte pa forskellige man0vreorganer (fx varmeventil- spj<Eid 
k0leventil) . Som ved anden procesregulering er ogsa de fleste overf0ringsfunktioner ikke
line<Ere, men ved den klimatekniske regulering er indflydelsen s<Erlig m<Erkbar pa grund af 
de store <Endringer i arbejdspunkt. Her kan ikke lineariseres omkring et arbejdspunkt, men 
der ma tages hensyn til parameter<Endringen i hele lastomradet. 

Dette betyder almindeligvis, at regulatoren indstilles meget forsigtigt, saledes at stabilitet 
ogsa opnas i de ugunstigste tilf<Eide. Udtrykt pa en anden made betyder det, at 
reguleringen ikke er bedst mulig i alle arbejdspunkter med deraf f0lgende forringet komfort 
og mulighed for fomget energiforbrug. 

For at im0dega sadanne forhold er det naturligvis vigtigt, at de enkelte dele i 
reguleringskredsen dimensioneres ogsa ud fra et reguleringsm<Essigt synspunkt, fx at 
ventil og varme- eller k0leflade dimensioneres som en helhed, der er bedst muligt 
lineariseret. Men der er ogsa mulighed for at udbygge den enkelte reguleringssl0jfe, sa en 
del af disse uheldige forhold afhj<Eipes. 

Dette sker ofte ved at have flere reguleringskredse pa samme proces, enten i form af 
isolerede sl0jfer, der uden videre kan betragtes hver for sig, eller i form af sl0jfer, der pa 
forskellig made griber ind i hinanden. Hertil kommer muligheden for at indbygge forskellige 
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styringer af referencevrerdien, dels med sigte pa at modvirke belastningsvariationernes 
indvirken, og dels af energi0konomiske grunde. Da mulighederne for sadanne koblinger er 
utallige, skal der ikke her g0res noget fors0g pa en general behandling af emnet, men der 
skal dog omtales nogle koblinger, der er meget anvendt. 

5.4.1 Kobling til modvirkning af forstyrrelser 

I figur 5.4.1-1 er vist en reguleringssl0jfe hvori der virker flere forstyrrelser (der ses i f0rste 
"cimgang bort fra grenen med overf0ringsfunktionen Hzx(s)). Hvis fx z1 er en kraftigt virkende 
forstyrrelse og denne kan males, i klimatekniske systemer kunne det fx vrere 
udetemperaturen, kan indvirkningen af z1 modvirkes ved at f0re den gennem 

.. .. overf0ringsfunktionen Hzx(s) til at give en referencerendring. 

I ' 

Figur 5.4.1-1. Kobling til modvirkning at forstyrrelse. 

Forstyrr~lsens z1 's indvirken pa den regulerede st0rrelse bliver nu 

(5.4.1- 1) 

hvor G(s) er abensl0jfefunktionen. 

Hvis man kan udforme overf0ringsfunktionen Hzx(s) saledes, at den netop har formen 
Hzx(s) = - Hz1 (s)/Hk(s)Hp1 (s), vil forstyrrelsen saledes fuldstrendigt blive udkompenseret. I 
praksis er dette nreppe muligt, men princippet anvendes i stor udstrrekning i modificeret 
form, idet man lader forstyrrelsen styre referencevrerdien efter et forud bestemt 
sammenhreng. 

Typiske eksempler fra klimateknikken er at styre referencen for indblresningstemperaturen 
efter udetemperaturen i et kanaltemperaturreguleringssystem eller den sakaldte 
vejrkompensering til varmeanlreg med radiatorer. Her styres referencen til 
freml0bstemperaturen efter maling af udetemperaturen og reguleringssl0jfen fastholder sa 
freml0bstemperaturen efter blandeventilen. Dette letter saledes slutreguleringen af 
radiatorernes varmeafgivelse, der kan ske gennem anvendelse af en simpel termostatisk 
radiatorventil uden store krav til hurtighed eller forstrerkning. 
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5.4.2 Forregulering af forstyrrelser - kaskaderegulering 

I en del tilfcelde er det ikke alene muligt at male forstyrrelsen, men ogsa at 0ve indflydelse 
pa den, inden den slar igennem i hovedreguleringssl0jfen. Der er her tale om systemer der 
opbygges af adskilte reguleringskredse. Som eksempel kan ncevnes muligheden for 
trykdifferensregulering i en vandkreds inden et shuntarrangement, der indgar i en anden 
reguleringskreds. Denne forregulering beh0ver saledes ikke at vcere scerlig n0jagtig. 

Vendes tilbage til figur 5.4.1-1 ses at forstyrrelsernes indvirken pa den regulerede st0rrelse 
.. kan udtrykkes ved · 

11 (s) = Hzl (s)Hpz (s) l1z (s) + H z2 (s) l1z ( ) 
y 1 + G(s) 1 1 + G(s) 2 s 

(5.4.2- 1) 

Hvis systemet er dimensioneret med st0rst mulig forstcerkning i abensl0jfefunktionen G(s) 
og specielt hvis den st0rste forstcerkning lcegges i styringsudstyret Hk(s), vil 
reguleringssystemet modvirke forstyrrelsens indvirken bedre, jo ncermere forstyrrelsens 
"angrebspunkt" er ved den regulerede st0rrelse. Hvis z1 er en krattigt virkende forstyrrelse, 
kan dette forhold udnyttes ved en kaskaderegulering som vist pa figur 5.4.2-1. 

I ' 

Figur 5.4.2-1. Kaskadekoblede reguleringssystemer. 

Forstyrrelser, der som z1 virker ind pa den indre kreds, modvirkes at regulatoren Hk2 inden 
de slar igennem til den regulerede st0rrelse y. Der er indf0rt en hjcelpestmrelse Yh som 
reguleret st0rrelse i den indre kreds, og referencen til regulatoren Hk2 styres af regulatoren 
Hk1· 

Den indre sl0jfes virkning kan udtrykkes ved 

(5.4.2- 2) 

hvor G2(s) er den indre sl0jfes abensl0jfefunktion og ~R2 (s) er den indre sl0jfes reference. 

Udtrykkes dette kart gennem lukketsl0jfefunktionerne H02z(s) og Ha2R(s) kan det samlede 
systems lukketsl0jfefunktion for forstyrrelsernes pavirkningen opstilles som 



1:1 (s) = H 021 (s)HP 2 (s) !J.z (s) + HP 2 (s) !J.z (s) 
y 1 + G(s) 1 1 + G(s) 2 

hvor systemets abensl0jfefunktion G(s) er 

G(s) = Hkl (s)H o2R (s)H pz (s)H mt (s) 
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(5.4.2- 3) 

(5.4.2- 4) 

.Qa den indre sl0jfe indeholder "mindre dynamik" end den ydre kreds, kan 
sl0jfeforstaarkningen i G2(s) vaalges sa star, at forstyrrelsen z1 i stor udstraakning er 
udreguleret og saledes kun giver ringe pavirkning pa den ydre sl0jfe. Samtidig opnas at 
den indre sl0jfe forbedrer stabilitetsforholdene for den ydre sl0jfe, ligesom ulinearitet inden 

·· for den indre sl0jfe udglattes. 

Dette princip anvendes ofte inden for ventilationsteknikken i forbindelse med 
rumtemperaturregulering. I den indre sl0jfe reguleres varme-/k0lefladen efter 
kanaltemperaturen (indblaasnings-temperaturen) I der saledes er hjaalpest0rrelsen Yh· . 
Rumtemperaturen (y) registreres af male-udstyret Hm1 og styrer gennem regulatoren Hk1 
referen~en til indblaasningstemperaturkredsen. Overf0ringsfunktionen Hp2(s) vil i dette 
tilfaalde repraasentere dynamikken i rummet og z2 de forstyrrelser der virker ind pa rummet 
(interne varmebelastninger og belastninger fra udeklima) . Dette system giver samtidig en 
nem mulighed for minimumsbegraansning af indblaasningstemperaturen (yh), idet 
referenceudstyret i regulatoren Hk2 blot skal forsynes med en minimumsindstilling. Hvis 
forholdene i den ydre kreds er sadan, at der fordres en indblresningstemperatur lavere end 

1 ·den minimale, vi I den indre kreds blot fors0ge at fastholde den indstillede minimumsvrerdi. 

Kaskadereguleringssystemer af denne art gar ofte under betegnelsen: reguleringssystemer 
med P+PI eller PI+PI-styring alt efter styringsformen i hhv. ydre- og indre kreds. Det skal 
bemrerkes, at selv om der ikke kommer nogen stationrer belastningsafvigelse fra 

· · forstyrrelsen z1 pa grund af Pl-styringen i den indre kreds, vil der forekomme en stationrer 
belastningsafvigelse fra forstyrrelsen z2, hvis der er P-styring i den ydre kreds. 

Det burde vrere overfl0digt at nrevne, at indstillingen af regulatorparametrene skal vrere 
sadan, at begge reguleringskredse er stabile. 

5.4.3 Sammenfatning 

Langt de fleste systemer inden for energiteknikken kan reguleres ved anvendelse af 
regulatorer med P-, PI- eller PID-styring. Nar der ses bort fra simple selwirkende 
regulatorer (termostatiske radiatorventiler o.l. der altid har P-styring) er der altid indbygget 
valgmulighed mellem de forskellige styringsformer, saledes at det ikke er et 0konomisk 
sp0rgsmal, hvilken styringsform der skal vrelges, men at dette afg0res af de dynamiske 
egenskaber i den proces eller det aniCEg der skal reguleres. Regulatorens parametre skal 
indstilles saledes, at reguleringskredsen er stabil over hele dets arbejdsomrade og saledes 
at man far st0rst mulig udbytte af de enkelte regulatorparametres virkning. 

En for0gelse af s/ejfeforstmrkningen g0r systemet hurtigere og mindsker de stationrere 
belastningsafvigelser men samtidig forringes stabiliteten. 

lntegrationsvirkning i styringsudstyret eliminerer i princippet helt de stationrere 
belastningsafvigelser, men dette tager en vis tid, afhrengig af den indstillede integrationstid 
og systemets dynamik. Jo hurtigere systemet reagerer, des kortere b0r integrationstiden 
vrere, men dette giver samtidig mulighed for svingninger i kredsen, der i vrerste fald kan 
g0re systemet ustabilt. En for lang integrationstid giver ogsa en lang tid inden 
forstyrrelserne udreguleres. 

Differentiationsvirkning i styringsudstyret har derimod ingen indflydelse pa de stationCEre 
belastningsafvigelser men den modvirker svingningstendenser og g0r systemet hurtigere, 



I' 
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idet D-virkningen reagerer pa cendringer i fejlen og dermed forbedres stabiliteten. lndstilling 
af differentiationstiden skal afpasses efter systemets dynamik, idet en hurtigt reagerende 
slcojfe kun kan tale en lille differentiationstid, hvis der ikke skal opsta svingninger. 

Generelt bcor dcodtider og specielt transportforsinkelser gcores sa sma som muligt, idet 
tidsforsinkelser altid virker i ugunstig retning for systemets stabilitet. 

Alle elementer i reguleringsslcojfen bcor have sa linecere karakteristikker som muligt, 
saledes at de indgaende komponenter har samme dynamiske egenskaber i alle 
driftspunkter. Dette sikrer den bedst mulige stabilitet i hele arbejdsomradet. 

Sluttelig skal det papeges, at selv ikke et nok sa avanceret reguleringsudstyr kan redde et 
oorligtdimensioneret anlceg. 



Appendiks 
MATLAB m-filer 

Komplekse tal 

A1 MATLAB m-filer 
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det f0lgende gives en beskrivelse af de hyppigst anvendte MATU\8 

I' 

beregningsprocedurer der er anvendt i forbindelse med ncervcerende 
undervisningsmateriale. Beskrivelserne er direkte kopieret fra MATU\B's help-funktion. 

A 1.1 Partialbrakudvikling 

CONV 

RESIDUE 

Convolution and polynomial multiplication. 
C = CONV(A, B) convolves vectors A and B. The resulting 
vector is length LENGTH( A)+ LENGTH(B)-1. 
If A and B are vectors of polynomial coefficients, convolving 
them is equivalent to multiplying the two polynomials. 
See also XCORR, DECONV, and CONV2. 

Partial-fraction expansion or residue computation. 
[R,P,K] = RESIDUE(B,A) finds the residues, poles and direct term 
of a partial-fraction expansion of the ratio of two polynomials 
Band A 

B(s) r(l) r(2) r(n) 
---- = ------ + ------ + .. . + ------ + k( s) 
A(s) s-p(l) s-p(2) s-p(n) 

Vectors Band A specify the coefficients of the polynomials in 
descending powers of s. The residues are returned in column vector 
R, the pole locations in column vector P, and the direct terms in 
row vector K. 

[B,A] = RESIDUE(R,P,K) converts the partial-fraction expansion back 
to the B/A form. 
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A 1.2 Omscetning mellem overf,ningsfunktion og tilstandsbeskrivelse 

TF2SS 

I I SS2TF 

Transfer function to state-space conversion. 
[A,B,C,D] = TF2SS(NUM,DEN) calculates the state-space representation: 

of the system: 

x = Ax + Bu 
y = Cx +Du 

NUM(s) 
H( s) = -------

DEN(s) 

from a single input. Vector DEN must contain the coefficients of the 
denominator in descending powers of s. Matrix NUM must contain the 
numerator coefficients with as many rows as there are outputs y. The 
A,B,C,D matrices are returned in controller canonical form. This 
calculation also works for discrete systems but the numerator must be 
padded with trailing zeros to make it the same length as the 
denominator. 

State-space to transfer function conversion. 
[NUM,DEN] = SS2TF(A,B,C,D,iu) calculates the transfer function: 

of the system: 

NUM(s) 
H(s) = -------- = C(si-AY1 B + D 

DEN(s) 

x = Ax + Bu 
y = Cx +Du 

from the iu'th input. Vector DEN contains the coefficients of the 
denominator in descending powers of s. The numerator coefficients 
are returned in matrix NUM with as many rows as there are outputs y. 

A1.3 Simulering 

STEP Step response of continuous-time linear systems. 
Y = STEP(A,B,C,D,iu,T) calculates the response of the system: 

x = Ax + Bu 
y = Cx +Du 

to a step applied to the iu'th input. Vector T must be a 
regularly spaced time vector that specifies the time axis for the 
step response. STEP returns a matrix Y with as many columns as there 
are outputs y, and with LENGTH(T) rows. [Y,X] = STEP(A,B,C,D,iu,T) 
also returns the state time history. 



LSIM 

I' 

Y = STEP(NUM,DEN,T) calculates the step response from the transfer 
function description G(s) = NUM(s)/DEN(s) where NUM and DEN contain 
the polynomial coefficients in descending powers. 

Simulation of continuous-time linear systems to arbitrary inputs. 
Y = LSIM(A,B,C,D,U,T) calculates the time response of the system: 

x = Ax + Bu 
y = Cx +Du 

to input time history U. Matrix U must have as many columns as 
there are inputs, U. Each row of U corresponds to a new time point, 
and U must have LENGTH(T) rows. LSIM returns a matrix Y with as many 
columns as there are outputs y, and with LENGTH(T) rows. 
[Y,X] = LSIM(A,B,C,D,U,T) also returns the state time history. 
LSIM(A,B,C,D,U,T,XO) can be used if initial conditions exist. 

Y = LSIM(NUM,DEN,U,T) calculates the time response from the transfer 
function description G(s) = NUM(s)/DEN(s) where NUM and DEN 
contain the polynomial coefficients in descending powers. 

' · A 1.4 Frekvensanalyse 

BODE Bode response of continuous-time linear systems. 
[MAG,PHASE] = BODE(A,B,C,D,iu,W) calculates the frequency response 
of the system: 

x = Ax + Bu 
y = Cx +Du G(s) = C(si-A) -I B + D 

mag(w) = abs(G(jw)), phase(w) = angle(G(jw)) 

from the iu'th input. Vector W must contain the frequencies, in 
radians, at which the Bode response is to be evaluated. BODE returns 
matrices MAG and PHASE (in degrees) with as many columns as there are 
outputs y, and with LENGTH(W) rows. 

[MAG,PHASE] = BODE(NUM,DEN,W) calculates the Bode response from the 
transfer function description G(s) = NUM(s)/DEN(s) where NUM and 
DEN contain the polynomial coefficients in descending powers. 

See LOGSPACE to generate frequency vectors that are equally spaced 
logarithmically in frequency. 

LOGSPACE Generate logarithmically spaced vector. LOGSPACE(dl, d2) 
generates a vector of 50 points logarithmically equally spaced 
between decades lO"dl and 10"d2. If d2 is pi, then the points are 
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between 10"d1 and pi. LOGSPACE(d1, d2, N) generates N points. 
See also LINSPACE and:. 

FIXPHASE Unwrap phase plots so that instead of going from -180 to 180 
they will have a smooth transition across these branch cuts 
into phases greater than 180 or less than -180. 
Y = FIXPHASE(X) fixes the phases in X. If X is an array 
of phases from several variables, the phase for each variable 
must lie in a separate column. The phase must be in degrees. 
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A2 Komplekse tal 

Her gives en kort genopfriskning af de vigtigste begreber i forbindelse med komplekse tal 
og funktioner af komplekse variable. 

A2.1 Det komplekse tals reprcesentation 

Et komplekst tal A angives ved dets realdel a1 og dets imaginrerdel a2 ved skrivemaden 

hvor i er den imagincere enhed i = ~ (A2.1-l) 

Real- og imaginrerdelen angiver de retvinklede koordinaterne til A i den komplekse talplan 

I m 

I i 
__ · _· -t'X?l"'-----~-_-_,_---~---_--+-(-_____ 11 ' 

! a, 
____________ _! 

A' 

Figur A2.1-1 . Den komplekse plan. 

Det komplekse tal A kan ogsa angives i polcere koordinater ved lcengden M og vinklen b 
ved f0lgende symbolske skrivemade 

(A2.l- 2) 

hvor 

M= IAI =~a; + ai Modulus til A (A2.1- 3) 

a2 
/j = arctg(-) Argumentet til A 

a1 
(A2.1- 4) 

De almindelige regler for regning med eksponentialfunktioner kan herved anvendes i 
forbindelse med komplekse tal. 

Spejles det komplekse tal A om den reelle akse fremkommer det konjugerede komplekse 
tal Ak, der kan angives pa f0lgende made 

A . M -io 
k = a 1 -La2 = e (A2.l- 5) 

Dette par af komplekse tal har saledes samme modulus og numerisk samme argument. 



Ved anvendelse at tigur A2.1-1 tas 

a1 =M cos(6) og a 2 =M sin(6) 

og ved anvendelse at (A2.1-1, -2 og -5) fas 

A= Me;"' = M(cos(6) + i sin(6)) 

·Ak =Me-i"' = M(cos(6)-isin(6)) 

hvorat Euler.formlerne fremkommer 

e;o = cos( 6) + i sin( 6) 

e-ia = cos(6)-isin(6) 

ell er 

A2.2 . Polynomier med komplekse redder 

I et polynomium af form en 

11 

P(x) = ~PmXm 
m~O 

for n <::. 2 

indscettes en kompleks funktionsvcerdi x = r = a1 + ia2 = Mexp(io) hvilket giver 

11 n 
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-
(A2.l- 6) 

(A2.l- 7) 

(A2.l- 8) 

(A2.l- 9) 

(A2.1-10) 

(A2.1-11) 

(A2.1-11) 

(A2.2-1) 

P(r) = ~Pm (Meia )"' =I (pm Mm )e im<l = ~ (q 1m + iq2m) = q1 + iq2 (A2.2- 2) 
m~O m~O 

Hvis q1 = q2 = 0 er x = r rod i ligningen P(x) = 0. 

lndscettes tilsvarende den konjugerede til r, altsa x = rk = a1 - ia2 = Mexp(-io) fas 

ll Jl IJ 

P( ) "' (M -ia)m "' ( M"') -ima "' ( . ) . rk =~Pm e = ~ Pm e = ~ qlm-zq2m = q1-zqz 
m~O m~O m~O 

(A2.2- 2) 

Det ses he rat at polynomiets funktionsvcerdi er den konjugerede til (A2.2-1) og hvis x = r er 
rod i ligningen P(x) = 0, sa er x = rk ogsa rod. 
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