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1 Boglger med endelig bglgehgjde

Man kommer ofte ud for bglger, hvis stejlhed H/L er sa stor, at resultaterne fra 1.
ordens teorien ikke kan anvendes pga. ringe ngjagtighed.

7N % Elevation

2 I / \ / \

0 /

\\‘ Y;— 0 _
\ ad
N

— -— \--.
\ Virkelig belge
Cosinus bolge

Figur 1: Sammenligning af virkelig bplge og cosinus bglge.

Da 1. ordens problemet blev lgst, skete det ved en eksakt lgsning af Laplaces
ligning med tilnermede (lineariserede) randbetingelser. Herved fik man bl.a.

n= gcos(wt - kz) (1)
B gT? 27h
L= o tanh ( 7 ) (2)

_ Hc cosh k(z + 1)

== T sin(wt — kzx) (3)
_ mH cosh k(z + h)
B A, ) @
og
inh k(z + h
gy B0, DEE SR g ) (5)

T sinh kh
idet folgende betegnelser er benyttet:

n overfladeelevation
r bglgeperioden

L bglgeleengden

H bglgehgjden



c=L/T fasehastigheden
' vanddybden
k=2n/L Dbglgetal
w=2nr/T cyklisk frekvens

t tid

G vandret koordinat
z lodret koordinat

» hastighedspotential

u = O¢/0z vandret partikelhastighed
w = d/0z lodret partikelhastighed

se fx Svendsen & Jonsson (1980).

Ligningerne blev lineariseret ved at foretage stgrrelsesordensbetragtninger og bortka-
ste de led, der var o(H/L) mindre end de gvrige led, idet o ) betyder storrelses-
ordenen af udtrykket af udtrykket i parentesen.

Ved den frie overflade blev ligningerne lineariseret saledes:

: ; dp On  Op On _—n
e < . _—— i = 6
kinematisk RB EP T -+ 5z Oz n (6)

linearisering - 9 _ 9n ved 2=0 (7)

dynamisk RB : gn+ 1 ((2‘1‘2)2 + (3_‘10)2) 4 3_‘9 —pog ved z=1

28’ " s ot (8)
linearisering 5 g+ %_f ) ved z=0 )

Herved fik man overalt linesere RB pa en kendt rand, og Laplaces ligning (DL):

%o %

0x2 ' 022 = (10)

kunne nemt lgses.

Selv om man normalt har bplgestejlheder H/L < 0, 08 viser malinger, at ovennavnte
lineariseringer alligevel kan veere uacceptable, nar fx cosinus-bglgen sammenlignes
med et malt overfladeprofil, se figur 1.

Det ses, at bade bglgetop og bglgedal i virkeligheden er havet i forhold til cosinus-
profilet. Resultatet af dette er, at bglgetoppen (straekningen hvor n > 0) bliver
kortere og stejlere, hvorimod bglgedalen (n < 0) bliver leengere og mindre stejl end
cosinus-profilet.

@nsker vi derfor at beskrive disse bslger mere korrekt end 1. ordensteorien tillader,
ma vi derfor medtage nogle flere led i RB, nar Laplaces ligning lgses.
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Man skal ogsd bemarke, at det er ngdvendigt at indfgre en ekstra randbetingelse,
nar ulinezere led medtages i RB og bade kinematisk og dynamisk RB kreeves opfyldt
ved z = 7 i stedet for ved z = 0. ‘

Problemet kan illustreres med resultaterne fra 1. ordens teorien pa folgende made:

Placeres en hastighedsmaler under bglgedalsniveau, 7,i,, finder man efter 1. ordens
teorien en symmetrisk hastighedsvariation, idet u ~ n jf. ligningerne (1) og (5). Se

ogsa fig. 2.

u A Hastighed
Tid

N

Figur 2: Hastighedsvariation i et punkt med z < %mnin.

Dette medferer @ = 0, hvor % er middelhastigheden i punktet, dvs.
1 (T
ﬁ,:f/ﬂ u(z.t) dt = 0 (11)
Benyttes ligeledes 1. ordens hastigheder i et punkt med z > 7., findes tilsvarende

@ > 0. Det skyldes, at u = 0 i det tidsrum, hvor hastighedsmaéleren er over vand-
spejlet. Se figur 3.

u * Hastighed

Tid

N T

Figur 3: Hastighedsvariation i et punkt med 0 > z > 7,.i-



Endelig findes med 1. ordens teoriens hastigheder middelvaerdien over en periode af
vandfgringen gennem et lodret snit som

1 (T [ [nlo) e £ 4
Guolge = ‘f/; (/:h U(Z,t)dz) dt:[‘h (i_‘—/; U(Z,t)di) dz (12)

eller

mazx Timaz

Q-boige:/n '&'d2=/ w-dz>0 ! (13)
~h TMmin

Denne vandfering har kun praktisk betydning for ulinezre bglger, og den betegnes

ofte som “Stokes drift”. Sidstneevnte betegnelse benyttes i gvrigt ogsa af og til om

den tilhorende middelhastighed

(bolge
Ustokes = ::Ig (14)

Betragtes forholdene i fx et bglgebassin er det indlysende, at man ma krave § = 0,
da alt vandet ellers vil havne i den ene ende af bassinet. Rent fysisk opnas § = 0 ved
dannelsen af en strgm U (konstant hastighed over dybden, dvs. potentialstrgmning),
hvor gsirom = Uh. Da § = Qopige + ¢strem = 0 findes umiddelbart

(Fbolge
U=-
h

dvs. U < 0, og strgmmen lgber derfor mod bglgernes udbredelsesretning.

= ‘UStokes (15)

Efter 1. ordens teorien findes derfor
u=uM+U (16)

hvor u(!) er den horisontale hastighedskomposant efter 1. ordens teorien (ligning

(4))-

Da det kan vises, at U = o um(%)), indses at leddet kan bortkastes efter 1. ordens
teori, hvorimod det kan vare et betydeligt led i teorierne af hgjere orden. Se fx
Svendsen (1985), hvor en mere stringent udledelse i gvrigt kan ses.

2 Stokes bglger

Man anvender her en pertubationsmetode ved lgsningen af det ulinezre strgmnings-
problem, dvs. man antager fglgende:

=W +@ 4 | +o0 4 (17)



hvor

o(a 1)) = o(® - %) e (cp(i—l) _ (%)2) = e (90(1) _ (%)i) (1$)
samt

g ¢ TS C T IR (19)

pt=p M 4 pt@ 4 4 p+0 (20)

og tilsvarende udtryk for de gvrige storrelser.

Man indferer s& (17) og (19) i DL og RB og bortkaster i en teori af orden *i" alle
led, hvis sterrelsesorden har faktoren (H/L) oploftet til potensen “” eller derover.
[falge (18) medtages medtages dermed “i” led i ligning (17).

Lgsningen af DL og de siledes trunkerede RB betegnes derefter en 7 * ordens Stokes
bglge.

Det skal her bemaerkes, at ¢(!) | n(!) og p*() er de kendte 1. ordens udtryk, svarende
til de aktuelle veerdier af T, H og h. Da overfladen ikke leengere er symmetrisk om
z = 0, er man endvidere ngdt til at definere bglgehgjden saledes:

H= 'nmaa: — Nmin (21)

2.1 Anden ordens Stokes bglger
I dette tilfeelde er
o = + (22)

hvor (1) allerede er kendt fra 1. ordens teorien. For overskuelighedens skyld er DL
samt lgsningsomride og RB for () vist pa figur 4. Da 1) opfylder Laplaces
ligning, dvs.

32¢p(1) 329,)(1)
0z? y 822

ses indsaettelse af ligning (22) 1 Laplaces ligning, at resultere i ligningen

0 (23)

3290(2) aﬂga(?)
g2t o

For at finde ¢*), ma denne DL med tilhgrende RB lgses. Ligesom i 1. ordens teorien
lpses problemet med den ukendte placering af den frie rand (overfladen) ved at
raekkeudvikle bade den kinematiske og den dynamiske randbetingelse i z = 0 og
derefter bortkaste led, der er o((H/L)?) mindre end de dominerende led.
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() 1 §2p(1) _

& tom
fﬁ
|
P21 32 (1)
dz?
c')(p(l}(L, £ 1)
9p1(0, 2, 1) %
o%. 7 T _ 900,21
L _ T
~ ’ Vd
ATE LRI LT v A SV B O M v T av i o
9l
oz
Figur 4: DL, lgsningsomrade og RB for ().
@ 1 922 _ 3w (k H)? sin2(wt — k)
0z g O 4k sinh 2kh
-
52(p(2) 32{9(2)
ETE R =
0o (L, z, 1)
80 (0, 2,1 R
A e LU (.Z ) ° h {, {2)3’€
X L _ 9990, 2,1)
i - ox
Wi
FPr P RrPY PP P LR P RT PP P P #
A
0z =t

Figur 5: DL, lgsningsomrade og RB for (3.



For den kinematiske RB, ligning (6), kan raekkeudviklingen principielt skrives som

(&p on 8(,9317) i 6(3(,0 an (')gac')n) R
0 z=0

Et tilsvarende udtryk kan opskrives for den dynamiske RB, ligning (8). Herefter
bortkastes de smé led i de to ligninger. Nu kan 5® elimineres af de ligningerne, og
efter nogen regning findes den RB for z = 0, som er angivet pa figur 5. P4 denne
figur er ogsa RB ved bunden og de lodrette rande vist.

Nar ¢® er fundet, kan 2. ordens hastigheder findes ved differentiation af ¢(?), dvs.

(2)
L@ = 907
Oz
0og
(2)
@ = 2P
0z

Til sidst kan ¢® |, 7(® og p'? bestemmes, ligesom det var tilfeldet i 1. ordens teorien.

Efter 2. ordens teorien med betingelsen § = 0 finder Svendsen & Jonsson (1980) fx

1 gH?
cos(2(wt — kz)) — S o7 (25)

, cosh (2k (2 + h))
sinh*(kh)

3

Af (25) ses, at for z < Nmin er middelveerdien nul af de 2 forste led, hvorfor

_ 1 gH?
Gy O for z< (26)

og dermed er kompensationsstrgmmen U i dette tilfeelde

Man finder endvidere

n? = An - cos(2(wt — kz)) (28)
hvor

An = I%kHZ (3 coth®(kh) — coth(kh)) (29)

dvs. n® er et led, der svinger dobbelt s hurtigt som 1. ordens leddet. Det ses, at
- —— % + A7 08 Nmin = —525 + An, dvs. begge haves stykket An. Herved bliver



bglgetoppen kortere end bglgedalen, og

H H
Nmaz — Tmin = (? + &) - (_7 s /—\-"7) =H
er overholdt.

Endelig finder man det overraskende resultat ¢(® = 0, eller
c=cV +c@=cl = % - tanh(kh) (30)

Forplantningshastigheden er siledes uzndret i forhold til 1. ordens teorien.

Er der ikke tale om et lukket bplgebassin, kan man ogsa specificere en given veerdi af
U (=1 for z < Nmin), dvs. U kan males med en fastholdt hastighedsmaéler placeret
under Nmin.

I mange tilfeelde er der antaget U = 0 ved udledelsen af en teori, men det er ikke
angivet 1 forudsatningerne. Pas pa !

2.2 Tredje ordens Stokes bglger

Det vigtigste resultat i 3. ordens teorien er, at c(® # 0, dvs.

g

e =D g c® 4 B8 = ) L B =+ tanh(kh) + ) (31)

idet ¢(® = 0 jf. 2. ordens teorien.

Det generelle udtryk er angivet i Svendsen & Jonsson (1980), sa her skal blot angives
resultatet pa dybt vand:

e= L f1eEp = i Hye (32)
32).

Bemzerk, at § = 0 er forudsat i (

2.3 Femte ordens Stokes bglger

Selv om omfanget af beregninger tiltager kraftigt, hver gang et ekstra led medtages i
reekken for ¢ (ligning 11), blev der i 1960 publiceret en 5. ordens lgsning, se Skjelbreia
& al. (1960).

Bemerk dog, at Skjelbreia forudsatte U = 0 dvs. § > 0, hvorfor resultaterne egentlig
ikke bgr benyttes i tilfeelde af et lukket bglgebassin.

Beregningerne for et givet problem forlgber saledes:
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Givet : T,hogH

Beregn : 1) L

2) ¢
3) u,w samt n

Bolgelengden L findes ved iteration i ligningerne:

gl = I (/\ 4 M Bis & )\5(335 + Bas)) (33)
og
9T2 2 4
L = =— tanh(kh) - (1 + \2Cy + MC,) (34)
m

hvor A er ukendt. Koefficienterne By, = Byn(kh) samt C,, = C,(kh) afhaxnger pa
kendt vis af kh (hvor k = 27 /L som szdvanlig), se Skjelbreia (1960). Bemerk, at
i Skjelbreias udtryk for C, skal faktoren +2592 erstattes med —2592, se Nishimura

& al. (1977).

Ligningerne (33) og (34) ma lgses ved iteration, og folgende metode har vist sig at
fungere tilfredsstillende.

I det fglgende betvder L;, A; og k; henholdsvis veerdierne af L, A og k i den i'te
iteration.

Ligning (33) omskrives til:

TH

7 A!Bys — A} (Bss + Bss) (35)

/\i+1 ==

hvor By, = Bim(kih). Ligning (34) omskrives til

T 2mh
Lip1 = i—ﬂ tanh(—Z—) (14 224G + 2, Co) (36)

“ i

hvor C,, = Cy(k;h)

Startgeet: Li=LM = )\ =0 Iifslge (36).
. 2wh
LW = 9T tanh (—ﬂ—-) findes ved iteration som sedvanlig.
2 L)

Af (35) findes derpd Ay = %, som indsat i (36) giver L,. Husk at B- og C-
koefficienterne ogsa skal opdateres. Af (35) findes sd A3, som indsat i (36) giver
L3, osv.

11



Iterationen afsluttes, nar
|Lipn = Lil <& og |himn—Al<e
hvor ¢ er et passende lille tal.

Nér L og A er fastlagt beregnes ¢ séledes:

5
¢ : e 5%
== D; cosh(jk(z + h)) sin(56) (37)
i=1

hvor

c = LT

0 = wt—kz

Di = /\A11+/\3A13+}\5A15

Dg = /\2.422 -+ /\4/’124
Dy = MNAgzp+ XA
Dy, = XAy
Ds = MAs;
og .
Aim = Am(kh) er kendte funktioner af kh, se Skjelbreia (1960).

Herefter kan hastighedskomposanterne findes ved differentiation af potentialet ¢,
dvs.:

_Op _Op 08 Oy

U=~ 50 8z o8 (™ (38)
=
u=cY_ jDjcosh (jk(z + h)) cos(j6) (39)
j=l
samt
By
w= = (40)
=
c 5
e > jk - Djsinh (jk(z + h)) sin(j6) (41)
i=l

Accelerationerne findes af:

dt Ot Y5 VB (42)

12



hvor

5
% = % : %g = % ‘W= _cwj;lj2 - Dj cosh (jk(z + h)) sin(56) (43)
samt
5u = .9 5 s .
= ck > j*- Djcosh (jk(z + h)) sin(j6) (44)
j=1
0g
3u 5 ) . ‘ . i
5 =ck ) j*- D;sinh (jk(z + h)) cos(j6) (45)
i=1

Af (43) og (44) ses i gvrigt (da w = ck), at
du ou

o~ ‘oz

Dette resultat kan ogsa indses direkte, hvis man udnytter, at bolgen bevager sig
uden at zndre form.

(46)

Endelig kan 7 findes af udtrykket:

] .
n= 23 Ecos(sf) (47
i=1

hvor

E1 =5 A

E, = AZBQQ + )\4B24

E3 = /\3B33 e )\5.835

Eq = /\4344

Es = A°Bs
og

Biyn = Byn(kh) er de samme funktioner, som blev benyttet

ved beregning af bglgeleengden, se Skjelbreia (1960).

2.4 Generelle bemarkninger vedrgrende Stokes bglger

Da man ved vurdering af de enkelte leds stgrrelsesorden generelt antager at o(%) = 1,

ma man forvente problemer pa grundt vand, hvor % << 1. Dette er tilfeeldet for
alle typer Stokes bglger og problemet viser sig primert som sekundere toppe i
belgedalen.

I praksis ma man for 5. ordens bglger siledes kraeve h/L > 0.10 — 0.15, hvis se-

13



kundere toppe skal undgas. For bglger af lavere orden optraeder problemet allerede
ved storre veerdier af h/L.

Endelig skal bemaerkes, at de givne udtryk alle forudseetter rotationsfri stromning
samt, at alle typer Stokes bglger er symmetriske omkring bgolgetoppen.
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3 Stromfunktionsteori

@nsker man at beregne bplger i de tilfeelde, hvor h/L < 0.10, er det i praksis kun
stromfunktionsteorien, der giver tilstraekkeligt ngjagtige resultater.

I denne teori etableres en tilnermet numerisk lgsning til den eksakte DL og de
eksakte RB opfyldt ved z = n.

Man er derfor ikke ngdt til at foretage stgrrelsesordensbetragtninger, og der er derfor
ingen krav til hverken H/L eller h/L.

3.1 Bglger uden strgm (U = 0)

Vi vil forst antage rotationsfri strgmning samt U = 0, dvs. bglgen udbreder sig i
stillestdende vand (se ligning (11)). Senere vises hvordan man lgser problemet, hvis
q = O eller U # 0 specificeres. Det kan endvidere ogsa lade sig gore at lose problemet,
nar rot o = konstant, se f.eks. Dalrymple (1974).

Af nemhedsgrunde betragtes bglgen fra et koordinatsystem, der fglger med bglgen,
dvs. beveeger sig med hastigheden ¢ i forhold til vandet. Da bglgen ikke flytter sig
i dette koordinatsystem, er der tale om en stationser strgmning.

Bemark, at havbunden og koordinatsystem (z,z) bevager sig mod venstre med
hastigheden ¢, set fra (z e, z)-systemet. Se figur 6.

Indfgres stromfunktionen ¢ defineret ved ligningerne:

_ o
YT Tz (48)
og
oY
Wi = T (49)

opfyldes kontinuitetsligningen for en usammentrykkelig veeske

ou  Ow
Oz rel a—z =0 (50)

identisk, og man far en entydig stremfunktion.

Da rot@ = 0 for en plan strgmning jo betyder at

dw ou 0 (51)

axrel a g B

findes ved indsattelse af (48) og (49) i (51) at

15



2 8‘2/ .
. AP (52)

+
dg2, 02

dvs. ¥ skal opfvlde Laplaces ligning.

Strgmningssituationen er skitseret pa figur 4.

-h ¥=Q (<0)
Ve VT Tl
™ Cpq
L :
= -

Figur 6: Skitse af strgmning betragtet fra koordinatsystem
der bevaeger sig mod hgjre med bglgehastigheden c,,;.

De kinematiske randbetingelser (ingen strgmning pa tvers af strgmlinier) er
P=0Q for z=—-h (53)
samt
=0 for 2 =79 (54)

hvor vandfgringen @ gennem et lodret snit findes af

Q=/;1udz (55)

Den dynamiske randbetingelse ved overfladen er
p = konstant

som indfgrt i Bernoullis generaliserede ligning giver:
1 5}
gn—i—i(ug—i—w?)-i—?f:R for z=1n (56)

hvor %f = 0, da stationar strgmning, og R betegnes som Bernoulli konstanten.

16



Endelig antager man, at strgmfunktionen kan beskrives med udtrykket

sinh(jk(z + h))

cosn(jkR)  CosUkTra) +Q (

w
= |
~—

Tf—’(l:eh~) — Cre!(z+ h) + ZB

j=1

Da (57) kan opfattes som en trunkeret Fourier-raekke for stromfunktionen, nar
denne er en lige funktion, ma det forventes, at udtrykket kan tilneerme ¢ vilkarligt
nejagtigt, hvis blot IV veelges tilstraekkeligt stor. Det ses ogsa, at dette udtryk for ¥
opfylder bade bundbetingelsen (53) samt Laplaces ligning, da dette er tilfaeldet for
hvert enkelt led i reekken. Bemeerk ogsé, at der ligger en periodicitetsantagelse gemt
i (57), idet P¥(zrer, 2) = Y{Zre + L, 2).

Stremfunktionen kendes derfor forst, nar de N ukendte koefficienter B; samt stor-
relserne c..;, & (eller L) og @ er bestemt ( ialt NV + 3 ubekendte).

Dette opnas ved at kreeve de to overfladebetingelser opfyldt eksaki i N + 1 punkter.
Den kinematiske betingelse (54) bliver derved til

N sinh(jk(n + h :
“JJ(.Ircl: 77) == 0 — Cret(n 4= h) +J§ BJ Slnc{fih((jkh) )) COS(]A:I,-E[) 3 Q (58)

og den dynamiske betingelse (56) kan skrives som

- 1 o d
yn+§((—a—;)2+( ¥ )2) =R

al‘ rel

eller

2
1 cosh (7k(n+ h)) "
gn + 5| TCret = k Z zoshi(7E) cos(7kzyer)

2

smh (jk(n+ h)) = B (59)

1 wT
+ 3 —AZ cosh{;kh) Sin(jkz,el)

Da man herved opnar 2N +2 ligninger, ser det umiddelbart se ud til, at ligningssyste-
met er overbestemt. Imidlertid er n-veerdierne i de IV + 1 punkter ubekendte, siledes
at de ubekendte herefter er: n; (N 4+ 1 veerdier), B; (IV veerdier) samt ¢, k, Q og
R, dvs. i alt 2N + 5 ubekendte.

Der ma derfor etableres 3 ligninger ekstra for at lgse ligningssystemet.
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Da vesken jo er antaget usammentrykkelig, ma der kraeves:

i=1 " d 0 .
. E—/O 7 dTrel = (60)
og endelig benyttes definitionerne
H = Nmaz — Mmin (61)

og
b= CregT (62)

Nu er antallet af ligninger lig antallet af ubekendte, men desverre er ligningerne
ulinezere. Som vist i Appendix 1 kan ligningssystemet dog let lgses med anvendelse
af en generaliseret Newton-Raphson iteration.

Herefter kan v findes af (56) og (u,w) ved benyttelse af (48) og (49). Husk dog, at
u fundet med (48) skal korrigeres med hastigheden ¢, nar partikelhastigheden set
fra det faste koordinatsystem beregnes. '

Udtrykkene for u og w er angivet i Appendix 1, hvor ogsa udtryk for accelerationer
er udledt.

Bemerk, at der er tale om de totale accelerationer (vedr. du/dt, se ligning (42)),
idet de konvektive led ikke kan bortkastes, saledes som det er tilfaldet i 1. ordens

teorien.

Overfladen n(z) kan dernzest tilneermes med en endelig Fourier-reekke med anven-
delse af de N + l-veerdier af n. Herefter kan 7 findes for en vilkarlig z-veerdi af
udtrykket

N-
(Zret) Z :c0S(jkTrer) + an cos(Nkz,q) (63)

Bemerk, at bolgetoppen findes i z,,; = 0 samt, at det ikke er en trykfejl, nar faktoren
2 mangler pa det sidste led, se Appendix 1.

3.2 Bglger kombineret med strgm (U # 0)

Vi vil slutte af med at se pa forholdene i tilfzldet bglger kombineret med strgm,
dvs. man kan specificere en gnsket veerdi af enten U eller g.

Det antages endvidere i tilfeelde af strgm, at hele vandmassen beveeger sig med ha-
stigheden U i forhold til havbunden.
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Da en bglge med given leengde og hgjde jo vil forplante sig ens i forhold til vandet,
uanset om vandet ligger stille i forhold til havbunden, eller det bevaeger sig med ha-
stigheden U, endres beskrivelsen ikke i det koordinatsystem, der fglger med bglgen.
Alle ovenstaende ligninger opskrevet i dette system @ndres derfor ikke, bortset fra
udtrvkket for forplantningshastighed (62), som ma andres til

L=tz T (64)

hvor T er perioden malt i et fast punkt, og ¢y, er bglgens forplantningshastighed i
forhold til havbunden.

Da vi dermed har introduceret en ny variabel cq;, ma vi ogsa etablere en ekstra
ligning.

Det ses let at:
Cabs = Cret + U (65)

idet ¢, jo er forplantningshastigheden i forhold til vandet.

Hermed haves 1 ekstra ligning til bestemmelse af den ekstra ubekendte ¢y, hvis U
er opgivet. Disse 2V + 6 ligninger lgses ogséd med anvendelse af iteration.

@nsker vi at kunne foreskrive en vilkarlig veerdi af g, kan fglgende fremgangsmade
benyttes. |

Forst konstateres, at den del af middelvandfgringen, der skyldes tilstedevarelsen af
belger ma veare

qbctge = Q - QH:O = Q - (_CTth) = Q " Creih' (66)

malt i et koordinatsystem, der ligger stille 1 forhold til vandmassen. Dette resultat
skyldes, at man jo ville finde en vandfgring pa —c,,h malt i det bevaegelige koor-
dinatsystem (med hastigheden c,¢; i forhold til vandet), nir H er uendelig lille.

Da koordinatsystemet i hvile i forhold til vandmassen bevaeger sig med hastigheden
U 1 forhold til det koordinatsystem, der er i hvile i forhold til havbunden, findes
middelvandfgringen i dette faste koordinatsystem derfor som

G = Qstrom T Qoolge = Uh+Q + creh (67)
Indszttes (65) i (67) findes derfor

quh'i"Q’l'(cabs_U)h
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eller
= Q + capsh (68)

Ligning (68) er den ekstra ligning, der er ngdvendig for bestemmelsen af den ekstra
ubekendte ¢, 1 de tilfeelde, G er kendt. Ogsa disse 2V +6 ligninger lgses ved iteration.

Endelig skal bemzrkes, at den aktuelle veerdi af U kan findes af (65), idet bade c,¢;
0g Caps €r kendt, nar ligningssystemet er lgst.
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Appendiks A

A.1 Lgsning af ligningssystem vha. Newton-Raphsons
metode

Der anvendes en udvidet Newton-Raphson metode, som bedst kan illustreres ved
anvendelsen pa et ligningssystem med 2 ligninger:

Flz,y) =0 (A.1)
0g

G(a,y)=0 (A.2)
Funktionerne F og G antages at afhzenge af 2 og y pa kendt vis.
Det antages, at (9, ) er en tilneermet lgsning til (A.1) og (A.2), siledes at

F(zo+dz,yo+dy) =0 (A.3)

G(ao +dr,yo+dy)=0 (A.4)

21

hvor dx og dy er “sma” storrelser.

Reekkeudvikles F' og G i Taylorrazkker, hvor kun 1. ordens led medtages, kan (A.3)
og (A.4) omskrives til

aF oF
F(wo, yo) + da(5-)o + dy('é_g)n =0 (A.5)
0g
aG aG

Ligningerne (A.5) og (A.6) lgses mht. dx og dy, hvilket kan ske med en standard-
metode (fx Gauss-elimination), da ligningerne er linesre mht. (dz, dy).
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Matricen

(%) (55

y
aG a
(E)o ('a_(;)o

(A7)

betegnes Jacobi-matricen og dens elementer kan beregnes enten analytisk eller nu-
merisk.

Herefter findes en bedre tilngermet lgsning (x;,y;), hvor

xy =29+ dx (A.8)
samt

Y1 =1y +dy (A.9)

Er korrektionerne (dz, dy) tilstraekkelig smé, dvs. hvis

A= /(dz? +dy?) < ¢ (A.10)

hvor € er et passende lille tal, accepteres (x1,y;) som losningen til ligningssystemet.
I modsat fald gentages beregningerne med (21,%;) som den tilneermede lgsning.

A.2 Eksempel pa opstilling og lgzishing af lignings-
system

Nu vises beregningernes principielle forlgb for N = 2, dvs. RB opfyldes i 3 punkter
af overfladen. Det skal bemaerkes, at IV = 2 er valgt af skrivetekniske grunde og
normalt vil det ikke give en tilstraekkeligt npjagtig lgsning.

Da man antager, at bplgen er symmetrisk omkring bglgetoppen, skal de 3 punkter
blot placeres p& den halve bolgeleengde. Se Fig. A.1.

Punkterne placeres normalt med lige stor afstand, dvs.

051

Az = = (A.11)

Man kunne godt forledes til at tro, at ngjagtigheden ville blive veasentlig forgget
ved at placere flere punkter neer bglgetoppen og feerre i dalen. Testberegninger
viser dog, at dette ikke er tilfeeldet, se Fenton (1980).

Givet :h,T,H,q

Ubekendte : Crely Cabs, B1, B2, M1, 72, M3, Q, R, L (= 2N +6 =10) (A.12)



B Rel. elevation

Figur A.1: Definitionsskitse, N = 2.

Kinematisk RB, dvs. ligning (55), giver i punktet (z;,m):

sinh(k(m + h))
C1-e[(7?1 4 h,) -+ BI COSh(A:h)

cos(kzy)

sinh(2k(n; + h)) - B
>~ cosh(2Eh) cos(2kz)+ Q@ =0 (A.13)

Tilsvarende udtryvk findes i (x5, 7) og (z3,75).

Dynamisk RB, dvs. ligning (56), giver i punktet (z;,m):

9™

i o cosh(k(m +1R) n cosh(2k(m + h)) _ 2
+ = (—c,.c! — kB () cos(kx;) — 2k B, cosh(2T) cos(2kxy)

1 sinh(k(m + h)) . sinh(2k(m + h)) . :

Sl N ) — 2% -
T3 ( Ry oshlR) k) — BB — e Sn(eht,)
— R=0 (A.14)

tilsvarende udtryk findes i (zq,n3) og (3, m3).

Ligning (57), dvs. 7 = 0, tilneermes med:
N+1

> mildz; =0

i=1

hver Ay = 8w for = 2, . ...V og Az =058z for 1= 1 opi =N 4 1.
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I dette tilfzelde findes med Az = %:

D g iy ey A5
gt imtgm= (A.15)

H = Doz — Mmin, dvs. ligning (58), bliver til

H—(m—m)=0 (A.16)
L = caps - T, dvs. ligning (61) omskrives til

b — g - = (A.17)
og endelig kan § = @ + capsh, dvs. ligning (65) udtrykkes som

Q + cabsh —7=0 (A.18)

Hermed haves 10 ligninger af samme type som (A.1) og (A.2), og disse lgses med
anvendelse af Newton-Raphson iteration.

Jacobi-matricen (A.7) beregnes vha. numerisk differentiation. Dette er enkelt,
og man undgér at skulle gennemfgre omfattende analytiske korrektioner i Jacobi-
matricen, hvis der foretages @ndringer i de grundleeggende ligninger. Prisen for
forenklingen er lidt stgrre beregningstid. '

Startgeet:
L .= LU dvs. 1. ordens veerdien
Crel = L/T
Cabs = Crel
Q = —Crall
B = D5,
7; = & cos(kay) fori=1,20g3
samt
Bi = —iranm
og B, =0

Udtrykket for B; er fundet ved at kreeve w fra 1. ordens teori, ligning (5), lig med
i %;3, ligning (54), idet By = 0 antages.

Ved store verdier af H/h foretages en trinvis beregning, séledes at bglgehgjden
foroges gradvis. Springet 1 bglgehgjde er valgt til AH = g—’. Denne fremgangsméde
er ngdvendig for at sikre konvergens med de benyttede 1. ordens veerdier i start-
gettet. Endvidere tillader denne beregningsmdde, at den tidskraevende beregning
af Jacobi-matricen kun skal foretages en gang for hvert H-trin.



A.3 Beregning af n(z) efter Strgmfunktionsteori-
en

Nar strgmningsprobelemt er lgst, kendes
(%imi) i=1,2,..., N+1

Da man gnsker at kunne beregne n(x) for vilkdrlig veerdi af 2, m& man enten
interpolere i n-veardierne eller Fourier-oplase disse. Her benyttes Fourier-oplgsning,
da denne metode ogsa kan give et mal for ngjagtigheden af beregningen, se nedenfor.

Generelt haves for en lige funktion, dvs. n(—=z) = n(z), med perioden L:

n(xz) = ag+2) (a;cos(jkz)+ b;sin(jkz))
i=1

]_ } 2.%
1VOI v = I‘

nft

2 %
a; = L/ () cos(jhz)dx f/o n(x) cos(jkz)dx

..:|r-

i
og b, = %/_Z n(z) sin(jhz)dz =0

Koefficienterne a; findes ved en simpel numerisk lgsning af integralerne:

ap = 0  jf. ligning (57) eller (A15)

N
2 +1

og a; = ZZ?LCOS].’»%)A §=1,2,...,¥
g

I reekken for n er hojeste tilladelige vaerdi af 7 lig med N og ikke co. Dette skyldes,
at der er i alt 2V punkter til at beskrive hele bglgeleengden, hvorfor den hurtigste
svingning i Fourier-reekken bliver cos(Nkz). Se fieks. Newland (1975), der viser,
at kun svingninger med mindst 2 datapunkter pr. svingning kan beskrives.

Hermed kan n(z) findes af
N-1

n(z) =2 Y a;jcos(jkz) + an cos(Nkz) (A.19)

j=1

Bemerk, at der ikke skal en faktor 2 pd det N'te led. Herved sikres, at (A.19)
korrekt giver n(z;) = m;, dvs. Fourier-raekkens graf gir gennem de punkter, der
ligger til grund for reekken.



Ngjagtigheden kan anses for tilstreekkelig, hvis ay < a4, da dette vil give en over-
flade uden tendens til sekundare toppe. Er dette krav ikke opfyldt, ma beregningen
gentages med en stgrre verdi af V.

A.4 Beregning af hastighed og acceleration efter
Strgmfunktionsteori

I det koordinatsystem (z,e, z) der folger med bglgen haves jf. formel (54)

N sinh(jk(z + R
W(Trety 2) = Crel(z + h) + Z B; (5k( )

cos(jhzre) + Q

o cosh(jk)
Dau = —g—‘f, jf. (44), findes
N cosh(jk(z + h))
ol 2) = — — kB 1K re 2
’H.(fl-,-e(, ) Crel Zj i COSh(jkh) COS(J;":I’ f) (A 0)

j=1

Da ¢, er bolgens udbredelseshastighed i forhold til vandmassen findes partikel-
hastigheden i det koordinatsystem (z, z), der ikke bevager sig i forhold til vand-
massen '

N h(5& h .
(e, ) == 33k, OBt cos (jik(z — o) (A.21)

I ligning (A.21) er benyttet, at
Tpel =T — Croil (A.22)

Bevaeger vandmassen sig endelig med hastigheden U i forhold til havbunden, kan
u mélt i det faste system (Zus, z) findes som

2 cosh(jk(z + h))
Takss2) = U ~ kB -
UTabsy 2) = U ;J 7" cosh(jkh)

cos(jk(Zaps — Cavst)) (A.23)

idet

Tvel =Ty — Calist (A24)



Tilsvarende findes

N sinh(jk(z + h))
’lu(xabs‘ ~) - —;JLBJ COSh(]]\,h) SIn(J‘E“( Taps — Cabst)) (A?D)

Accelerationen i vandret retning findes af:

du Ou Sony ou " du 4
dt ot oz 0z (4-26)
Da %’f = (—~tuhs) ¢ %, idet bglgen jo bevaeger sig uden at eendre form, kan (A.26)

omskrives til
du du du _
£y = (- cabs+u)—+w (A.27)
a

0z
hvor u og w findes af (A.23) og (A.25). Tilbage er blot at finde 2 5= 0g 3= hvilket
sker ved at differentiere (A.23). Resultatet er:

a2 , - cosh(7k(z+h)) . ..
= Z 8)" j CCESh((th) ) Sin(jk(ﬂ:abs = Cabst)) (A?S)
7=1
samt
y smh jk(z+ h )
- 2.608, R cosibla ~ cnt) 4.2
j=1

Endelig findes accelerationen i lodret retning af

dw Jw 4 dw ow % iy
dt ~ Ot dx dz (A-30)

Da %—‘f = (—Cabs) * %f—, idet bplgen jo bevager sig uden at eendre form, kan (A.30)
omskrives til

B Y. . RO A.31
— = (—Caps + U) — + W — ;
dt ’ dr ' 0z L8l
hvor u og w findes af (A.23) og (A.25) og <% a og 57 a‘“ findes ved at differentiere (A.25).
Resultatet er:

dw \2 pp Sinh(jk(z + R))
or Z L cosh(jkh)

=1

0S(jh(Taps — Capst)) (A.32)



B.cosh(jk(z + h))
7 cosh(jkh)

sin(jk(Zabs — Cabst)) (A.33)



