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Forord

Denne bog er skrevet med henblik pa introduktion og benyttelse af de mest
basale teorier for steenger og bjelker, hvor hovedvaegten er lagt pa retliniede,
plane bjelker.

Bogens indhold daekker mere end et enkelt semesters pensum ved bygnings-
ingenigruddannelsen ved Aalborg Universitet. Ideen er, at de studerende herved
far en samlet fremstilling, sa teorierne pa de forskellige semestre udledes pa et
feelles grundlag.

Indledningen til kapitlet om plasticitet skyldes i hgj grad min broder Jes
Christoffersen, hvis rad og indsigt i baerende konstruktioners teori altid er gi-
vende.

Jeg vil godt takke to meget dygtige ph.d.-studerende, nemlig Filip Westarp
og Kim Dalsten Sgrensen, for deres skarpe @¢jne og store indsats med at finde
mine mange trykfejl.

Som sadvanlig har min kyndige sekreteer Kirsten Aakjeer ogsa hjulpet mig
med meget, blandt andet det sproglige.

For god ordens skyld naevner jeg, at jeg selv har skrevet al tekst og tegnet
alle tegninger.

Esben Byskov
Jaegersborg og Aalborg
4. september 2005
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Indledning

Modeller versus Virkelighed

Alle virkelige staenger og bjaelker er naturligvis tredimensionale, men for at kunne
beskrive deres opfersel pa en relativt enkel made modellerer man dem ofte som
endimensionale legemer. Man taber selvsagt information ved at ga frem pa denne
made, men langt over hundrede ars erfaring viser, at man i mange tilfzelde kan
opna tilstreekkeligt gode resultater, hvis man anvender en sadan enkel matema-
tisk model. Denne bog beskeeftiger sig med opstilling og anvendelse af et par af
de mest saedvanlige teorier af denne type.

Bogens Opbygning
Opbygningen af bogen fremgar af indholdsfortegnelsen, men maske er et par ord
om ideen bag den pa sin plads.

I del T introduceres “stzenger og bjaelker uden tveersnit,” hvilket betyder,
at staengerne og bjelkerne betragtes som endimensionale (orienterede) legemer,
hvis tveersnitsegenskaber kendes ad anden vej.!

Med hensyn til de materialemodeller, der introduceres, er de begraenset til de
lineacrelastiske, som far langt hovedparten af pladsen, og linearelastisk-idealpla-
stiske samt stift-idealplastiske modeller, der benyttes til bestemmelse af plastisk
baereevne af bjalker og rammer.

Bade kinematisk linesere og kinematisk moderat ulinesere teorier opstilles.
De sidste i hgj grad for at kunne behandle det vigtige problem med sgjler, der
buler.

Del IT omhandler analyser af stang- og bjaelketvaersnit, hvor blandt andet
formler for tveersnitskonstanter for forskellige lineserelastiske tveaersnit opstilles.
I forbindelse med de plastiske bjeelkeproblemer analyseres de sakaldte flydeled.

Bj=lketeorier og Tveersnitsundersggelser

Det er overordentlig vigtigt at holde emnerne bjalketeorier og tveersnitsunder-
sogelser skarpt adskilte — ellers far man meget nemt opstillet en ikke-konsistent
teori. Fremgangsmaden bor veaere som fglger. Man finder tvaersnitskonstanterne
ved en to- eller tredimensional betragtning og indfgrer dem i den endimensio-
nale teori, man har valgt. Herefter udfgrer man stang- eller bjelkeanalysen som

IMed hensyn til begreberne endimensional og orienteret, se afsnit 1.1.
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rent endimensional. Nar man sa skal undersgge, om tveaersnittene kan holde til
pavirkningerne, gar man tilbage til den to- eller tredimensionale teori.

Man ma for eksempel ikke blande de to- og tredimensionale synsvinkler ind i
opstillingen af et virtuelt arbejdes princip for en bjaelke, idet man populaert sagt
har “klemt tykkelsen” ud af bjeelken pa dette stade.

Virtuelle Arbejders Princippers Centrale Rolle
Den helt centrale rolle, som indtages af forskellige virtuelle arbejders principper,
betones kraftigt, og principperne udnyttes i adskillige sammenhaenge.

Fysisk Intuition versus Stringens

I &ldre leerebgger fremstar teorier for de baerende konstruktioner ofte — faktisk
oftest — som en lang rackke af lgsninger til problemer, der gjensynligt ikke har
nogen indbyrdes relation. Dette skyldes formentlig, at mange forfattere gnskede
at betone den fysiske intuition, der uden for enhver tvivl er central for en god
beherskelse af emnet. I overensstemmelse med en mere moderne opfattelse har
jeg valgt at opstille alle teorier og lgsninger pa sa stringent et grundlag som
muligt, hvorefter de tolkes fysisk. Den fysiske intuition spiller saledes stadig en
central rolle, men den benyttes snarere til kontrol end som basis for opstillingen
af teorierne.

Stil
Der er et par sider af den stil, jeg anvender, som kan fortjene et par ord med pa
vejen.

For det forste er det meget vigtigt for mig ikke blot at beskrive, hvorledes
man udleder forskellige formler. Efter min opfattelse er det endnu vigtigere at
forteelle, hvorfor man udfgrer de forskellige manipulationer. Et eksempel pa dette
er afsnit 6.2, der i de fleste fremstillinger fremstar som en serie af geniale indfald,
hvis logik end ikke antydes.? Sine steder forsgger jeg ogsa at forklare, hvorfor
man ikke gor det hele pa en anden made, hvilket kan veere lige sa vigtigt.

For det andet benytter jeg mig ofte af en blanding af uformelt og ret arkaisk
sprog. Det er mit hab, at det uformelle ikke gdeleegger praecisionen af frem-
stillingen, hvilket jeg lsegger megen veegt pa. Den undertiden lidt gammeldags
udtryksmade og benyttelse af ord og vendinger, der ikke er de mest geengse
nutildags, skyldes, dels at jeg selv godt kan lide den slags udtryk, dels at de
studerende — efter min mening — har godt af at stifte bekendtskab med sprog,
der ikke er helt dagligdags. Man kan veere uenig med mig, men det far sa vaere.

Referencer

Som laeseren meget hurtigt kan overbevise sig om, er der i naerveerende udgave
kun to referencer. Dette skyldes ganske enkelt, at der her er tale om en forelgbig
udgave, og at jeg af hensyn til tiden har valgt at nedprioritere referencerne til
fordel for det faglige indhold i bogen.

2] min sorte sjel kan jeg have mange forfattere mistzenkt for herved at prgve at dupere
laeseren eller maske selv ikke at have forstaet logikken bag udledningerne.

INDLEDNING
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Del 1

Endimensional Teori

“Steenger og Bjaxlker Uden Tveaersnit”






Kapitel 1

Indledende Statik for
Steenger og Bjeelker

1.1 Indledning

I dette kapitel vil de to enkleste tilfaelde af deformation og ligeveaegt af endimen-
sionale, orienterede legemer blive gennemgaet — forhabentligt pa en made, sa
de vaesentligste facetter af emnerne fremgar pa en naturlig made.

Ved betegnelsen “endimensionalt legeme” vil vi forsta et legeme, hvis ud-
straekning i den ene retning er meget stgrre end i de to andre som for eksempel
en billardkg, en violinstreng, en lineal, osv. Med orienteret hentydes til, at bjeel-
ken ikke blot beskrives ved sin form, dvs. ved sine koordinater, men ogsa ved en
retning.!

For ikke at komplicere problemerne, vil vi antage, at:2

e flytningerne er meget sma i forhold til legemernes dimensioner,

e deformationerne, der beskriver, hvor hardt legemerne er pavirket, er meget
sma, hvilket viser sig at medfgre en forudsaetning om, at de afledede af
flytningerne er meget sma,

e at materialerne er linezerelastiske,® hvorved forstas, at der er en lineser

nden for et ganske andet felt, nemlig speedway, vil man nemt kunne se ideen med at
beskrive et legeme ved mere end dets position. Hvis man gnsker en blot nogenlunde rimelig
beskrivelse af en speedwaymotorcykel som et punktformet legeme, er man ngdt til at involvere
stedet og retningen af forhjulet, for, som enhver, der har set speedway, ved, peger forhjulet i
svingene ikke fremad, men danner en — i gvrigt ganske stor — vinkel med cyklens bane. Man
er derfor ngdt til at have en ekstra variabel i beskrivelsen, nemlig forhjulets vinkel. Punktet,
dvs. motorcyklen, er derfor beskrevet som et orienteret legeme.

20ver 90% af alle stang- og bjzelkeberegninger foretages under disse forudsaetninger.

3Vi skal senere i denne bog, se kapitel 3, udvide vort arbejdsomrade til at geelde materialer,
for hvilke der ikke kan forventes linearitet mellem deformation og kraftpavirkning, idet vi isser
skal beskeeftige os med materialer, der opfgrer sig plastisk.

Endimensionale,
orienterede
legemer

Sma flytninger
og
flytningsafledede

Lineaer
elasticitet
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sammenhaeng mellem materialernes deformation og den til deformationen
ngdvendige kraft- eller momentpavirkning.

I denne forbindelse benytter man betegnelsen tgjning om de (enheds)defor-
mationer, materialerne undergar, se afsnittene 1.2 og 1.3, hvor begrebet tgjning
bliver defineret for de omhandlede typer af legemer.

Det overordentlig vigtige Virtuelt Arbejdes Princip,* som er helt centralt for
de bzerende konstruktioners teori, gennemgas i kapitel 2.

1.2 Stangdeformation
1.2.1 Indledende Overvejelser

Stangdeforma- Den forste type deformation, vi vil beskeeftige os med, er stangdeformation, hvor-
tion: Forlengelse ved forstas forlaengelse eller forkortelse af et endimensionalt legeme, se Fig. 1-2.1,
eller forkortelse ~ som illustrerer forleengelse af en tynd stang eller en tynd snor, som vi traekker i.

W—-

Udeformeret stang

W

eformeret stang

Fig. 1-2.1: Det “endimensionale” legeme — stangen — i ude-
formeret og deformeret tilstand.

I sandhedens interesse skal det bemeerkes, at der skal overordentlig gode arm-
kreefter til at deformere selv et meget slankt emne, sa leengdedeformationen kan
ses, medmindre der er tale om en elastik eller et legeme, der er lavet af et andet
meget fleksibelt materiale. Lad os antage, at vi er i stand til at praestere kraften

= Lo —
_ Udeformeret _

P P
-4— I
| L ‘
|~ -—
Deformeret

Fig. 1-2.2: Deformation og ligevaegt af stang.

P, hvor stregen over en stgrrelse her og i det fplgende betyder, at stgrrelsen er

4] eeldre litteratur kaldes Virtuelt Arbejdes Princip ofte for Arbejdsligningen, hvilket er helt
misvisende, idet der ikke er tale om reelle, men netop virtuelle arbejder.

Kapitel 1 FOREL®BIG UDGAVE e (©) ESBEN BYSKOV 4. september 2005
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givet — foreskrevet. Nar vi udseetter stangen for kraftpavirkningen P, vil den
blive forlaenget fra sin oprindelige leengde Ly til den endelige laeengde L. Det viser
sig, at forleengelsen AL er ligefrem proportional med den pafgrte kraft P og den
oprindelige lzengde L(, medens den er omvendt proportional med stangmateri-
alets egen aksialstivhed F'A, dvs. dets modstand mod at blive forlaenget eller
forkortet:

PL L—1Lg P

AL=1—Ly=—2 el - 1.1
°=TFa Y T, EA (1.1)

For mange materialer kan man regne deres aksialstivhed E'A lig med pro-
duktet af elasticitetskoefficienten E og stangens tveersnitsareal A, hvilket er be-
grundelsen for, at materialestivheden angives ved en betegnelse pa to bogstaver
i stedet for ét.

1.2.2 Stangens Kinematiske Forhold

I eksemplet ovenfor er forholdene ens gennem stangen, og den relative leengde-
gndring:
AL L —Lg

ob 1.2

uzendret, selv om vi for eksempel betragtede blot den halve stanglaengde. Men
hvis for eksempel tveersnitsarealet A ikke er konstant i hele stangens leengde,
vil den relative forleengelse afhaenge af stedet pa stangen, skent alle tveersnit er
pavirket af samme kraft P. I s tilfeelde er vi ngdt til at betragte deformationen

d dx*
Y 4
| u ;‘

I
(u+ du)

Fig. 1-2.3: Flytning og deformation af et infinitesimalt stangelement.

af et infinitesimalt stangelement, se Fig. 1-2.3, hvor dz betegner leengden af det
udeformerede stangelement, dz* dets leengde efter deformationen, hvor u = u(z)
er flytningen af venstre ende af stangelementet, og flytningen af hgjre ende er
(u + du). Man definerer lengdetgjningen, ogsa kaldet aksialtgjningen, e ved:

B dr* — dx

c dx

(1.3)

se Fig. 1-2.3. Det er formentlig ikke pa forhand indlysende, at vi gnsker at ud-
trykke alle stgrrelser ved hjeelp af flytningen u og dens afledede, men det viser sig

Elasticitetskoef-
ficient £
Tvaersnitsareal A

Relativ
lengdeaendring

Laengdetgjning e

Aksialtgjning &
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Flytnings-tgj-
ningsrelation ~
Kinematisk
feltligning

Aksialkraft ~
Normalkraft N

Statisk differen-

at vaere en god ide. Derfor opstiller vi ved geometriske betragtninger i forbindelse
med Fig. 1-2.3 fglgende udtryk for leengdetgjningen e:

— (“"’_Z# (1.4)
eller
e(x) =u'(x) eller e(z)= dq;f:) (1.5)
hvor skrivemaden
(y=2J (16)

dx

er indfert af bekvemmelighed. Udtrykket (1.5) kaldes stangens flytnings-tgjnings-
relation og er den kinematiske® feltligning for stangen. Flytnings-tgjningsrela-
tioner optraeder ssedvanligvis i form af differentialligninger.

1.2.3 Stangens Statiske Forhold
ndz
N N (N +dN) (N +dN)
F— —[=1—  —[=
dx |

Fig. 1-2.4: Ligevaegt af et infinitesimalt stangelement.

Som neevnt ovenfor er det for det netop gennemgaede eksempels vedkom-
mende vist ret klart, at hvis vi snitter stangen over et vilkarligt sted, ma vi
til opretholdelse af ligeveegten altid pafere snitfladerne en kraft af stgrrelsen P.
Der er her tale om en indre kraftstorrelse, en snitkraft, der for stangens vedkom-
mende kaldes normalkraften eller aksialkraften, og som ssedvanligvis betegnes
N (z). Antager vi nu, at stangen er belastet i sin leengderetning med en fordelt
belastning, hvis intensitet er 7i(x) pr. leengde, vil normalkraften atheenge af, hvor
pa stangen man snitter over. Derfor betragter vi ligevaegt af det infinitesimale
stangelement af leengden dz, som er vist pa Fig. 1-2.4. Herved findes:

—N(z) + n(z)dz + (N(z) + dN(z)) = 0 (1.7)

som omskrives til ligeveegtsligningen for det infinitesimale stangelement, hvilket
er stangens statiske feltligning, som normalt er givet som en statisk differential-
ligning:

tialligning ~ dN(z) = _ , _
Statisk T +7(z) =0 eller N'(x)+7n(z)=0 (1.8)
feltligning
5T en del — iszer zeldre — litteratur benyttes betegnelsen geometrisk i stedet for kinematisk,
hvilket kan lede til forskellige misforstaelser, iseer ved kinematisk ulinesere problemer.
Kapitel 1 FOREL®BIG UDGAVE e (©) ESBEN BYSKOV 4. september 2005
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1.2.4 Stangens Fysiske Forhold

For lineaerelastiske materialer gaelder den fysiske betingelse, som ogsa benaevnes
den konstitutive betingelse:

N(z) = EA(x)e(x) (1.9)

hvor alle stgrrelser, som angivet, generelt set athszenger af stedet pa stangen,
Udtrykket (1.9) siger blot, at en dobbelt sa stor kraft medfgrer en dobbelt sa
stor forlengelse.

1.2.5 Stangens Tre Feltbetingelser

Vi har nu opstillet de tre betingelser, som tilsammen danner grundlaget for
lgsning af ethvert stangproblem af den type, vi betragter her, nemlig problemer
med sma flytningsafledede og med linesrelastisk materialeopforsel:

1. Den kinematiske feltbetingelse (1.5):
e(x) = u/(z),

2. den statiske feltbetingelse (1.8):
N'(z) +n(x) =0,

3. den fysiske feltbetingelse (1.9):
N(z) = EA(x)e(z).

Det er veerd at meaerke sig, at kun den fysiske betingelse aftheenger af mate-
rialet, medens de to andre er gyldige for alle materialer. Dette forhold skal vi
imidlertid ikke komme naermere ind pa i naerveerende sammenhzeng.

1.2.6 Flytningsdifferentialligning for Lineaerelastiske Staen-
ger

Nu er viistand til at formulere en differentialligning, der sammenknytter flytnin-

gen u(x) med belastningen 7i(z) og dens materialeegenskaber givet ved EA(z).

Nar athesengigheden af leengdekoordinaten x ikke angives, kan vi ved differenti-

ation af den fysiske betingelse (1.9), hvori den kinematiske betingelse (1.5) er
indsat, finde:

dN d du
N' = (BEAY) el — =— | EFA— 1.1
(EAW)" eller de dx ( dx) (1.10)
hvorefter (1.8) og (1.10) kan kombineres til:
(BAd)Y +7=0 eller L (BA%™) 47=0 (1.11)
dx dx

som er den differentialligning, vi vil beskaeftige os med i det fglgende.
For det meget vigtige specialtilfzelde EA = const. bliver (1.11):
For FA = const.: u' = —% eller d—:cg = —% (1.12)

Lineaerelastisk
materiale

Stangens tre
feltbetingelser

Flytningsdiffe-
rentialligning for
stang
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Mindst én
kinematisk
randbetingelse

1.2.7 Randvardiproblem for Stangen

Da differentialligningen (1.11) eller (1.12) er af anden orden, skal der benyttes
to randbetingelser til fastlaeggelse af den fuldsteendige lgsning til et stangdefor-
mationsproblem. Disse randbetingelser kan enten vaere kinematiske eller statiske,
hvor de fgrste slags er udtrykt alene ved randveerdier af u, medens de andre, som
egentlig angiver randveerdier af normalkraften N, omformuleres, sa de udtrykkes
ved den forste afledede u’ af u.

Det er meget vigtigt at meerke sig, at der for et vilkarligt stangproblem altid
er netop én randbetingelse i hver ende, enten en kinematisk eller en statisk,
hvoraf mindst én er kinematisk.”

Tilsammen danner differentialligningen og randbetingelserne et randverdi-
problem.

Ex 1-1 Stang Belastet med en Jaevnt Fordelt Last

n
— — — —

A EA = const. é

}—»x
Lo

Fig. Ex. 1-1.1: Eksempel pa en belastet stang.

Lad os betragte et ret simpelt stangeksempel, se Fig. Ex. 1-1.1. Stangens
stivhedsegenskaber er uathaengige af leengdekoordinaten x. Stangen er bela-
stet af den konstante last 7 i sin leengderetning. Differentialligningen (1.11)
eller (1.12) bliver derfor i dette tilfeelde:
1z n _ 2u n
u = B4 n = const. eller e

med den generelle lgsning:

, = const. (Ex. 1-1.1)

~ 2
n
U= —gp + Ciz + Co (Ex. 1-1.2)

hvor Cy og C1 er integrationskonstanter, der bestemmes ved randbetingel-
serne, som opstilles i det folgende. Stangen er forhindret i at flytte sig ved

6De kinematiske randbetingelser kaldes undertiden pa engelsk the essential boundary con-
ditions, og de statiske randbetingelser kaldes the natural boundary conditions. Man kan undre
sig over disse betegnelser, men de er altsa geengse i engelsksproget matematisk litteratur, og
der findes helt tilsvarende betegnelser pa tysk. Nar de kinematiske randbetingelser betegnes
som de veesentlige, skyldes det utvivlsomt, at det er ngdvendigt med mindst én kinematisk
randbetingelse for at fa fastlagt en entydig lgsning. For en stangs vedkommende vil det sige, at
hvis den ikke er fastholdt mod flytning i den ene ende, vil den kunne flyttes i sin egen retning
uden anvendelse af kraft, hvorved flytningerne ikke er entydigt bestemt, skgnt normalkraften
kan veere det.

Kapitel 1
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x = 0, medens den frit kan bevaege sig i sin egen retning ved x = Lo. Den
forste randbetingelse, som er kinematisk, bliver derved:

u(0)=0=Cor =0 (Ex. 1-1.3)
medens den anden, som er statisk, er:
N(Lo)=0 (Ex. 1-1.4)

Som det ses, er (Ex. 1-1.4) ikke direkte udtrykt ved u, som er den ubekendte
i differentialligningen (Ex. 1-1.1), hvorfor vi er ngdt til at omskrive (Ex. 1-
1.4) ved hjeelp af den kinematiske betingelse (1.5) i forbindelse med den
fysiske betingelse (1.9). Herved fas:
, du
u (Lo) =0 eller . =0 (Ex. 1-1.5)

€z x=Lg

Ved differentiation af (Ex. 1-1.2) findes:

, du nx
_Gu_ _nz Ex. 1-1.
U= T TEATO (Ex. 1-1.6)
og derfor:
el L oi—0— =4 (Ex. 1-1.7)
EAlp=r, '~ 'TTEA
hvorfor lgsningen er:
_ 92 _
nT nxLg
_ Ex. 1-1.
YT To9pA T TEA (Ex. 1-1.8)
som omskrives til den mere bekvemme form:
nL? T 1/ 2\?
_ K I Ex. 1-1.
YT TEA <<Lo> 2<L0) (Ex. I-1.9)

Ved differentiation af (Ex. 1-1.9) findes:

W (z) = dz(;) = %—LX <1 - (Lio)) (Ex. 1-1.10)

som ved benyttelse af den fysiske betingelse (1.9) og den kinematiske betin-
gelse (1.5) giver:

N(z) = Lo <1 - (Lio)) (Ex. 1-1.11)

Ved at seette z =01 (Ex. 1-1.11) findes normalkraften ved x = 0:

N(0) = @iLo (Ex. 1-1.12)

hvilket var at forvente, idet (Ex. 1-1.12) udsiger, at hele den aksiale belast-
ning nLo skal baeres af understgtningen ved z = 0.

4. september 2005 FOREL®BIG UDGAVE e (©) ESBEN BYSKOV Kapitel 1
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Moment

1.3 Bjeelkedeformation
1.3.1 Indledende Overvejelser

Den anden, helt basale form for deformation af “endimensionale” legemer, er
bjeelkebgjning. Vi vil her demonstrere faenomenet ved hjeelp af en bgjelig plast-
lineal eller et andet fleksibelt, tyndt emne, som vi holder i strakt arm, se Fig. 1-

Fig. 1-3.5: Linealen (bjeelken) for vi bgjer den.

Forst skal vi imidlertid have indfgrt det vigtige begreb Moment. Medens
de fleste formentlig vil have en god fornemmelse af krefter, viser det sig, at
momenter, der ikke optraeder i form af kraftxarm, er mere abstrakte.” Fig. 1-
3.6 viser to cirkelformede legemer, der langs periferien er belastet med fordelte

D1
. :

Fig. 1-3.6: Indfgrelse af begrebet moment.

kreefter p; henholdsvis po, sa det resulterende moment af disse kreaefter i begge
tilfeelde er det samme, nemlig det resulterende moment M:

27 27
0 0

Man kan nu forestille sig, at vi lader radien ga mod 0, men bibeholder veerdien
af integralet i (1.13), sa det altid er lig med M. Herved er der introduceret et
moment uden en tilhgrende arm eller kraft. Med lidt god vilje kan man teenke
pa et sadant moment som det, man pafgrer gashandtaget pa en motorcykel, se
Fig. 1-3.6.

Nu vil vi rotere armene, sa handerne danner en lille vinkel i forhold til
hinanden, se Fig. 1-3.7. Herved er bjalken (linealen) blevet deformeret, sa den
er gaet fra den retliniede form til at folge en cirkel.

"Man bgr faktisk beregne et moment som armxkraft, hvis man regner vektorielt, men det
er en anden historie.
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Fig. 1-3.7: Linealen (bjeelken) efter vi har bgjet den.

Vi har selvfglgelig ikke kunnet deformere bjelken uden at have ydet en ind-
sats, som i dette tilfeelde bestar i, at vi har pafert bjeselken et bgjningsmoment C,2
se Fig. 1-3.8, som er lige sa stort som det vridningsmoment, der er i vore arme.

Hvis vi har veeret meget omhyggelige, vil momentet C' veere den eneste “kraft-
storrelse,” vi har udsat bjaelken for. Hvis det er tilfzeldet, vil vi kunne konstatere,
at bjalken er deformeret, sa den folger en cirkel med radius R, der afhsenger af

Fig. 1-3.8: Den bgjede bjeelke med pafgrt moment C.

storrelsen af det pafsrte moment C. Vi kan stille os et lidt omvendt spgrgs-
mal: hvor stort et moment C skal der til for, at bjeelken netop far radien R,
nar leengden af bjeelken er L. Svaret kan nok umiddelbart synes unaturligt, idet
momentet er uafhengigt af bjelkeleengden. Som et lidt heuristisk argument kan
benyttes, at for en kortere bjeelke vil den vinkel, bjeelken skal bgjes for at opna
radien R, veere mindre, hvorfor det pafsrte moment C' ogsé vil veere mindre. At
disse effekter netop balancerer, er hermed ikke bevist, men maske i nogen grad
sandsynliggjort.

I forbindelse med teori for bgjning af bjeelker er det ikke radien, men derimod
krumningstojningen k = 1/ R, der benyttes som et mal for bjelkens deformation.
I denne forbindelse indfgres snitmomentet M, som for lineserelastiske bjaelker kan

findes ud fra krumningstejningen, ved:
M(x) = EI(z)k(x) (1.14)

hvor bgjningsstivheden ET er et udtryk for bjelkens modstand mod at blive bgj-
ningsdeformeret — jo stgrre E1, desto stgrre moment yder bjaelken for en given
krumningstgjning. Ogsa her kan det synes underligt at indfsre en betegnelse
bestaende af to bogstaver i stedet for ét, men det skyldes — lige som det er

8Husk, at stregen over en stgrrelse blot betyder, at stgrrelsen har en given veerdi — her lig
med det moment, vi er villige til at pafere bjeelken. I gvrigt skyldes anvendelsen af bogstavet
C' til at betegne et moment, at et moment pa engelsk ogsa hedder couple, fordi et moment
traditionelt indfgres som et kraftpar, men se, hvordan et moment forklares her.

Pafgrt bgjnings-
moment C

Krumningstgj-
ning K
Snitmoment M
Bgjningsstiv-
hed ET
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tilfzeldet for steengerne — at materialets elasticitetskoefficient E indgar linesert
i den fysiske sammenhaeng (1.14). For de bjelker, vi beskeeftiger os med her, er
I lig med (bgjnings)inertimomentet for bjeelkens tveersnit.

1.3.2 Bj=lkens Kinematiske Forhold

At udregne krumningsradien R eller krumningstgjningen s viser sig at veere
ganske kompliceret for en vilkarlig plan kurve, men heldigvis kan vi ngjes med
en noget forenklet version, idet vi vil udnytte, at flytningerne regnes meget sma
i forhold til bjeelkelaengden.

0.5 |\ e e ,
‘ Cirkel
Parabel ——--- ‘

Fig. 1-3.9: Cirkel og tilnzermende parabel.

Som det ses af Fig. 1-3.9, fglger parablen ganske godt cirklen for numerisk
set sma veerdier af abscissen, som vi vil benaevne x, medens y er ordinaten. Lad
radius vaere R i stedet for 1 som pa figuren. Da er cirklens ligning givet ved:

(y— R)* +2° = R? (1.15)

og den lokalt tilnzermende parabel er:

$2

-z (1.16)

Y

Det turde veere klart, at for cirklen er krumningen x = 1/R, medens den er
vanskeligere at finde for parablen. Imidlertid er vi blot interesseret i et udtryk
for krumningen, som kan benyttes i en lille omegn ved det fzelles punkt for de to
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kurver. Til dette formal udregner vi fgrste og anden afledede af begge kurvers
ligning;:

Parablen: (1.17)

0g

: . I ~ 2
Cirklen: y = (RZ—22)12 ~ %

R? 1
(R2 — $2)3/2 R

for |z| < R (1.18)

Som det ses, falder forste og anden afledede af de to kurver naesten sammen
for |x| < R, og vi vil derfor benytte folgende tilnsermelse til krumningen:

n_ 'y
dx?

R~

(1.19)

Idet vi her kun vil tage hensyn til tverudbgjningen w(x), se Fig. 1-3.10, vil

(w + dw)

Fig. 1-3.10: Den udbgjede bjelke.

vi lade &, defineret ved (1.20) nedenfor, veere den stgrrelse, der udtrykker, hvor
meget bjaelken er krummet:

d*w(x)
dx?

1.3.3 Bjalkens Statiske Forhold

Det vil nok falde de fleste unaturligt, at vi opstiller ligevaegt for et infinitesimalt
bjeelkeelement i den udeformerede tilstand i stedet for den deformerede, se Fig. 1-
3.11.°7 Imidlertid skal vi blot erindre, at vi har begraenset os til situationer, hvor
den numeriske veerdi af krumningsradien R er meget stor i forhold til intervallet

k=w"(z) eller k= (1.20)

9Dette er egentlig en af mine aversioner, men det vil fgre for vidt i denne sammenhseng
at opstille ligeveegt for den deformerede tilstand for derefter at linearisere ligningerne — det
er ikke sa sveert, men det tager nogen tid, sd her ma vi leve med en lidt lgsere version af
sandheden.

Tilnaermet
krumningstgj-
ning

K~ w'(z)
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Krumningsradi-
us |R|

>
Bjeelkelengde L

for abscissen x, hvilket vil sige, at bjaelkeleengden L er meget lille i forhold til
R

1
L < |R| = |k < I (1.21)

M M pde (M +dM) (M+dM)
1% (V4+4dV)

)t )| e

| (V +dV)

Fig. 1-3.11: Ligevaegt af et infinitesimalt bjzelkeelement.

Ved at opstille ligevaegt i retning af w for det infinitesimale bjeelkeelement af
leengden dz findes:

—V(z) + p(z)dz + (V(z) + dV(z)) =0 (1.22)
Forskydnings- hvor V (z) betegnes forskydningskraften i bjeelken. Af (1.22) fas nu:
kraft V(z)
av(z
# +p(x)=0 eller V'(z)+px)=0 (1.23)
X
der er den ene af bjzlkeelementets statiske differentialligninger.
Den anden ligeveaegt, vi vil opstille, er momentligevaegten om bjelkeelementets
hgjre* ende:
—M(z) + V(z)dz — p(z)dx (dz) + (M(z) +dM(z)) = 0 (1.24)
dvs.
dM (x) 1
+V —5p(x)dr =0 (1.25)
dx
Da nu dM (z)/dz, V(z) og p(x) alle ma veere endelige storrelser for et “rime-
ligt” bjaelkeproblem,'? og da dx er infinitesimal, finder vi den anden af bjaelke-
elementets statiske differentialligninger:
dM (x
d( ) +V =0 eller M/(:E) +V(x)=0 (1.26)
X
10Numerisktegnene skyldes, at savel R som & regnes med fortegn.
11Vi kunne lige sa godt have opstillet momentligevaegten om den venstre ende — udregnin-
gerne var blot blevet en smule mere komplicererde.
12At give en preecis definition af ordet rimelig er i denne sammenhzeng ikke lige ud ad
landevejen, men det synes ret indlysende, at der vil blive problemer ved en pafgrt enkeltkraft.
Hvis vi i Fig. 1-3.11 erstatter px med en enkeltkraft P, dvs. koncentrerer lasten i ét punkt,
vil V! og M vere uendelige i punktet. I sidanne tilfzelde, se afsnit 1.3.8, ma man indfgre
overgangsbetingelser i punktet.
Kapitel 1 FOREL®BIG UDGAVE e (©) ESBEN BYSKOV 4. september 2005



ELEMENTZAR TEORI FOR PLANE BJELKER

27

Som det ses af (1.14), indgar kun momentet M af de statiske stgrrelser i den
fysiske betingelse. Vi gnsker derfor at eliminere V' af ligningerne, hvilket ggres
ved at differentiere (1.26) én gang:

d*M (z) n v (x)
dz? dx

=0 eller M'(z)+V'(z)=0 (1.27)

og indszette resultatet heraf i (1.23):

d*M (x)
dz?

—p(z)=0 eller M"'(z)—p(x)=0 (1.28)

Dette er den statiske feltligning, vi vil benytte i det fglgende.

1.3.4 Bjelkens Fysiske Forhold

For linesrelastiske bjeelker geelder den fysiske betingelse (1.14), som af hensyn
til systematikken gentages her:

M(x) = EI(z)k(x) (1.29)

1.3.5 Bjalkens Tre Feltbetingelser

Som det var tilfzeldet for stangens vedkommende, har vi opstillet de tre betin-
gelser, som tilsammen danner grundlaget for lgsning af ethvert bjselkeproblem af
den type, vi betragter her, nemlig problemer med sma flytningsafledede og med
lineacrelastisk materialeopforsel:

1. Den kinematiske feltbetingelse (1.20):
r(x) = w”(z),

2. den statiske feltbetingelse (1.28):
M"(z) - p(z) =0,

3. den fysiske feltbetingelse (1.29):
M(z) = EI(x)k(x).

Den anden af de statiske betingelser, nemlig (1.26), V' = —M’ benyttes alene
ved omformulering af en statisk randbetingelse for V' til en randbetingelse for
w'’, se Eksempel Ex 1-2 nedenfor.

Ogsa her er det veerd at maerke sig, at kun den fysiske betingelse atheenger af

materialet, medens de to andre er gyldige for alle materialer, og i lighed med for
skal vi ikke komme naermere ind pa dette forhold i nservaerende sammenhaeng.

1.3.6 Flytningsdifferentialligning for Linezerelastiske Bjal-
ker

Af hensyn til overskueligheden undlader vi ogsa her at angive atheengigheden af

leengdekoordinaten . Fremgangsmaden er i det store hele som under afsnit 1.2.6.

Lineaer
elasticitet

Bjeelkens tre
feltbetingelser
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Flytningsdiffe-
rentialligning for
bjaelke

Fjerdeordens
differentialligning

Mindst to
kinematiske
randbetingelser

Ved at differentiere den fysiske betingelse (1.29), hvori den kinematiske betingelse
(1.20) er indsat, to gange findes:

M &2 d*w
" "
Nar vi kombinerer den statiske betingelse (1.28) med den netop fundne re-
lation (1.30), kan vi finde en differentialligning, der sammenknytter tveerudbgj-

ningen w med belastningen p:

AV = & dPw =
(ETw")" =p eller e (Elsz) =p (1.31)

For det meget vigtige specialtilfeelde, hvor stivheden EI = const., bliver
(1.31):

For EI = const.: w” = 2 eller d4_w _ P (1.32)
El dxt 1

1.3.7 Randvardiproblem for Bj=xlken
Da differentialligningen (1.31) eller (1.32) er af fjerde orden, skal der benyttes
fire randbetingelser til fastleeggelse af den fuldstzendige lgsning til et bjeelkede-
formationsproblem. Som det er tilfeeldet for stangens vedkommende, kan disse
randbetingelser enten veere kinematiske eller statiske, hvor den fgrste slags er
udtrykt alene ved randveerdier af w og w’, idet w’ er lig med vinkeldrejningen af
bjeelkens akse, medens de andre, som egentlig angiver randvardier af momen-
tet M og forskydningskraften V', omformuleres, sa de udtrykkes ved den anden
afledede w”, henholdsvis den tredie afledede w'’ af w.

Det er meget vigtigt at meerke sig, at der for et vilkarligt bjeelkeproblem altid
er netop to randbetingelser i hver ende, enten to kinematiske, to statiske eller
én kinematisk og én statisk. Det er ogsa vigtigt, at der er mindst to kinematiske
randbetingelser, for ellers vil bjeelken ikke veere kinematisk bestemt, og dens
flytninger vil derfor ikke kunne bestemmes entydigt.

Tilsammen danner differentialligningen og randbetingelserne et randverdi-
problem.

For god ordens skyld naevnes, at den teori, der er udledt ovenfor, bensev-
nes Bernoulli- Euler Bjelketeori, og at denne teori ikke er den eneste mulige.
I kapitel 2, afsnit 2.2.1, udledes den anden af de mest almindelige bjelketeo-
rier, nemlig Timoshenkos Bjelketeori, som udover krumningstgjiningen k ogsa
involverer forskydningstgjningen .

Ex 1-2 Simpel, Indspaendt-Fri Bjaelke

Lad os betragte et ret simpelt eksempel pa en bjeelke, en sakaldt indspeendt-
fri bjeelke, som fremgar af Fig. Ex. 1-2.1. Bjeelken er indspaendt, dvs. fast-
holdt mod flytning og drejning ved x = 0, medens den ikke er understgttet
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P
| EI = const. T

F—ex Lo

Fig. Ex. 1-2.1: Eksempel pa en belastet bjalke.

ved x = Lo, men her belastet af kraften P. Differentialligningen (1.31) eller
(1.32) bliver derfor i dette tilfaelde:

w” =0 eller CCZ;TIZ =0, p = const. (Ex. 1-2.1)
med den generelle lgsning:

w = Co + Crx + Cox® + Caa® (Ex. 1-2.2)
De fire integrationskonstanter C;,7 = 0,...,3 bestemmes ved de fire rand-

betingelser:
Kinematisk : w(0) =0

Kinematisk : w'(0) =0
(Ex. 1-2.3)
Statisk : M(Lo) =0 = w"(Lo) =0
_P
EI
De to forste randbetingelser medfgrer, at Cop = 0, henholdvis C; = 0, medens
de to sidste resulterer i to ligninger med to ubekendte:

Statisk : V(Lo) =P = w"(Lo) =

2C9 + 6LoC3 =0
» (Ex. 1-2.4)
002 + 603 = _ﬁ
med lgsningen:
PLo p
CQ = +2EI og C3 = *@ (EX. 1—2.5)
hvorfor
1PLE (3 /2\° 1[/z)\°
w(z) = 3Bl <§ (L_o) 3\ (Ex. 1-2.6)
Spidsudbgjningen w(Lo) er af seerlig interesse, hvorfor den udregnes:
1 PL}
Lo) == Ex. 1-2.
w(lo) = 3 = (Bx. 1:2.7)
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Diskontinuiteter

Overgangsbetin-
gelser

Som kontrol af lgsningen udregnes snitmomentet M (z) og forskydningskraf-
ten i bjeelken:

M(z) = EIuw" (z) = PLo (1 - (Li())) (Ex. 1-2.8)
henholdsvis:
V(z)=—-EIw" (z) = P (Ex. 1-2.9)

Det ses, at snitmomentet M (z) falder linezert fra veerdien P Lo ved indspaen-
dingen til 0 ved den frie ende, medens forskydningskraften V' (x) konstant er
lig med P over hele bjelkelaengden. Begge resultater er intuitivt fornuftige,
hvorfor vi kan ga ud fra, at vi ikke har regnet fejl.

1.3.8 Overgangsbetingelser — Kontinuitet

Nar der optraeder diskontinuiteter, for eksempel i bgjningsstivheden E1, ved en
enkeltkraft P eller et pasat moment C, skal man opstille overgangsbetingelser,
som falder i to grupper, nemlig de kinematiske og de statiske. De kinemati-
ske overgangsbetingelser eller kontinuitetsbetingelser udsiger ganske enkelt, at
bjeelken skal bevare sin sammenhzeng overalt, dvs. den ma ikke rives over eller
knaekkes i noget punkt. De statiske overgangsbetingelser er af en lidt anden ka-
rakter, idet de udtrykker, at forskydningskraft og bgjningsmoment sendrer sig
med bidrag, der er lig med de pasatte enkeltkraefter henholdsvis enkeltmomenter.

Ex 1-3 Overgangsbetingelser

Pa Fig. Ex. 1-3.1 optraeder alle diskontinuiteter i samme punkt, hvilket ikke
altid er tilfzeldet. Enkeltkraften P og enkeltmomentet C' behgver ikke at an-

v

I CA\ pay M(}(;) (EI>+T

——
‘ L)2

V+

L/2

|

Fig. Ex. 1-3.1: Eksempel pa overgangs- eller kontinui-
tetsbetingelser.

gribe i samme punkt, og de er ikke ngdvendigvis knyttet til det punkt, hvori
der forekommer et spring i bgjningsinertimomentet. Af hensyn til overskue-
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ligheden er det dog gjort her. For vort eksempel er overgangsbetingelserne:

Kinematiske overgangsbetingelser:

Translation w (%)Jr =w (é) -
Rotation w'(%)+ :w'(%)7
Statiske overgangsbetingelser: (Ex. 1-3.1)
Moment M(%)+:M(%)776
= (BEIw" (%))" = (BIw" (%)) - C

2

Forskydningskraft \% (A)7L =V (%)7 - P
L
2

For at finde lgsningen til dette bjeelkeproblem skal man altsa tilfredsstille
4 overgangsbetingelser ud over de ssedvanlige 4 randbetingelser. Man skal
altsa lgse et linezert ligningssystem med 8 ligninger, hvilket ofte volder van-
skeligheder, hvis det ggres i handen. I dette tilfzelde bliver nogle af lig-
ningerne meget enkle at lgse, hvorved arbejdet med at finde det endelige
flytningsfelt alligevel bliver nogenlunde overkommeligt, men se senere. Det
letter overskueligheden at opstille problemet pa matrixform, men forst skal
flytningsfeltet opskrives, sa det passer til denne strategi:

2 3
w(z) = V1 +v2x+v3x2+v4x3 for 0<ax<L/2 (Ex. 1-3.2)
vs +vex +vrz” +vgz® for L/2<xz <L
hvor vj,7 = 1,...,8 er konstanter, der bestemmes ud fra rand- og over-

gangsbetingelserne. '

I (Ex. 1-3.3) er rand- og overgangsbetingelserne opstillet pa matrixform,
idet randbetingelserne ved venstre ende optager de to fgrste ligninger, me-
dens randbetingelserne ved den hgjre ende findes til sidst. Ligningerne 3—6
udtrykker overgangsbetingelserne i den rackkefglge, der er givet i (Ex. 1-
3.1). Ligningerne 1-2 beskriver séledes de to kinematiske randbetingelser
ved x = 0, dvs. w(0) = 0 og w'(0) = 0, ligning 7 den kinematiske randbe-
tingelse ved x = L, dvs. w(L) = 0, og ligning 8 den statiske randbetingelse
ved z = L, dvs. M (L) = 0. P4 matrixform kan vi udtrykke dette:

[k{v} = {r} (Ex. 1-3.3)

13Lgsningen er polynomial, fordi bgjningsstivheden er konstant pa de to bjzelkedele.
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hvor
[ 1 0 0 0 0 0 0 0 |
0 1 0 0 0 0 0 0
1o(L/2)  (L/2)? (L/2)3 -1 —(L/2) - (L/2)? —(L/2)®
[k]: 0 1 2(L/2) 3(L/2)2 0 0 —2(L/2) —3(L/2)2
0 0 2(EI)™  6(L/2)(EI)~ 0 0 —2(Bnt  —e6(L/2)(EDT
0 0 0 6(EI)~ 0 0 0 —6(EIT
0 0 0 0 1 L L2 L3
L 0 0 0 0 0 0 2 6L |
{v}" = [vi;v2;v3; 045055 V65 V75 vs ]
og

T = [0;0;0;0;C; —P;0;0]

T . .
hvor * angiver transponering.

For enkelhedens skyld vil vi i det fglgende forudsatte, at C' = 0, og at
(EI)" = (EI)” = EI, hvorved lgsningen af ligningssystemet bliver nogen-
lunde overkommeligt selv i handen, men de ganske mange operationer taget
i betragtning er det en god ide at lade en computer ggre arbejdet. Jeg har
veennet mig til at benytte programmet MuPAD, men Maple, Mathematica
eller det gamle MuMath kunne have veaeret anvendt i stedet. Syntaksen i
MuPAD og i Maple afviger ikke meget fra hinanden, og selv folk, der er vant
til andre programmer til symbolsk manipulation af matematik skulle ikke
have besveer med at laese nedenstaende MuPAD-program.

// Til senere brug udskriver vi forskellige resultater

// i en fil. Da vi gnsker et pznt output, udskriver vi i
// LaTeX-format:

TeXFile:=fopen(Text,"Beam.out",Write);

// For at ggre programmet generelt vil vi ikke forudsztte,

// at bgjningsstivheden er ens overalt, men indfgrer EIp, der
// betyder EI pa plussiden, og EIm som er EI pa minussiden.

// Vi satter dem godt med det samme begge lig med EI, men hvis
// udkommenterer de naste to linier, kan vi opnd lgsningen for
// forskellige bgjningsstivheder.

EIp:=EI;

EIm:=EI;

// Det pasatte moment er i dette tilfzlde lig med O, men af

// hensyn til generaliteten udnytter vi ikke dette, men

// indfgrer C, som dog med det samme szttes lig nul.

// Skulle vi gnske at finde lgsningen for C forskellig fra

// nu, udkommenterer vi blot n®ste linie.

C:=0;

// Nedenstaende linie letter oprettelsen af matricer og vektorer
MatExpr:=Dom: :Matrix();

// Fgrst definerer vi et array, som senere benyttes som basis
// for en matrix - det virker maske en smule klodset, men det
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// virker.
// Koefficientmatricen kalder vi KMat.
// Arrayet Karray skal tildeles vardier, fgr det kan bruges til
// at definere KMat, sa vi nulstiller simpelthen Karray.
Karray:=array(1..8,1..8);
for i from 1 to 8 do

for j from 1 to 8 do

Karray[i,j]:=0;

end_for;
end_for;
KMat : =MatExpr (Karray) ;
// Nu kan vi g& igang med at tildele KMat vardier.
KMat[1,1]:=1;
KMat[2,2]:=1;
KMat[3,1]:=1;
KMat [3,2] :=L/2;
KMat [3,3]:=(L/2)"2;
KMat [3,4]:=(L/2)"3;
KMat [3,5] :=-1;
KMat[3,6] :=-L/2;
KMat [3,7]:=-(L/2)"2;
KMat [3,8] :=-(L/2)"3;
KMat [4,2] :=1;
KMat [4,3] :=2%(L/2);
KMat [4,4] :=3%(L/2)"2;
KMat [4,6] :=-1;
KMat [4,7] :=-2%(L/2);
KMat [4,8] :=-3%(L/2) "2;
KMat [5,3] :=2%EIm;
KMat [5,4] :=6*%(L/2)*EIm;
KMat [5,7] :=-2*EIp;
KMat [5,8] :=-6*(L/2)*EIp;
KMat [6,4] :=6%EIm;
KMat [6,8] :=—6*EIp;
KMat [7,5] :=1;
KMat [7,6]:=L;
KMat [7,7]:=L"2;
KMat [7,8] :=L"3;
KMat [8,7]:=2;
KMat [8,8] : =6*L;
// Hgjresidevektoren kalder vi RVec, men fgrst skal vi have et
// array som skal danne basis.
Rarray:=array(1..8);
for i from 1 to 8 do

Rarray[i] :=0;
end_for;
RVec:=MatExpr (Rarray) ;
RVec[5]:=C;
RVec[6] :=-P;
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// Vi lgser det lineare ligningssystem:
VVec:=linalg: :matlinsolve(KMat,RVec);

// Lad os se indholdet af ligningssystemet med lgsningen indsat:
fprint (Unquoted,TeXFile,"$",generate: :TeX(KMat) ,"$") ;

// Lad os se indholdet af VVec:

fprint (Unquoted,TeXFile,"$" ,generate: :TeX(VVec) ,"$");

// Lad os se indholdet af RVec:

fprint (Unquoted,TeXFile," = $",generate::TeX(RVec),"$");

fprint (Unquoted,TeXFile, "\\par\\bigskip");

// Flytningsfelterne pa de to sider af diskontinuiteten
// gives ret indlysende betegnelser:

wminus:=VVec[1] + VVec[2]*x +VVec[3]*x"2 +VVec[4]*x"3;
wplus:= VVec[5] + VVec[B]*x +VVec[7]*x"2 +VVec[8]*x"3;

// Vi checker, at udbgjningen i diskontinuitetspunktet er

// den samme, hvad enten vi nzrmer os punktet fra venstre

// eller fra hgjre:

wminushalf :=subs(wminus,x=L/2);

wplushalf:= subs(wplus, x=L/2);

// Lad os se, om flytningen er kontinuert:

fprint (Unquoted,TeXFile,"$w"- = ", generate::TeX(wminushalf),"$");
fprint (Unquoted,TeXFile,", $w"+ = ", generate::TeX(wplushalf),"$");
fprint (Unquoted,TeXFile, "\\;,\\qquad");

// Vi checker, at vinkeldrejningen i diskontinuitetspunktet er

// den samme, hvad enten vi nzrmer os punktet fra venstre

// eller fra hgjre:

wminusP:=diff (wminus,x);

wplusP:=diff (wplus,x);

wminusPhalf :=subs (wminusP,x=L/2) ;

wplusPhalf:= subs(wplusP, x=L/2);

// Lad os se, om vinkeldrejningen er kontinuert:

fprint (Unquoted,TeXFile,"${w’}"- = ",generate::TeX(wminusPhalf),"$");
fprint (Unquoted,TeXFile,", ${w’} "+ = ", generate::TeX(wplusPhalf),"$");
fprint (Unquoted,TeXFile, "\\par\\bigskip") ;

// Vi checker momentkontinuiteten i diskontinuitetspunktet:
wminusPP:=diff (wminusP,x);

Mminus :=EIm*subs (wminusPP,x=L/2);

wplusPP:=diff (wplusP,x);

Mplus:= EIp*subs(wplusPP,x=L/2);

Mplus-Mminus;

// Lad os se, om momentet er kontinuert:

fprint (Unquoted,TeXFile,"$M - = ",generate::TeX(Mminus),"$");
fprint (Unquoted,TeXFile,", $M"+ = ", generate::TeX(Mplus),"$");
fprint (Unquoted,TeXFile, "\\;,\\qquad");

// Vi checker kontinuiteten af forskydningskraften

// i diskontinuitetspunktet:

wminusPPP:=diff (wminusPP,x);

Vminus:=EIm*subs (wminusPPP,x=L/2);

wplusPPP:=diff (wplusPP,x);

Vplus:= EIm*subs(wplusPPP,x=L/2);

Vplus-Vminus;

// Lad os se, om forskydningskraften er kontinuert:

fprint (Unquoted,TeXFile,"$V - = ", generate::TeX(Vminus),"$");

Kapitel 1 FOREL®BIG UDGAVE e (©) ESBEN BYSKOV 4. september 2005



ELEMENTZR TEORI FOR PLANE BJALKER 35

fprint (Unquoted,TeXFile,", $V-+ = ", generate::TeX(Vplus),"$");
// Vi skal huske at lukke filen:
fclose(TeXFile);
Af hensyn til udseendet af outputtet, nar det indlemmes i et ETEX 2¢-
dokument, er det oftest ngdvendigt at “doktorere” en smule. Personligt bry-
der jeg mig ikke om de blgde parenteser, som indeslutter matricer og vekto-
rer nedenfor, men foretreekker de kantede, som det fremgar af (Ex. 1-3.3).
Det er dog meget let at sendre dette i output-filen Beam.out. Man vil se,
at E1 er kursiveret, hvilket skyldes, at jeg har fjernet \mbox, idet der ellers
ville sta: EI. Nar MuPAD satter ET ind i en boks (\mbox{EI}), forhindrer
det, at dens indhold bliver tolket som en formel. For gvrigt ville det ga helt
galt, hvis vi havde indfgrt ExI i MuPAD-programmet, eftersom bade E og I
er beskyttede i MuPAD, idet E er lig med den naturlige logaritmes base e,
og I betegner den imaginzgere akses enhed 3.
Outputtet fra MuPAD-programmet er:

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0o 1 0 0 0 0 0 0 0 0

! % LT2 L?S -1 _% _LT2 _L?d gZLE}} 0

0 1 L % 0 -1 -L - % - QIGIEPI 0

0 0 2EI B3LEI 0 0 —-2EI —3LEI —fSSEPI 0

0 0 0 6EI 0 0 0 —6 B gZEII’ -P

0 0 0 0 1 L L? L3 - o 0

0 0 0 0 0 0 2 6L ey 0

_ 3 3 - 2 2
wo =T et = TR w vy SRR Sy
MT=SBRE Mt o oSRE . voo-NP vEo5E
som viser, at kontinuitetskravene er tilfredsstillet.
Ex 1-4 Betingelser ved Mellemunderstgtning
I eksempel Ex 1-3 var det spring i bgjningsstivheden og de koncentrerede
belastninger P og C, der gav anledning til, at vi matte opstille kontinui-
tetsbetingelserne for x = L/2. T dette eksempel vil vi beskeeftige os med
et analogt tilfeelde, nemlig en kontinuert bjalke, se Fig. Ex. 1-4.1. Her er
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| C‘)’?i *A\VT M
| = 4o

-

‘ L/2 L)2

|

Fig. Ex. 1-4.1: Eksempel pa overgangs- eller kontinui-
tetsbetingelser i kontinuert bjeelke.

betingelserne ved x = L/2:

Kinematiske overgangsbetingelser:

Translation w (é) =0

Translation w (%)Jr =0

Rotation w’ (%)Jr =w (L)~ (Ex. 1-4.1)

Statisk overgangsbetingelse:
Moment M (£)+ =M (é)_ - C
= (Bl (%)) = (EIw" (§)) -C

Det kan maske undre, at der ikke er noget eksplicit krav til kontinuitet i
forskydningskraften, svarende til (Ex. 1-3.1d), men grunden er, at der nu er
to randbetingelser — ikke overgangsbetingelser — for translationen ved x =
L/2, nemlig (Ex. 1-4.1a) og (Ex. 1-4.1b). Til slut skal lgsningen naturligvis
tilfredsstille kontinuitet i forskydningskraften V', men da reaktionen R ikke
er foreskrevet — den kan ikke foreskrives, nar den tilsvarende translation er
foreskrevet — indstiller veerdien af R sig, sa dette krav er opfyldt.

Skgnt det ligger uden for rammerne af nserveerende eksempler, naevnes, at et
Virtuelt Arbejdes Princip, enten De Virtuelle Flytningers Princip eller De
Virtuelle Krefters Princip, klart viser, at man ikke kan foreskrive bade en
flytningsstorrelse og dens associerede kraftsterrelse, her w(L/2) og R. I det
hele taget er de virtuelle arbejdes principper meget centrale inden for alt, der
har at ggre med teori for baerende konstruktioner, blandt andet fordi de viser
dualiteten mellem statiske og kinematiske stgrrelser. Det geelder i gvrigt
ikke kun for statiske problemer, men i lige sa hgj grad ogsa for dynamiske
problemer, at virtuelle arbejdes principper er helt fundamentale. Kan man
saledes ikke etablere et virtuelle arbejdes princip for et foreliggende problem,
kan man vaere sikker pa, at der er fejl i problemformuleringen.

Eftersom dette problem er meget analogt til det, der behandledes i eksem-
pel Ex 1-3, anfgres kun resultaterne nedenfor, medens MuPAD-programmet
ikke vises. For god ordens skyld naevnes, at ovenstaende ligninger er ordnet,
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sa de udtrykker:

Kinematiske overgangsbetingelser:

Translation w(0) =0

Rotation w'(0) =0
Translation w(%)” =0
Translation w (%)+ =0
Rotation w/(%)+ =w (%£)”

Statisk overgangsbetingelse:

Moment M (é)+ =M (%)_ -C

= (BIw" (%)) = (BIw"(§)) - C

(Ex. 1-4.2)

Kinematisk overgangsbetingelse:

Translation w(L) =0

Statisk overgangsbetingelse:
Moment M(L)=0
— (B (%) 0
Nar alene lgsningen noteres, ser outputtet ud som folger:

w+:0 w/7: CL w/+_ CL

14ET 14ET
~ _4C gt _3C - _ 120 +_6C
M- =% Mt=_3¢ y- =10 y+_¢

idet der igen er rettet lidt i udseendet af formlerne.

1.3.8.1 Bemerkninger vedrgrende Problemer med Overgangsbetin-
gelser
I ovenstaende eksempler Ex 1-3 og Ex 1-4 kunne vi lgse problemerne analytisk.
Godt nok benyttede vi en computer til dette, men med lidt talmodighed kunne
vi have lgst opgaverne i handen. Dette vil, selv med computerassistance, ikke
altid kunne lade sig gore, se for eksempel Fig. 1-3.12, som endda ikke er seerlig
kompliceret. I dette tilfezelde vil vi i alt skulle opstille 12 betingelser, nemlig 2
ved hver understgtning og 4 ved punkt A og ved punkt B. Vi skal derfor lgse
et lineeert ligningssystem med 12 ubekendte, hvilket nok er muligt, men som
i hvert tilfeelde er meget ubehageligt, hvis man ikke benytter en computer. I
mange tilfeelde har man bjeelker der er kontinuerlige over mange fag, for eksem-
pel 10 eller flere, og i de tilfeelde vil selv computere ikke vaere til megen hjeelp
ved analytisk lgsning af problemet. I sadanne tilfselde vil man veere ngdt til at
opgive ambitionen om at finde en analytisk lgsning — som for gvrigt ofte ville
blive meget kompliceret — og i stedet anvende en numerisk metode. Blandt disse
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Analytiske
Igsninger dur
ikke ved mange
overgangsbetin-
gelser.

Benyt numeriske
metoder,

f.eks. Element-
metoden

Ved varierende
stivhedsegenska-
ber:

Benyt tilnaermel-
sesmetoder

Hvad er en “god”

Igsning?

&

Fig. 1-3.12: Eksempel pa overgangs- eller kontinuitetsbetin-
gelser i flerfagsbjaclke.

metoder naevnes Elementmetoden (pa engelsk The Finite Element Method eller
blot FEM), der decideret sigter pa benyttelse af computere, eller dens danske
forlgber Deformationsmetoden. Den sidste var oprindeligt udviklet med handbe-
regninger for gje, men da den kan opfattes som en Elementmetode anvendt pa
rammer, vil man kunne indse, at den ogsa er velegnet til computerberegninger.

Selv om man benytter en numerisk metode, vil man ofte have behov for for-
skellige tilnsermelser af analytisk karakter, og afsnit 1.4 tager sigte pa at diskutere
ngdvendigheden af dette. For enkelthedens skyld behandles kun stangproblemer
i afsnit 1.4, skgnt bjaelkeproblemer er lige sa centrale.

1.4 Behovet for Tilnsermelseslgsninger

1.4.1 Indledende Overvejelser

De to netop gennemgaede eksempler, Eksempel Ex 1-1 og Eksempel Ex 1-2,
udmaerker sig begge ved, at det er muligt — og, som det ses, egentlig ret enkelt
— at finde analytiske lgsninger. Dette er ogsa tilfeeldet, om vi skulle tildele
stangen eller bjaelken andre randbetingelser. Hvis stivhedsegenskaberne, dvs. EA
for stangen og ET for bjeelken, varierer med laengdekoordinaten z, vil det, selv
for ganske “pzene” variationer, veere meget vanskeligt eller ganske enkelt umuligt
at finde en analytisk lgsning pa problemet, som vi skal se nedenfor. I sa fald ma
man gribe til at benytte tilnermelsesmetoder. Det er ikke for meget sagt, at der
findes et utal af forskellige sadanne metoder, hvoraf nogle udmeerker sig ved at
veere enkle at opstille og benytte, medens andre, der maske er vanskeligere at
opstille, kan give bedre lgsninger.

Begrebet “bedre lgsninger” skal altid ses i relation til problemets karakter.
Den bedste metode kan for eksempel vaere ret ungjagtig, hvis den er meget let
at opstille og benytte, og dens ngjagtighed er tilfredsstillende til det foreliggende
problem — ingen vil vel kraeve samme ngjagtighed af en lgsning for en dgrbjeaelke i
et enfamiliehus som for hovedbjeelken i Storebaltsbroen. Skal en metode benyttes
mange gange, ggr det knap sa meget, om den er vanskelig at opstille, hvis den
er ngjagtig og for eksempel kun krzever ringe computerkraft. Et eksempel pa
den sidste slags metoder finder man inden for den numeriske matematik, som
for eksempel de algoritmer, der benyttes til at udregne sinus, cosinus osv. pa
computere. Inden algoritmerne er opstillet, skal der lgses vanskelige ulinesere
problemer, men de skal kun Igses én gang, og de resulterende algoritmer viser
sig at veere meget effektive i henseende til computertid i forhold til simplere
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algoritmer. Da for eksempel sinus i en oversatters levetid skal udregnes mange
millioner gange, ggr det ikke noget, at en numeriker har brugt meget lang tid pa
at udvikle algoritmen bag lgsningsmetoden.
Lad os se pa et par tilsyneladende simple eksempler.
Ex 1-5 Stang med Linezert Varierende Aksialstiv-
hed
Hyvis aksialstivheden i stangen ikke som i Eksempel Ex 1-1 er konstant, men
varierer, kan vi ikke leengere benytte den simple udgave (1.12) af stangens
differentialligning, men tvinges til at anvende (1.11).
P
P —
EA(z;a)
-
L
| |
Fig. Ex. 1-5.1: Eksempel pa en belastet stang.
Her vil vi analysere det stangproblem, der er illustreret i Fig. Ex. 1-5.1, idet
aksialstivheden forudsaettes at variere linesert:*
x
FA(x;a) = EAp (1 - a—)
(3) L (Ex. 1-5.1)
hvor FAp = const., og 0 < a = const. < 1
Da der ikke virker last i feltet 0 < 2 < L, forenkles (1.11) til:
(EAW) =0 = EAu = ()
- (Ex. 1-5.2)
= FA (1 — az) u'(z;a) = Co
dvs.
Co 1
u(z;a) = FAs [ of (Ex. 1-5.3)
L
Ex 1-5.1 Eksakt Lgsning
I stedet for at opstille den generelle lgsning forst, vil vi udnytte den fysi-
ske betingelse (1.9) i forbindelse med det specifikke udtryk (Ex. 1-5.1) for
aksialstivheden og den kinematiske betingelse (1.5) til at opna:
N(z;a) = EAg (1 - a%) u'(z; )
oy Cy 1 (Ex. 1-5.4)
Nia) = Bas(1-at) Lo L
= (z; ) o aL FAy | oF
L
MFor at forenkle udtrykkene er den udeformerede leengde kaldt L i modssetning til Af-
snit Ex 1-1, hvor den er kaldt Lg.
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Da nu den statiske randbetingelse for x = L er:

N(L;a) =P (Ex. 1-5.5)
finder vi:

Co=P (Ex. 1-5.6)
og altsa:

N(z;a) =P (Ex. 1-5.7)

hvilket naeppe overrasker, idet man ved et blik pa Fig. Ex. 1-5.1 let kan
konstatere, at normalkraften N ma veere konstant gennem hele stangen og
derfor lig med belastningen P. Indsaettelse af (Ex. 1-5.6) i (Ex. 1-5.3) giver:

P 1

/ . —_ -
u(gtt,a)fEAOl_oé2 (Ex. 1-5.8)
L
med Igsningen:
x
pr, n(1-a (7))
PL
u(z; ) = “EA - L/J 4 (Ex. 1-5.9)
Den kinematiske randbetingelse:
u(L;a) =0 (Ex. 1-5.10)
medfgrer, at den eksakte lgsning bliver:
x
w(z;a) = —LL (1o (7)) (Ex. 1-5.11)
’ EAO (0% ’ ’

Denne lgsning var ikke szrlig vanskelig at finde, men hvis aksialstivheden
E A varierer pa blot en lidt mere kompliceret made, som for eksempel som
et andengrads polynomium i x, vil processen vise sig at veere en del mere
langstrakt, hvorfor tilnsermelseslgsninger vil komme pa tale som indlysende
alternativer. Lgsningen (Ex. 1-5.11) har i gvrigt den ubehagelige egenskab,
at den bryder sammen for @ = 0, eftersom bade teller og nsevner her
antager veerdien 0. Man kan finde graenseveerdien for o = 0 ved benyttelse
af I’Hospital’s Regel, som udsiger, at safremt teelleren og nsevneren begge
antager vaerdien 0 i greensen, kan man finde greenseveerdien som kvotienten
mellem differentialkvotienterne af teelleren og naevneren for a = 0, hvis
naevnerens gransevaerdi er forskellig fra 0:

—(-7)

T

pr | t-ep b _PL =z
EAg 1 T EBA L

(Ex. 1-5.12)

a=0

hvilket i gvrigt var det forventelige resultat for konstant aksialstivhed. Da
nu teeller og naevner i (Ex. 1-5.11) som konstateret ovenfor begge gar imod
0 for a géende mod 0, vil veerdier af (Ex. 1-5.11) for sma veerdier af o
numerisk set vaere ganske ungjagtige, hvilket yderligere stgtter ideen om
at anvende alternative metoder til at opna en lgsning, der er tilstrackkelig
robust og ngjagtig. Vi skal derfor se pa et par muligheder for at opna sadanne
Igsninger.
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Ex 1-5.2 Regulzr Perturbation — Asymptotisk Rakke

Den fgrste metode, vi vil beskaftige os med, er en sakaldt Reguler Pertur-
bation, der resulterer i en Asymptotisk Rakke. Ordet reguler skal ses som
modsaetning til singuler, som ville signalere, at lgsningen ville indeholde en
singularitet, for eksempel en spids eller lignende, for a = 0, medens ordet
perturbation betyder forstyrrelse, som i denne forbindelse lgst kan tolkes
pa fplgende made: opstil lgsningen for o = 0 og forstyr den ved at antage,
at « er en lille storrelse. Betegnelsen Asymptotisk antyder, at reekken ta-
ger sit udgangspunkt i en kendt lgsning, her lgsningen til problemet med
konstant stangtveersnit, nemlig for o = 0, hvorved rackken asymptotisk gar
mod denne lgsning for afvigelsen, dvs. a, gaende mod 0.

Lad en tilngermet lgsning veere betegnet @(z; ), hvor:
u(z; @) = a(z;a) = o’ fo(z) + o' fi(z) + o fa()
, (Ex. 1-5.13)
+ootad fi(@) + o+ fu ()

eller
M
U(z;a) = Z o fi(x) (Ex. 1-5.14)
j=0

hvor (M + 1) er antallet af led, vi mener, er ngdvendigt for at opna en
tilstraekkelig god lgsning.

Ideen er nu at indseette (Ex. 1-5.13) eller (Ex. 1-5.14) i differentialligning og
randbetingelser, samle led af samme potens i a og kraeve ligningen opfyldt
for alle veerdier af z. Vi vil her benytte (Ex. 1-5.8), som omskrives, og 4
indseettes i stedet for wu:

TN -1, . P
(1 — az) U (r;a) = FA (Ex. 1-5.15)
dvs.
T\ P
—aZ E I fi(x) = -
(1 aL) jzoa fi(x) FA, (Ex. 1-5.16)

Nar vi samler led af samme potens af «, far vi:

o fo(@) +a’ (fi(@) = Lh@) +0? (fi@) - Tfi)

+ao (f}-(:v) - %fa"—l(-’”)) (Ex. 1-5.17)

+aM (far(a@) - Lo (@)
- EZO
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Som det ses af (Ex. 1-5.17), kan vi finde funktionen f;(x), nar vi kender
fi—1(z), hvilket vil sige, at vi blot behgver at lgse et saet af ligninger med
én ubekendt.

Nar vi saledes kreever (Ex. 1-5.17) opfyldt for alle vaerdier af v, finder vi:

, _ P B PL x\!
Jo@) = 4, = ol@) = T3, (7) +o
1 PL /z\!
= hl@) =154 (%)
) = (2 g _1PL (zy
fiw) = () f@ — h@) =554 (7) +o
1 PL [x\2
= @) =3 54 (7)
() = (2Y 1 _1PL (z\3
fa(@) = (L) fi(@) — ) =353, (L) o
1 PL /x\3
= fa(z) = 3 -
3 EAo (L) (Ex. 1-5.18)
, r\Ji—1 , _ 1 PL (xN\J
0= (1) S =he=cgr (7) +6
1 PL /x\J
— L@ =57 (E)
) _fm\MoL _LPL z\M
fM(x)*(L) v (@) = fu(z) = M EA, (L) + Cur
1 PL [x\M
= @) = 51 54 (7)
hvor alle integrationskonstanterne C; = 0 pa grund af den kinematiske
randbetingelse u(0;a) = 0. Udtrykket for den j* funktion f;(z) ses at
veere:
1 PL [xN\i
fi@®) = 5, (Z) (Ex. 1-5.19)
Pa kompakt form er den tilnsermede lgsning nu fundet til:'®
= M .
~ o PL 1 j—1 T \7
u(z;a) = A Z (ja (L) > (Ex. 1-5.20)

j=1

Dette er i gvrigt Taylor-raekken eller MacLaurin-rakken for den eksakte lgsning (Ex. I-
5.11).
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Hvor god raekken er, kan — ud fra det foreliggende grundlag — kun fast-
leegges ud fra numeriske undersggelser, men da vi har udviklet ud fra a = 0,
kan vi forvente, at rackkens ngjagtighed falder med stigende veerdier af a,
medens den ma forventes at blive bedre jo hgjere veerdi af M, vi er villige til
at benytte. Fig. Ex. 1-5.2 viser en grafisk afbildning af den relative veerdi af

1.25 T T T T T

] T T ! !
A (151/2) fitex -+
0.75 [
0.5 [ r oo e

0.95 |+t bttt

ol i
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. Ex. 1-5.2: Tilnzermet veerdi af flytningen af spidsen
for a = 1/2 relativt i forhold til den eksakte veerdi.

flytningen @(L; 1/2) af spidsen malt i forhold til den eksakte veerdi u(L;1/2)
i atheengighed af antallet M af led, der er benyttet. Der er anvendt den gan-
ske store veerdi @ = 1/2, men ngjagtigheden ses alligevel at veere god selv
for ret fa led.

Det vil naturligvis ogsa veere interessant at se, hvor gode veerdier af nor-
malkraften N, vi kan opna ved perturbationslgsningen. Ved differentiation
af @(z; ) som fundet i (Ex. 1-5.20) og indsettelse i den fysiske betingelse
(EX. 1-5.1) findes den tilnszermede lgsning N for normalkraften:

N(z;0) = Pﬁ: (aj_l (1 — a%) (%)j_l) (Ex. 1-5.21)

Som det ses at Fig. Ex. 1-5.3, er fejlen pa normalkraften stor og faorst ac-
ceptabel ved omkring 6 led. Det er i gvrigt helt almindeligt, at fejlen pa
en kraftstgrrelse er veesentlig stgrre end pa den tilsvarende flytningsstor-
relse. Grunden er, at kraftstgrrelsen beregnes ud fra en differentialkvotient
af flytningssterrelsen, og for hver gang en tilnsermet funktion afledes, tabes
der ngjagtighed. I forbindelse med et stangproblem skal flytningen dog kun
afledes én gang, medens den anden afledede af tveerudbgjningen w skal be-
nyttes ved beregning af snitmomentet M i en bjelke, se (1.14) eller (1.29)
i forbindelse med (1.20), som giver:

M(z) = EI(z)w"(x) (Ex. 1-5.22)

hvorfor vi ma forvente, at der skal bruges et stort antal led ved beregningen
af M.
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Fig. Ex. 1-5.3: Relativ fejl pa den tilnsermede veerdi

N (z; «) af normalkraften i atheengighed af antallet af led
for a =1/2.

Ex 1-5.3 Direkte Rakke

Den anden metode, vi vil benytte her ligner den fgrste meget, men ideen er
noget anderledes, idet der som udgangspunkt benyttes en raekkeudvikling i
aksialkoordinaten x i stedet for perturbationsparameteren a:

u(z; ) ~ a(z; )
=Co(a) + Ci(a)z + -+ Cj(a)z? + -+ + Cp(a)z™

hvor alle led skal tilfredsstille de kinematiske randbetingelser, hvorfor vi kan
konstatere, at:

Co=0 (Bx. 1-5.24)
som fplge af den kinematiske randbetingelse (Ex. 1-5.10).
Mere kompakt end (Ex. 1-5.23) finder vi derfor:

(Ex. 1-5.23)

u(z; o) = ZCJ- (o)’ (Ex. 1-5.25)

hvor M igen er et udtryk for det antal led, vi mener, er ngdvendigt for at
opna en tilstreekkelig god lgsning. Vi indseetter (Ex. 1-5.23) eller (Ex. 1-
5.25) i differentialligningen (Ex. 1-5.8), samler led af samme potens i = og
kreever ligningen:

TN <7/ _ P -
(1 - af) U (z;0) = FA, (Ex. 1-5.26)

opfyldt for alle veerdier af x:
(1-0%) (Cr@) +20s(a)r + 8Cs(@)a? + -+ jCy (@)

L
5 Ex. 1-5.27)
o)y _ P (
+- + MCyu(a)x ) = BAg
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Nar vi samler led af samme potens af x, far vi:

C1(a)z®

+ (202(a) - 1%6’1(&)) ot

+ (36’3(04) - 2%6’2(04)) z?

o _ (Ex. 1-5.28)
+ (1C3(0) = (G = DFCG-1 (@) a0~V

a .
+ (MCa(@) = (M = DFCur-1y(@) 2V)
p
EA,
Ved at kraeve (Ex. 1-5.28) opfyldt for alle vaerdier af z, finder vi:

_ P 1P 1
Cla) =g o Gl =g game

1 r X P (Ex 1-5.20
C3(a)73EA0L2a , ’C](a)ijAoLifla ( )
—o Cula) 1 P M—1

T M EA M1 ¢

Den tilngermede lgsning er nu fundet til:

(o) = o (200 (2)' 4 Lot (2)" 4 a2 (2

~ EA, L 25\ 39\
oy Ly (2)’ (Ex. 1-5.30)
j L
L M—1 (% M
skt (T))

eller pa mere kompakt form:

a(z;q) = gjo i GaH (%)J) (Ex. 1-5.31)

j=1

Vi har altsa genfundet reekken (Ex. 1-5.20), men ud fra et helt andet ud-
gangspunkt.

Ex 1-5.4 Potentiel Energi Ilp

Den tredie metode, vi vil anvende, adskiller sig fra de to fgrste pa en meget
basal vis, idet der her ikke er tale om en raekke, hvis forste j led er ubergrt
af, om vi gger antallet af led.
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Ex 1-5.4.1 En Fjeder Belastet af en Kraft

Fgrst skal vi imidlertid introducere begrebet Potentiel Energi Ilp, hvilket
vi vil gogre ved hjalp af et meget simpelt eksempel, nemlig en fjeder med
stivheden ¢ og belastet med en kraft P, se Fig. Ex. 1-5.4.

vV P
Fig. Ex. 1-5.4: En fjeder med belastning.

For denne “konstruktion” er den potentielle energi:
IIp(v) = %ch — Pv (Ex. 1-5.32)

hvor forste led pa hgjresiden betegner den elastiske energi, tojningsener-
gien, der opmagasineres i fjederen ved en forleengelse v, og det andet led er
potentialet af belastningen P. For lineaerelastiske konstruktioner geelder det
generelt, at den potentielle energi IIp er minimum for den korrekte lgsning
— her vil vi i det meste af det fglgende dog ngjes med at udnytte, at IIp er
stationeer. For fjederens vedkommende vil vi dog vise minimumsegenskaben
af ITp. Differentier (Ex. 1-5.32) med hensyn til v:

dIT _

Me) _ ., _p (Ex. 1-5.33)

dv

Hvis den potentielle energi skal veere stationser for den korrekte lgsning,
betyder det, at dens differentialkvotient skal veere 0:

de (U)

o Vs

hvilket ogsa er det resultat, vi ville forvente ud fra en simpel beregning.
Differentierer vi én gang til, finder vi:

d*TIp (v)
dv?

som viser, at den potentielle energi er minimum.

Sl

(Ex. 1-5.34)

>0 (Ex. 1-5.35)

Ex 1-5.4.2 To Fjedre og et Ag Belastet af en Kraft

Betragt nu det noget vanskeligere problem, der er illustreret i Fig. Ex. 1-5.5.
Vi vil postulere, at den potentielle energi nu er:

Ip (vi,v2) = %(clv% + chg) — Pv (Ex. 1-5.36)
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C1 C2
V1 V2
vV P
1/4 3/4
|||

Fig. Ex. 1-5.5: To fjedre og et ag med belastning.

hvor

v =3 + 1u, (Ex. 1-5.37)
hvorfor

Ip(vi,v2) = 3 (clv% + cwg) — P (3v1 + fv2) (Ex. 1-5.38)

Nar der er tale om en funktion af flere variable, taler man om de parti-
elle afledede, som angives med “blgde d””: 0. For at bestemme den partielle
afledede OI1p /Ov1 med hensyn til v beregnes differentialkvotienten for fast-

holdt wva:

OTIp (v1,v2) =

T = c1v1 — %P (EX 1-539)
og tilsvarende for partiel differentiation med hensyn til va:

OTIp (v1,v2) =

T = C2V2 — iP (EX 1-540)
Nar vi kraever, at begge differentialkvotienter er 0, finder vi:

3P 1P
=2 == Ex. 1-5.41
V=g 0 U= (Ex. 1-5.41)

hvilket vi ogsa kunne finde ved ligevaegtsbetragtninger og benyttelse af den
fysiske betingelse for de to fjedre, nemlig:

Nj = Cj U4 ,j = 1, 2 (EX. 1—5.42)
hvor Nj; er kraften i fjeder j.

For stangen er den potentielle energi givet ved:
L
Ilp(u; ) = %/ EA(u)?dx — Pu(L) (Ex. 1-5.43)
0
hvor flytningsfeltet skal tilfredsstille alle kinematiske betingelser, herunder
den kinematiske randbetingelse:
u(0;) =0 (Ex. 1-5.44)

Hvorledes den partielle afledede med hensyn til en funktion, her u(z), skal
forstas, skal vi ikke komme naermere ind pa her, og vi vil med det samme
indfgre en tilnsermelse @ til v i Ilp.
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Ex 1-5.4.3 Lgsningsantagelse med En Parameter

Som fgrste tilnaermelse 11531) vil vi benytte lgsningsantagelsen:
ﬂg)(x;a) =ai1x (Ex. 1-5.45)

hvor a; er en parameter, hvis veerdi vi bestemmer nedenfor.
Herved bliver den potentielle energi:

2

L
Ip(a1; :1/ EAo (1—a2) a2de — PaL
plae) =3 | 0( L) ' ' (Ex. 1-5.46)

= 1EA)L (1-1a)ai — PaiL

og ved at forlange differentialkvotienten med hensyn til a; lig med 0 findes:

FEAqL (1 — %oe) a1 = PL (Ex. 1-5.47)
dvs.
1 P
= —_— Ex. 1-5.4
ax 1= 1o A (Ex. 1-5.48)
hvorved den fgrste tilnzermede lgsning ﬁg) baseret pa potentiel energi er:
Dy L PL(E) Ex. 1-5.4
up(%a)_lf%aEAo 7 (Ex. 1-5.49)
Flytningen af spidsen bliver da:
(L PL Ex. 1-5.50
up’ (L; @) 1= 1o BA (Ex. 1-5.50)
og for a = 1/2:
~(1)L_12:415L:1 PL
ap’ (L;1/2) 3EA .3333—EAO
(Ex. 1-5.51)

PL PL
of. u(L;1/2) =2In(2) - = 13863

Dette resultat kan sammenholdes med det, de forste to tilnsermelseslgsnin-
ger giver for ét led, nemlig:

PL PL
=1.

A, 0000 T,
som klart er darligere end veerdien opnaet ved benyttelse af potentiel energi.
Ved differentiation af (Ex. 1-5.49) og benyttelse af den fysiske betingelse

(1.9) finder vi den tilnsermede normalkraft ng)(x; a) 1 stangen:

@ (L;1/2) =

(Ex. 1-5.52)

1—a£
NO(z:q) = Lp Ex. 1-5.53
P (x’a)_lfla (Ex. 1-5.53)

Bemeerk, at for a # 0 forudsiges normalkraften ved denne tilnsermelse ikke
at veere konstant, men varierende med den korrekte veerdi P i midten. Det
er faktisk ikke seerlig uszedvanligt, at lgsninger baseret pa anvendelse af
potentiel energi opfgrer sig pa denne vis. For a = 0 findes den korrekte
veerdi N;l)(x; 0) = P.
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Ex 1-5.4.4 Lgsningsantagelse med To Parametre

Som naeste tilneermelse vil vi benytte:

ﬁg)(x; Q) = a1z + aza’ (Ex. 1-5.54)
dvs.
d~(2) .
dip (#50) _ 4 2ase (Ex. 1-5.55)
dz
hvorved

L
Ilp(ai,a :l/ EA (1—042 a1 + 2a01)%de
plor,a2) =3 | Edo L)( 1 2a27) (Ex. 1-5.56)

— P(alL + a2L2)

Vi kan nu veelge at integrere med hensyn til = i dette udtryk eller fgrst
differentiere med hensyn til a1 og as. Vi veelger den sidste mulighed:

GHp(ah az) /L X -
—F————— =FA 1—a— +2 dx — PL
a1 °Jo ( aL) (a1 +2azz)de (Ex. 1-5.57)
= BEAoL(1—1a)ar + EA)L® (1 — 2a) a2 — PL
og tilsvarende:
8Hp(a17a2) /L xr =792
—F————— =FA 1—a— +2 2zdx — PL
Das °/, ( O‘L) (a1 + 2a2z)2zdz (Ex. 1-5.58)

= EAL? (1 - 2a) a1+ EAoL® (3 — @) az — PL?

Ved nu at kreeve begge differentialkvotienter lig med 0 finder vi et linesert
ligningssystem med to ubekendte:

P
(1—%a)a1 + (1—%04)La2 = i
_ Ex. 1-5.59
) , P ( )
(L-ja)ar + (5 -a)Laz = g7
med Igsningen:
“ 6(1 — o) p
1 =
1- 2 EA
6(1 —a)+a* Bdo (Ex. 1-5.60)
0 — 3a P
> 6(1—a)+a? EAGL
hvorved
T T2
6(1l —a)l—)+3al— P
a2 (z;0) = ( )(L) (L) PL (Ex. 1-5.61)
P 6(1 —a) + a2 FEAg
med
_(2) 18 PL PL
L;1/2) = — —— =1.384 Ex. 1-5.62
up’ (L;1/2) 13 TAg 386EA0 (Ex. 1-5.62)

hvilket ma siges at veere en meget fin tilnsermelse til den eksakte veerdi pa
1.3863PL/(EAy), iseer nar veerdien af den tidligere tilnsermelse med to led
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giver veerdien 1.2500PL/(EAo). Retfzerdigvis skal det dog siges, at de to
led i tilnsermelsen ved benyttelse af potentiel energi kreever mere arbejde
end de tidligere.

Ved differentiation af (Ex. 1-5.61) og benyttelse af den fysiske betingelse
(1.9) finder vi den tilnszermede normalkraft N}f)(x; «) i stangen:

N® (z30) = ((1 —a) +(1a(af))+) é(; ¢ (f)) p (Ex. 1-5.63)

Ogsa ved denne tilnzermelse forudsiges normalkraften ikke at vaere konstant,
men integrerer vi N}f)(x; «) fra 0 til L og dividerer med L, vil vi opdage,
at den herved bestemte “middelvaerdi” er lig med P, hvilket er helt analogt
med resultatet i lgsningen med én parameter.

1- NI(DM) (2;0.5)
0.4

0.3
0.2
0.1

0

-0.1

-0.2

-0.3

04 ! ! ! ! ! ! ! ! ! x
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 17

Fig. Ex. 1-5.6: Fejl pa den tilneermede vaerdi NI(DM) (z;0)
af normalkraften i afheengighed af antallet M af led for
a=1/2.

Ex 1-5.4.5 Lgsningsantagelse med Flere Parametre

Nar man gnsker at benytte en tilnsermelse med flere end to parametre,
kommer man nappe uden om at formulere problemet ved hjslp af Ma-
trizregning — selv ved tre parametre bliver den ovenfor beskrevne metode
noget uoverskuelig, hvis man ikke tager dette hjselpemiddel i brug. I sandhe-
dens interesse skal dog bemaerkes, at beregningerne i substansen ikke bliver
anderledes ved anvendelse af matrixregning — de bliver blot til at handtere.
For fuldsteendighedens skyld er den relative fejl pa normalkraften N };.M) (z; )
afbildet i Fig. Ex. 1-5.6. Ved sammenligning med den tilsvarende atbildning
Fig. Ex. 1-5.3, der var opnaet med de to raekker fra Afsnit Ex 1-5.2 og Af-
snit Ex 1-5.3, ses det, at for det samme antal led giver anvendelse af den
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potentielle energi bedre veerdier af normalkraften. Det er ikke mindst veerd
at notere, at fejlen pa normalkraften er ganske jeevn over hele stangleeng-
den ved denne metode, medens den ved de andre metoder er nul ved venstre
ende for at stige monotont til den hgjre.

Den ovenfor gennemgaede metode, der benytter flere parametre, og som
tager princippet vedrgrende minimum af den potentielle energi som sit ud-
gangspunkt, kaldes ogsa en Ritz-Metode. Den metode, der kaldes the Finite
Element Method, og som er det mest anvendte numeriske vaerktgj til bereg-
ning af alle slags bygninger, sasom broer, master, kraner, skalkonstruktioner,
samlingsdetailler, osv. osv., benytter i realiteten ovenstaende principper og
er derfor et eksempel pa en Ritz-Metode.

1.5 Afsluttende Bemarkninger Vedrgrende

Bjeelketeorier
I dette kapitel er gennemgaet et par af de allervaesentligste problemer fra de
bezerende konstruktioners teori, nemlig deformation og ligevaegt af steenger og
bjaelker.

De behandlede problemer er formuleret som randverdiproblemer, hvis dif-
ferentialligninger og randbetingelser er opstillet. For bade stangens og bjaclkens
vedkommende er randveaerdiproblemerne lgst eksakt for konstante vaerdier af de
fysiske egenskaber.

Det er for stangen vist, at den eksakte lgsning for en stang, hvis aksialstivhed
varierer linezert, har seerdeles darlige egenskaber i numerisk henseende, hvorfor
det tilrades at finde “gode” tilnsermelseslgsninger.

Under anvendelse af to reekkemetoder og en metode baseret pa princippet
om minimum af den potentielle energi har vi fundet tilnzermede lgsninger for
problemet med en stang, hvis aksialstivhed varierer linesert. Det konkluderes, at
for det samme antal led i raekkerne er metoden, der baseres pa potentiel energi,
de andre overlegen, nar der blot ses pa ngjagtighed, og regnearbejdets omfang
ikke vaegtes ind.
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Kapitel 2

Virtuelle Arbejders
Principper

for Plane, Retliniede
Bjalker

2.1 Indledning

Det Virtuelle Arbejdes Princip — eller rettere de Virtuelle Arbejders Principper
— er maske det mest centrale princip inden for statikken. Desveerre er det nok
ogsa det emne, der er skrevet mest sludder om — for nu ikke at stikke noget
under stolen. Den gamle, helt misvisende betegnelse for princippet, nemlig Ar-
bejdsligningen har givetvis veeret medskyldig i en del af misforstaelserne, idet
der ikke er tale om reelle arbejder, men netop wvirtuelle, dvs. taenkte, arbejder,
som den korrekte betegnelse tydeligt angiver. De virtuelle arbejders principper,
af hvilke de to mest almindelige, nemlig De Virtuelle Flytningers Princip (VEFP)
og De Virtuelle Krefters Princip (VKP), vil blive opstillet i det folgende. Det
pgede ogsa forvirringen, at man ofte ikke skelnede mellem de to naevnte former
for virtuelt arbejdes princip.

I det folgende vil principperne blive udledt for retliniede Bernoulli- Euler og
Timoshenko-bjelker — idet raekkefslgen dog vil veere den modsatte.

Oftest vil man nutildags ga en lidt anden vej, idet man fgrst vil udlede de
virtuelle arbejders principper for et tredimensionalt legeme. Herefter vaelger man
tgjningsmalene for den type konstruktion, man vil behandle, postulerer de vir-
tuelle flytningers princip gaeldende, og pa det grundlag udleder man de statiske
ligninger, savel randbetingelser og kontinuitetsbetingelser som feltligningerne, se
for eksempel (Byskov 2002a) og (Byskov 2002b). Ved denne fremgangsmade har
man forudsat, at det virtuelle arbejde er mere grundlaeggende end ligevaegt. Der

Virtuelle
arbejders
principper er
sardeles centrale

Virtuelle
Flytningers
Princip (VFP)
Virtuelle
Kraefters Princip
(VKP)
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Generaliserede
(arbejdskonjuge-
rede)
spandinger og
tgjninger

Bernoulli-Euler
bjaelker og
Timoshenko-
bjaelker

Streg over

symbol =

foreskreven
veaerdi

er flere grunde til at veelge denne vej — nogle af dem er af ret filosofisk karakter
— men den vigtigste er, at det ikke altid er seerlig indlysende, hvilke speendings-
og tgjningsmal, der hgrer sammen i et virtuelt arbejdes princip. Dette galder
i hgj grad for den teori, der geelder for Kirchhoff-Love plader, men ogsa for
Bernoulli-Euler bjaelkerne er det naeppe pa forhand indlysende, at forskydnings-
kraften ikke bidrager til det indre virtuelle arbejde, se senere.

Ved at veaelge virtuelt arbejde som basis sikrer man sig, at de spaendingsmal,
man far defineret ud fra de statiske ligninger, altid er hinandens arbejdskonjuge-
rede — man taler om generaliserede spsendinger og t@jninger.

2.2 De Virtuelle Flytningers Princip for Plane,
Retliniede Bjalker

For bade Timoshenko- og Bernoulli-Euler bjalketeorierne vil vi tage udgangs-
punkt i de statiske feltligninger hgrende til en eksakt lgsning. For nu ikke at
komplicere udledningerne ungdigt vil vi antage, at den eneste belastning er en
fordelt last med intensiteten p(x), hvor  betegner den aksiale koordinat, og p er
vinkelret pa bjelkeaksen, saledes at x-aksen og p danner et hgjrekoordinatsystem
— lasten er “opadrettet” — se Fig. 2-2.1. Det bemeerkes, at i overensstemmelse
med en meget anvendt notation angiver en streg over et symbol, at stgrrelsen er
foreskrevet.

Cr
f‘ = T
717

Fig. 2-2.1: Bjalke med tveerlast.

Bjeelkeleengden betegnes L, og ]0, L[ er det abne interval, der omfatter bjel-
ken mellem, men eksklusive, dens to ender.

Vi vil kun behandle “bjeelkebgjning” og udelukker derfor aksiale pavirkninger
og deformationer, men naevner, at udledningerne i det fglgende meget enkelt kan
udvides til ogsa at omfatte den type feenomener. I det fglgende vil vi ogsa forud-
saette, at der ikke forekommer enkeltkraftbelastninger pa bjeelken, men papeger,
at disse kan inkluderes ved hjeelp af begrebet Dirac’s deltafunktion §. Alternativt
kan man opdele de fglgende integrationer, sa der integreres fra venstre bjeelke-
ende til umiddelbart til venstre for enkeltkraften og fra umiddelbart til hgjre
for enkeltkraften til hgjre bjeselkeende. Imidlertid vil vi indfere begge de naevnte
forudsaetninger for at gge overskueligheden af udledningerne.
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2.2.1 Timoshenkobjalker

De relevante statiske feltligninger er:

M+V=0 og V'+4p=0, x€0,L] (2.1)

1

hvor

() =—+ (2.2)

Vi kan nu multiplicere disse ligninger med to vilkarlige, kontinuerte og én
gang differentiable felter §5(x) og da(x), som vi indtil videre ikke vil tilleegge
nogen fysisk betydning, men nsevner, at det foranstillede § angiver vilkarlighed:?

(M'"+V)6=0 og (V' +p)da=0, z€]0,L] (2.3)

Disse ligninger kan vi summere og integrere summen, og resultatet er stadig
0:

L
/0 ((M’ +V)og+ (V' + ﬁ)éa) dr =0 (2.4)

Efter et par delvise integrationer finder vi:

L
0= [Mspl} /0 Mé§p'dx + [Viak

L L L
+/ Vépdx —/ Véa'dx Jr/ poadx
0 0 0

Efter omordning af leddene i (2.5) fas:
L L L
/ Mo dx + / V(da 4 6B)dx = [Va)k + [Msp)E + / péadr  (2.6)
0 0 0
I og for sig kan (2.6) godt benyttes, som det star, men vi vil nu give §3 og

da fysiske betydninger, idet vi vil tolke 63 som en virtuel rotation dw af bjeel-
ketveersnittet og da som en virtuel tveerflytning dw, hvorved (2.6) kan skrives:

L L L
/ Méu'dx Jr/ V(0w 4 dw)dx = [Vow)§ + [Méw]k Jr/ powdx (2.7)
0 0 0
Nar vi indfgrer definitionen af krumningstginingen k:
k=W (2.8)
og forskydningstginingen -y:
y=w —w (2.9)

kan vi finde De Virtuelle Flytningers Princip for en plan, retliniet Timoshenko-

1For Bernoulli-Euler bjzelker er der kun én relevant statisk feltligning, se afsnit 2.2.2.
2Egentlig betegner det nsevnte § en variation, men for det foreliggende problem er dette
uden betydning.

Timoshenko-
bjaelker
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Virtuelle
Flytningers
Princip

Fysisk tolkning

Indre virtuelt
arbejde = ydre
virtuelt arbejde

bjaelke:

L L L
/ Mrdx +/ Véydr = [Vow]§ + [Mow)§ +/ powdz (2.10)
0 0 0

Det bgr understreges, at dette er et rent matematisk udsagn, men det kan
veere en hjeelp til hukommelsen at give leddene i de virtuelle flytningers princip
en fysisk tolkning:

L
Indre virtuelt arbejde af snitmoment og krum- / Mérdx
ningstejning: 0

L
Indre virtuelt arbejde af forskydningskraft og for- / Vydx
skydningst@jning: 0

L

Ydre virtuelt arbejde af belastning og flytning: / powdz (2.11)
0

Ydre virtuelt arbejde af endekraefter og endeflyt- [V dw]¥
ninger:

Ydre virtuelt arbejde af endemomenter og endero-  [Mdw]%
tationer:

T alt udtrykker (2.10) derfor, at det indre virtuelle arbejde er lig med det ydre
virtuelle arbejde ved et palagt virtuelt flytnings-tgjningsfelt, der overholder (2.8)
og (2.9) samt de naevnte kontinuitets- og differentiabilitetsbetingelser.

Vi kan tydeliggore tolkningen af randleddene, hvis vi erkender, at snitkraefter
og -momenter pa en venstre ende er modsatrettede de tilsvarende flytningsstor-
relser. Derfor indfgres:

Py=-V(0) P,=+4V(L) Cy=-M(0) Cp=+M(L) (2.12)

hvorefter (2.10) kan skrives:

L L
/ Mérdx + / Vévydx
0 0

(2.13)

L

_ / powdz + Pysw(0) + Poow(L) + Codw(0) + Crow(L)
0

Hvis for eksempel Py er foreskrevet, ville betegnelsen Py vaere mere sigende,
og leddet Pyéw vil da udggre det virtuelle arbejde af den pasatte last Py. Hvis
derimod den tilsvarende flytning w(0) er foreskrevet, betegner Py reaktionen mod
den foreskrevne vaerdi af w(0), og betegnelsen Ry vil snarere blive benyttet.
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Hyvis vi ogsa tager hensyn til stangvirkningen i Timoshenkobjalkerne, dvs. med-
tager aksialtgjningen € og normalkraften IV, i de virtuelle flytningers princip, vil
dette blive:

L L L
/ Noedx + / Vvydx + / Mokdx
0 0 0

L L
_[| 55 ~B
—/0 D 5udm+/0 prdwdx (2.14)

+ Py 6u(0) + Py du(L) + PEsw(0) + PEsw(L)
+005w(0) + CL(SLU(L)

hvor gvre index S betegner stangbidrag, og gvre index B angiver bjaelkebidrag.

Ud fra det indre virtuelle arbejde kan vi konkludere, at de Timoshenko-
bjeelkens generaliserede tgjninger er aksialtgjningen e, forskydningstgjningen ~
og krumningstgjningen x, medens deres arbejdskonjugerede spaendinger — de
generaliserede spaendinger — naevnt i samme raekkefglge, er normalkraften IV,
forskydningskraften V' og bgjningsmomentet M.

2.2.2 Bernoulli-Euler Bj=lker

Fremgangsmaden er her meget lig den, der benyttedes i afsnit 2.2.1, idet den dog  Bernoulli-Euler

ikke er helt s indlysende, idet der her kun er én relevant statiske feltligning:?
M'"—p=0 (2.15)

Vi kan nu multiplicere denne ligning med et vilkarligt, kontinuert og to gange
differentiabelt felt da(x), som vi indtil videre ikke vil tilleegge nogen fysisk be-
tydning, men nzevner, at det foranstillede § angiver vilkarlighed:*

(M" —p)ba =0 (2.16)

Denne ligning kan vi integrere, og resultatet er stadig O:
L
/ (M" — p)dadr =0 (2.17)
0
Efter et par delvise integrationer finder vi:
L L
0= [M'sa)l — (Mo ) +/ Méo" dx —/ pdadx (2.18)
0 0

3At der kun skal benyttes én statisk feltligning synes ikke pa forhand klart. Dette forhold
skyldes den kinematiske omsteendighed, at Bernoulli-Euler bjeelker kun har én tgjning, nemlig
krumningstgjningen k. At denne omstaendighed skulle have statiske konsekvenser kan maske
overraske.

4Egentlig betegner det nzevnte § en variation, men for det foreliggende problem er dette
uden betydning. Se imidlertid kapitel 4, afsnit 4.3, hvor begrebet variation indfgres.

bjaelker
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Bernoulli-Euler
bjalker:
V=—M eren
hjzelpestarrelse

Virtuelle
Flytningers
Princip

Fysisk tolkning

Efter omordning af leddene i (2.18) fas:
L L
/ Méa" dx = / poadr — [M'Sa)l + [Méa']§ (2.19)
0 0

Atter kunne vi benytte (2.19), som det star, men ogsa her vil vi give da en
fysisk betydning, idet vi tolker da som en virtuel tveerflytning dw, hvorved (2.19)
kan skrives:

L L
/ Mow" dx = / powdx — [M'Sw]l + [Mow') (2.20)
0 0

For Benoulli-Euler bjeelker er definitionen af krumningstgjningen «:
k=w" (2.21)
og rotationen af bjalketveersnittet w er bundet til rotationen w’ af bjaelkeaksen:
w=w (2.22)

For Bernoulli-Euler bjeelker er forskydningskraften V' en hjelpestorrelse, der er
defineret ved den velkendte statiske feltligning (2.1a):

M +V =0 (2.23)
dvs., at definitionen af V er:
V= (2.24)

Nu kan vi finde De Virtuelle Flytningers Princip for en plan, retliniet Bernoulli-
Euler bjeelke:

L L
/ Mérdr = / powdx + [Vow]l + [Msw')§ (2.25)
0 0
Ogsa her bgr det understreges, at dette er et rent matematisk udsagn, og at

vi atter kan give leddene en fysisk tolkning, som vi af hensyn til overskueligheden
noterer her, skgnt der ikke er den store forskel fra (2.11):

L
Indre virtuelt arbejde af snitmoment og krum- / Mérdx
ningstgjning: 0

L
Ydre virtuelt arbejde af belastning og flytning: / péwdx
0

(2.26)
Ydre virtuelt arbejde af endekraefter og endeflyt- [V dw]¥
ninger:
Ydre virtuelt arbejde af endemomenter og endero-  [Mw']¥
tationer:
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I lighed med (2.10) udtrykker (2.25), at det indre virtuelle arbejde er lig
med det ydre virtuelle arbejde ved et palagt virtuelt flytnings-tgjningsfelt, der
overholder (2.21) og (2.22) samt de naevnte kontinuitets- og differentiabilitetsbe-
tingelser.

Atter indfgres fglgende af mnemotekniske arsager:

Py=-V(0) P,=+4V(L) Coy=-M(0) Cp=+M(L) (2.27)
og (2.25) kan skrives:
L
/ Mérdx
° (2.28)

_ / powdz + Posw(0) + Prow(L) + Codw' (0) + Crow' (L)
0

Igen bemeerkes, at hvis for eksempel Py er foreskrevet, ville betegnelsen Py
veere mere sigende, og leddet Pydw vil da udggre det virtuelle arbejde af den
pasatte last Py. Hvis derimod den tilsvarende flytning w(0) er foreskrevet, be-
tegner P reaktionen mod den foreskrevne veerdi af w(0), og betegnelsen Ry vil
snarere blive benyttet.

Som i afsnit 2.2.1 vil vi medtage stangbidraget i de virtuelle flytningers prin-
cip, som derved bliver:

L L
/N5sd:z:+/ Mérdx
0 0

L

L
_[| &5 B
_/0 D 5udm+/0 P~ owdzx (2.29)

+ Py 6u(0) + Py du(L) + PEsw(0) + PEsw(L)

+Coow'(0) + Crow' (L)

hvor gvre index S betegner stangbidrag, og ¢vre index B angiver bjaelkebidrag.

I modsatning til, hvad der var tilfseldet for Timoshenkobjzlkerne, ses det, at
forskydningskraften V' ikke optraeder i det indre virtuelle arbejde, fordi dens mu-
lige arbejdskonjugerede tgjning, nemlig forskydningstgjningen, er 0 i Bernoullli-
Euler bjaelker. Altsa er de generaliserede tgjninger i disse bjaelker aksialtgjningen
€ og krumningstgjningen x, og deres arbejdskonjugerede speendinger — de ge-
neraliserede spzendinger — er normalkraften /N, henholdsvis bgjningsmomentet
M.

2.2.3 Anvendelser af de Virtuelle Flytningers Princip for
Bjalker

Den centrale position af de virtuelle flytningers princip for bjeelker fremgar af

dets mange anvendelser, hvoraf her naevnes nogle fa. Princippet benyttes som

udgangspunkt for mange tilnzermelseslgsninger for bjeelke- og rammeproblemer,

Indre virtuelt
arbejde = ydre
virtuelt arbejde
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Generaliserede
spandinger og
tgjninger

Statisk bestemt
bjalke

Virtuelt
flytningsfelt som
stift legeme for
statisk bestemte
bjaelker

savel plastiske som elastiske. Som naevnt ovenfor benyttes det til definition af
generaliserede speendinger, nar de generaliserede tgjninger er defineret. Og det
anvendes til bestemmelse af snitkraefter og reaktioner i statisk bestemte bjeaelker
og rammer, se afsnit 2.2.4.

2.2.4 Statisk Bestemte Bjalker

Ofte vil vi kun tillade det virtuelle flytnings-tgjningsfelt at opfylde de homo-
gene kinematiske betingelser, dvs. hvis en flytningsstgrrelse er foreskrevet, vil vi
veelge, at den tilsvarende virtuelle flytning er 0 for at undga et virtuelt arbejde
fra den tilsvarende reaktion. Hvis for eksempel w(L) er foreskrevet, vil vi veelge
ow(L) = 0 for at undga reaktionsarbejdet V(L)dw(L), eftersom vi ikke ngdven-
digvis kender reaktionen V(L). Det bor dog anferes, at man for statisk bestemte
konstruktioner kan bestemme en reaktion ved at veelge et virtuelt flytningsfelt,
der ikke indebaerer virtuelle tgjninger, dvs. konstruktionen underkastes et virtu-
elt flytningsfelt, som om det var et stift legeme. De stgrrelser, der i dette tilfeelde
bidrager til det virtuelle arbejde, er alene den kendte last p og den reaktion, hvis
stgrrelse man sgger. I samme forbindelse kan naevnes, at man ogsa for statisk
bestemte konstruktioner undertiden opgiver kravet om kontinuitet og differenti-
abilitet af det virtuelle felt, idet man ogsa her kan udsatte konstruktionen for et
virtuelt felt, der ikke medferer virtuelle tgjninger, altsa igen en stivlegemebevae-
gelse, hvorved kun den kendte last og den ukendte snitkraft tilsammen udferer
et virtuelt arbejde. For eksempel kan man i en statisk bestemt bjeelke betemme
forskydningskraften V (z) ved at give bjeelken en virtuel flytningsdiskontinuitet
Adw(xg) og 1 gvrigt lade det virtuelle felt veere tgjningsfrit.

Ex 2-1 Bestemmelse af Snitkrsefter ved de Virtu-
elle Flytningers Princip

Fig. Ex. 2-1.1: Bjezelke med punktlast.

I punkt @, hvor z¢ > %L, pa den pa Fig. Ex. 2-1.1 viste simpelt understgt-
tede bjeelke gnskes forskydningskraften Vg og snitmomentet Mg beregnet
ved anvendelse af de virtuelle flytningers princip. Da bjaelken er statisk be-
stemt og derfor ogsa kinematisk bestemt, kan vi underkaste den flytnings-
felter, der indebaerer, at kun den givne last og den gnskede snitkraft udfgrer
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arbejde.’

Ex 2-1.1 Bestemmelse af Forskydningskraft

Ved at overskaere bjalken i det snit, hvor forskydningskraften Vg gnskes
bestemt, kan vi foranledige, at denne udfgrer et arbejde, og hvis vi sgrger
for, at rotationerne af de to bjeelkedele er lige store, vil snitmomentet Mg
totalt set ikke udfgre arbejde, idet arbejdet af snitmomentet for punkt @
numerisk set er lige sa stort, men med modsat fortegn af arbejdet, der

VQ$ ) Mg
_ 4

J MQ(""'K/

dwo
Vo

Fig. Ex. 2-1.2: Flytningsfelt til bestemmelse af forskyd-
ningskraft.

udfgres af snitmomentet efter punkt @, se Fig. Ex. 2-1.2. Vi vil benytte de
virtuelle flytningers princip pa de to bjalkedele hver for sig, men med det
samme addere bidragene.® Som det fremgar, forekommer der ikke tgjninger
ved det palagte flytningsfelt, og nar vi forudsaetter, at den vilkarlige rotation
er infinitesimal, dvs. dwg < 1, bliver de virtuelle flytningers princip:

0= PiLéwq+ VoLéwg = Vo=-iP (Ex. 2-1.1)

Fordelen ved denne fremgangsmade er, at forskydningskraften Vg bestem-
mes direkte, dvs. uden at reaktionerne forst skal beregnes, hvorved fejlmu-
lighederne begraenses. I sandhedens interesse skal det dog siges, at for et
sa enkelt eksempel som det foreliggende er fordelen ikke just igjnefaldende,
men eksemplet er netop valgt, fordi det ikke er kompliceret, hvorved bereg-
ningerne bliver meget overskuelige.

Ex 2-1.2 Bestemmelse af Snitmoment

Ved bestemmelse af snitmomentet Mqg benytter vi et andet flytningsfelt,
der heller ikke indebaerer tgjninger, se Fig. Ex. 2-1.3. Som det fremgar af
figuren, udfgrer forskydningskraefterne for og efter punkt @ arbejder, der
ophaever hinanden. Nar det atter forudsaettes, at det virtuelle flytningsfelt

5Vi vil ofte fra dette punkt tale om arbejde, men underforstd, at der er tale om wvirtuelt
arbejde.

6Vi kunne ogsé have opstillet de virtuelle flytningers princip med flytningsfelter, der inde-
holder diskontinuiteter. Den eneste basale forskel ville veere, at integrationerne i (2.4)—(2.13)
og i (2.17)—(2.28) skulle opdeles i et bidrag for og et efter diskontinuitetspunktet. Dette kan
veere fordelagtigt under visse omsteendigheder, men i den foreliggende sammenhaeng vil det
blot betyde en ungdvendig komplikation.
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Fig. Ex. 2-1.3: Flytningsfelt til bestemmelse af snitmo-
ment.

er vilkarligt og infinitesimalt, giver de virtuelle flytningers princip:

Te owQ
e (Bx. 2-1.2)

0= PiLéwg + Mqdwq + Mg -

L— _
= Mqg=-3 L:chL

Igen er den sggte storrelse bestemt direkte.

Tidligere kaldte man ofte de virtuelle flytningers princip med tgjningsfrie
flytningsfelter for Arbejdsligningen for Stive Legemer og udledte princippet
separat. Som neevnt tidligere bgr man ikke benytte det misvisende udtryk
Arbejdsligning.

2.2.5 Eksempler pa Tilnseermet Lgsning ved de Virtuelle
Flytningers Princip for en Lineserelastisk Bernoulli-
Euler Bj=lke

En af de store styrker ved de virtuelle flytningers princip er, at det kan benyttes

“Gode” Igsninger  til at finde “gode”” tilnaermede lgsninger til for eksempel elastiske bjaelkeproble-
mer — faktisk kan man tage dette princip som udgangspunkt for opstilling af de
mest almindelige versioner af den mest benyttede numeriske metode til lgsning
af problemer inden for statikken, nemlig Elementmetoden — the Finite Element
Method.

Ex 2-2 Bjslke med Punktlast

Her skal vi blot benytte de virtuelle flytningers princip til at finde et par
nogenlunde gode lgsninger til det bjeelkeproblem, der er vist pa Fig. Ex. 2-
2.1. For fuldsteendighedens skyld naevnes, at der her er tale om en Ritz-
Metode, idet de felter, vi senere vil benytte, er givet ved summen af led, der
hver for sig bestar af ét analytisk udtryk over hele bjeelkelzengden.

Det foreliggende problem kan relativt let lgses ved hjeelp af differentiallig-
ningen for tveerudbgjning, nar de relevante rand- og kontinuitetsbetingel-
ser udnyttes. Det bgr dog naevnes, at der er to bjeelkestykker, nemlig for

7"Nar man taler om “gode” lgsninger i denne forbindelse, menes der lgsninger, der er tilstraek-
keligt ngjagtige til praktiske formal, og som ikke kraever et vanskeligt matematisk apparat til
opstillingen.
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Fig. Ex. 2-2.1: Indspaendt-simpelt understgttet bjeclke
med punktlast.

0<xz<L/20gL/2 < x < L, med hver sin lgsning, der skal kobles sammen,
hvilket selvsagt indebeaerer noget arbejde.

Det er vigtigt at konstatere, hvilke kinematiske krav, der stilles til lgsningen
af det foreliggende bjaclkeproblem. Det drejer sig om:

Kinematiske feltligning : k() = w" (x)

Kinematiske randbetingelser :  w(0) =0 (Ex. 2-2.1)
w'(0) =0
w(L) =0

Hvis vi ikke skal knaekke bjeelken, rive den over eller fla den lgs fra under-
stgtningerne, skal disse betingelser overholdes af flytningsvariationen dw.

Ex 2-2.1 Flytningsantagelse med Et Led

Vi vil fgrst antage det enkleste polynomiale felt, der overholder disse betin-
gelser:

ow(z) = (52 — 53)51) (Ex. 2-2.2)

hvor dv er en konstant, hvis veerdi viser sig at veere uinteressant, idet den
senere bliver divideret bort, og hvor den dimensionlgse koordinat £ er defi-

neret ved:
€= % (Ex. 2-2.3)
hvorfor
r_1d0)
() = T de (Ex. 2-2.4)
Nu er:
5r= (2 6{)%61} (Ex. 2-2.5)

Vi vil antage, at den tilnsermede lgsning w(z) ~ w(x) er affin med dw:

w(x) = (& - &) (Ex. 2-2.6)
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hvor v er en konstant, som skalerer flytningsfeltets stgrrelse. Kendes v, er
lpsningstilneermelsen fundet, hvorved den deraf afledede krumningstgjning
R bliver:

E=(2-68)—=v (Ex. 2-2.7)
Da de virtuelle flytningers princip for den foreliggende bjaelke er:
L
/ Mékdx = PSw(L/2) (Ex. 2-2.8)
0
kan vi ikke umiddelbart udnytte antagelsen (Ex. 2-2.6), men ma indfgre den
konstitutive betingelse for lineser elasticitet:
M(x) = EI(x)k(x) (Ex. 2-2.9)
som med definitionen af krumningstgjningen x bliver:
M(z) = El(z)w"(z) (Ex. 2-2.10)

For nemheds skyld vil vi antage, at bgjningsstivheden ET1 er konstant. Ggr
vi dette og indfgrer (Ex. 2-2.2), (Ex. 2-2.5), (Ex. 2-2.6), (Ex. 2-2.7) og
(Ex. 2-2.10) i (Ex. 2-2.8), findes:

1
1 _
L/OEI(Q - 6§)Qﬂv5vd§ = LPsv (Bx. 2-2.11)
dvs.
4%1}51} = 1Pov eller <4%v — §P> dov=20 (Ex. 2-2.12)

Hvis vi, i overensstemmelse med hele baggrunden for de virtuelle flytningers
princip, antager, at flytningsvariationen er vilkarlig, dvs., at (Ex. 2-2.12)
skal gaelde for alle veerdier af Jv, fas:

D13
V= 3—12 1; L[ (Ex. 2-2.13)
hvorved
_ 1 PL?
b= (& —¢€%) (Ex. 2-2.14)

Den tilnsermede veerdi af flytningen af det punkt, hvor lasten angriber, bliver
da:

. 1 PL? PL?
w(L/2) = 56 B — 0.00390625 ol (Ex. 2-2.15)
cf. den eksakte veerdi
7 PL3? PL3
wex(L/2) = 768 B — 0.0091345 o (Ex. 2-2.16)

Ngjagtigheden af det opnaede resultat kan ikke just betegnes som impo-
nerende, sa lad os undersgge arsagerne dertil med henblik pa at skaffe et
bedre estimat af flytningsfeltet. Der er umiddelbart to alvorlige mangler
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ved det antagne flytningsfelt (Ex. 2-2.6). Den forste fejl bestar i, at flyt-
ningsfeltet indebserer en antagelse om, at krumningstgjningen og dermed
bgjningsmomentet forlgber linesert mellem understgtningerne, skgnt det ud
fra en simpel statisk betragtning ma sta klart, at momentkurven knaekker
ved enkeltkraften P. Det antagne flytningsfelt burde derfor ikke veere dif-
ferentiabelt over hele bjelkelaengden. Den anden skavank er, at (Ex. 2-2.6)
som resultat har, at momentet ved hgjre understgtning ikke forsvinder, men
er lig med 1/64P L, hvilket numerisk set er lig med 1/10 af den eksakte veerdi
af momentet ved den pafgrte kraft og altsa ganske stort.

Ex 2-2.2 Forbedret Flytningsantagelse med Et Led

Sa laenge vi gnsker at benytte en Ritz-metode, der, som naevnt tidligere,
benytter antagne flytningsfelter, der er vilkarligt differentiable over hele
bjeelkeleengden, tvinges vi til at acceptere den fgrste fejl. Den anden kan vi
omga ved at anvende flytningsfelterne:

Swez)(z) = (£ = 36 + 3¢%) dvga)
Wy (@) = (& = 38+ 38" vy
hvor det nedre index () angiver, at det drejer sig om den anden approksi-

mation. Gennemfgres en beregning, der er helt analog til den ovenfor gen-
nemforte, fas:

(Ex. 2-2.17)

o D PL?
&~ w8 EI _ (Ex. 2-2.18)
_ 5 PL® PL?

og
M5)(0) = 3 PL = 0.2083PL
cf. Me(0) =—2PL=0.1875PL
Mo (L/2) = — & PL = —0.1042PL

cf. Me(L/2) = -2 PL=—0.1563PL

(Ex. 2-2.19)

Som det ses, er fejlen pa udbgjningen ved kraften 14 (L/2) faldet ganske

meget i forhold til den fgrste tilnsermelse, medens momentet M(g) (L/2) ved
belastningen stadig lider under en fejl sa stor som 33%.

Endelig bemeerkes, at formen (Ex. 2-2.17) er affin med lgsningen for den
omhandlede bjaelke, men med en jeevnt fordelt belastning, hvorfor metoden
i dette tilfaelde — ikke overraskende — giver den eksakte lgsning.

Ex 2-2.3 Flytningsantagelser med Flere Led

Som en anden mulighed for at forbedre lgsningen kan nsevnes, at man kan
benytte flere uatheengige led tilnsermelsen. For eksempel kan vi veelge:
N

5w(N)(x) _ Z (£i+1 _ £i+2) Sai

i=1

(Ex. 2-2.20)

-

(£i+1 _ £i+2) @

U~}(N) (ac) =

i=1
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Virtuelle
Kraefters Princip

hvor N er antallet af led. Hvis vi udnytter vilkarligheden i dwy)(x), dvs. at
alle da; er indbyrdes uatheengige, kan vi opstille N ligninger til bestemmelse
af koefficienterne a1, ..., an, hvorefter resten af beregningerne forlgber efter
samme mgnster som ovenfor. Selv hvis vi ggr dette, bliver resultaterne ikke
seerlig gode, hvad momenterne angar, iseer er momentet ved lasten darligt
bestemt. Fejlen pa udbgjningen falder noget hurtigere, men antallet af led
skal veere sa stort som 7, fgr den relative fejl pa udbgjningen ved lasten er
1%.

Det bgr neevnes, at det her gennemgaede eksempel faktisk ikke er seerlig
retfeerdigt over for metoden, fordi det omhandler en belastning, der medfgrer
en diskontinuitet af den tredie afledede af tveerudbgjningen.

Ex 2-3 Bjalke med Trekantformet Last

Fig. Ex. 2-3.1: Indspaendt-simpelt understgttet bjaelke
med trekantformet last.

Hvis metoden for eksempel benyttes pa den samme bjaelke med en fordelt
belastning som vist pa Fig. Ex. 2-3.1, vil resultaterne vise sig at veere meget
bedre, hvad enten der benyttes den fgrste eller den anden flytningsantagelse,
og benyttes den tredie mulighed (Ex. 2-2.20), bliver resultatet korrekt med
N = 3, eftersom den eksakte lgsning netop er et femtegrads polynomium.
I dette tilfzelde kan den eksakte lgsning altsa findes uden at lgse bjaelkedif-
ferentialligningen, idet dog bemserkes, at det er kendskabet til netop den
lignings karakter, der ggr, at vi kan raesonnere os frem til, at udbgjningen
for en trekantformet last ma veere af femte grad.

2.3 De Virtuelle Krafters Princip for Plane,
Retliniede Bjalker

I de beerende konstruktioners teori, (bygnings)mekanikken, er der en meget staerk
dualitet mellem kinematiske og statiske stgrrelser, hvilket i og for sig fremgar af
de virtuelle flytningers princip, idet de to typer storrelser optraeder parvis i alle
led — som naevnt i afsnit 2.1 siger man, at de kinematiske og statiske stgrrelser
er hinandens arbejdskonjugerede. Det vil derfor nseppe undre, at der findes et
princip, der er analogt til de virtuelle flytningers princip, men hvor de virtuelle
storrelser er statiske. Det er dette princip, De Virtuelle Krafters Princip (VKP),
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vi vil udlede i det fglgende.

Som vi ved udledningen af de virtuelle flytningers princip tog udgangspunkt
i statiske ligninger, vil vi her benytte kinematiske ligninger som basis, se afsnit
2.3.1 og 2.3.2 nedenfor. Vi vil altsa for bade Timoshenko- og Bernoulli-Euler
bjeelketeorierne tage udgangspunkt i de kinematiske feltligninger hgrende til en
eksakt lgsning, dvs. (2.8) og (2.9) for Timoshenkobjaelkerne, henholdsvis (2.20)
for Bernoulli-Euler bjalkerne.

Atter vil vi undlade at betragte tilfselde med diskontinuiteter i felterne, hvil-
ket i denne forbindelse iseer betyder, at enkeltkraefter ma behandles enten ved
benyttelse af Dirac’s deltafunktion eller ved en graenseovergang for en fordelt be-
lastning, hvis resultant holdes konstant, mens belastningsstrackningen gar mod
nul.

I gvrigt er alle forhold som under afsnittene vedrgrende de virtuelle flytningers
princip.

2.3.1 Timoshenkobjalker

De relevante kinematiske feltligninger er her (2.8) og (2.9), som efter en lille
omskrivning lyder:

k—w' =0 og v—w +w=0, z€0,L] (2.30)
Efter multiplikation af disse ligninger med to vilkarlige, kontinuerte og én
gang differentiable felter §5(xz) og da(zx), som vi forelgbig ikke tilleegger nogen
fysisk betydning, fas:
(k—w)iB=0 og (y—w +w)da=0, =z€l0,L] (2.31)

Disse ligninger kan vi summere og integrere summen, og resultatet er stadig
0:

L
/ ((H — Wi+ (v —w + w)éa) dr =0 (2.32)
0
Efter et par delvise integrationer finder vi:
L
0 = —[wdB)l — [wa)k + / (/-@55 +wdfB +yda + wa + wéa) dx (2.33)
0
Efter omordning af leddene i (2.33) fas:
L L
/ (k6B +yda)dr = [woB)l + [wia)b f/ (w(5ﬂ/ +da) + wéa')dz (2.34)
0 0

Atter kunne vi godt benytte (2.34), som det star, men af mnemotekniske
grunde vil vi give 0 og da fysiske betydninger, idet vi vil tolke 65 som et
virtuelt bgjningsmoment dM og da som en virtuel forskydningskraft 6V, som

Timosh
bjaelker

enko-
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overholder eventuelle statiske randbetingelser og de statiske feltligninger, der
svarer til (2.1):
SM'+6V =0 og 6V +dp=0, x€]0,L] (2.35)
og hvor vi kan valge den virtuelle belastning dp, som det passer os. Nu kan
(2.34) skrives:
Virtuelle

Kraefters Princip

Fysisk tolkning

Indre virtuelt
arbejde = ydre
virtuelt arbejde

L L L
/ kOMdx + / ~oVdr = / wépdzr + [woV ] + [ws M]§ (2.36)
0 0 0

som er De Virtuelle Krefters Princip for en retliniet Timoshenkobjaelke.

Igen bor det understreges, at (2.36) er et rent matematisk udsagn, men igen
kan det veere en hjeelp til hukommelsen at give leddene i princippet — her de
virtuelle kreefters princip — en fysisk tolkning:

L
Indre virtuelt arbejde af snitmoment og krum- / oM kdx
ningstejning: 0

L
Indre virtuelt arbejde af forskydningskraft og for- / oV ~dx
skydningst@jning: 0

L
Ydre virtuelt arbejde af belastning og flytning: / opwdx (2.37)
0

Ydre virtuelt arbejde af endekraefter og endeflyt- [V w]d
ninger:

Ydre virtuelt arbejde af endemomenter og endero-  [§Mw]&
tationer:

Som tilfeeldet var ved de virtuelle flytningers princip, se (2.10), udtrykker
(2.36) derfor, at det indre virtuelle arbejde er lig med det ydre virtuelle ar-
bejde ved en palagt virtuel belastning, der overholder de statiske randbetingelser
(2.35), og de neevnte kontinuitets- og differentiabilitetsbetingelser.

Som fgr kan vi tydeligggre tolkningen af randleddene, hvis vi erkender, at
snitkreefter og -momenter pa en venstre ende er modsatrettede de tilsvarende
flytningssterrelser. Derfor indfgres:

§Pg = —6V(0) 0P =+6V(L)

(2.38)
5Cy = —3M(0) 6Cp = +3M(L)
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hvorefter (2.36) kan skrives:
L L
/ OMkdz + / OV rydx
’ 0 (2.39)
:/ dpwdzx + §Pow(0) + 6Prw(L) + §Cow(0) + 6C rw(L)
0
De sidste fire led i (2.39) fortjener uddybende forklaringer. Variationen af
endesnitkraefter og -momenter skal veere randveerdier af variationerne af for-
skydningskraften og snitmomentet. I mange tilfaelde vil vi insistere pa, at de
varierede felter overholder de homogene statiske randbetingelser.®
Hvis en kinematisk stgrrelse, som for eksempel w(0), er foreskrevet forskellig
fra 0, dvs. w(0) = w(0), vil den tilsvarende kraftstgrrelse veere reaktionen pa den
patvungne flytning, dvs. i dette tilfzelde vil § Py veere den reaktion, der hgrer til
0p med den patvungne endetranslation @(0).
2.3.2 Bernoulli-Euler Bjalker
Her er fremgangsmaden noget mere klar end i afsnit (2.2.2), hvor det kunne Bernoulli-Euler
synes et noget arbitreert valg kun at medtage én af de to statiske feltligninger. bjaelker
Ved sammenligning med afsnit (2.3.1) ses det, at der her kun kan veere tale om
netop én kinematisk feltligning, nemlig (2.21):
k=w" (2.40)
Vi kan nu multiplicere denne ligning med et vilkarligt, kontinuert og to gange
differentiabelt felt da(z) og integrere resultatet, der stadig er 0:
L
/ (k —w")dadz =0 (2.41)
0
Efter et par delvise integrationer og omordning af leddene finder vi:
L L
/ wéadr = [w'da)l — [wéa'|§ +/ wéa dx (2.42)
0 0
Igen gnsker vi at ikleede det fundne udtryk et fysisk kleedebon. Det viser sig
hensigtsmaessigt at tolke da som et virtuelt momentfelt M, der overholder den
til (2.15) svarende statiske feltligning:
SM" —6p=0 (2.43)
Nar dette indfgres i (2.42), kan vi finde:
L L
/ SMrdx = / Spwdx — [§M'wly + [Mw')k (2.44)
0 0
8] denne forbindelse betyder homogen, at §P og 6C er 0, hvor der er statiske randbetingelser
for den tilsvarende reelle kraftstgrrelse.
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Indre virtuelt
arbejde = ydre
virtuelt arbejde

For Benoulli-Euler bjaelker er rotationen w af bjeelketveersnittet bundet til
rotationen w’ af bjeelkeaksen, se (2.22), som gentages her:

w=w (2.45)

Nar denne relation indfgres, kan vi skrive De Virtuelle Krefters Princip for
en retliniet Bernoulli-Euler bjaelke:

L L
/ SMrkdx = / Spwdx + [V w]y + [0Mw]§ (2.46)
0 0

Som tidligere bor det understreges, at dette udtryk er fundet ved rent mate-
matiske omskrivninger, men at vi gerne vil give leddene en fysisk tolkning:

L
Indre virtuelt arbejde af snitmoment og krum- / oM kdx
ningstgjning: 0

L
Ydre virtuelt arbejde af belastning og flytning: / opwdx
0

(2.47)
Ydre virtuelt arbejde af endekraefter og endeflyt- [V w]k
ninger:

Ydre virtuelt arbejde af endemomenter og endero-  [§Mw]¥
tationer:

Som (2.25) udtrykker, at det indre virtuelle arbejde er lig med det ydre vir-
tuelle arbejde ved et palagt virtuelt flytnings-tgjningsfelt, der overholder (2.43),
udsiger (2.44) og (2.46), at det indre virtuelle arbejde er lig med det ydre virtuelle
arbejde ved et palagt virtuelt last-snitkraftfelt, der overholder (2.43), eventuelle
statiske randbetingelser samt de nasevnte kontinuitets- og differentiabilitetsbetin-
gelser.

Atter indfgres fglgende af mnemotekniske arsager:

§Pg = —6V(0) 0P =+6V(L)

(2.48)
6Cy = —6M(0) 6CL =+06M(L)
hvorved (2.47) kan skrives:
L L
/ OMrdx = / dpwdx + §Poyw(0) + 6 Prw(L)
0 0 (2.49)

+3Cow(0) 4+ 0C Lw(L)

Med hensyn til uddybende forklaringer af de sidste fire led, gentages de afslut-
tende bemaerkninger i afsnit 2.3.1: Variationen af endesnitkraefter og -momenter
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skal vaere randveerdier af variationerne af forskydningskraften og snitmomentet.
I mange tilfeelde vil vi insistere pa, at de varierede felter overholder de homogene
statiske randbetingelser.”

Hvis en kinematisk sterrelse, som for eksempel w(0), er foreskrevet forskellig
fra 0, dvs. w(0) = w(0), vil den tilsvarende kraftstgrrelse vaere reaktionen pa den
patvungne flytning, dvs. i dette tilfeelde vil 0 Py veere den reaktion, der hgrer til
0p med den patvungne endetranslation @(0).

2.3.3 Anvendelser af de Virtuelle Krafters Princip for Bj=el-

ker
De virtuelle kreefters princip for bjaelker bliver isaer benyttet til bestemmelse af  Generaliserede
flytningsstorrelser i statisk bestemte og statisk ubestemte konstruktioner. Prin- ' (arbejdskonjuge-
cippet kan for savidt ogsa anvendes som basis for hele beregningen af bjalke- og rede)
rammekonstruktioner, men det viser sig knap sa velegnet til opstilling af com- 'spandinger og
putermetoder, medens den sakaldte Kraftmetode, der tidligere ofte anvendtes til tgjninger
rammeberegninger i handen, kan opfattes som et eksempel pa benyttelse af de
virtuelle kreefters princip til analyse af de ovennaevnte konstruktioner. Nar prin-
cippet viser sig at veere mindre let at benytte pa computer, heenger det sammen
med, at det — hvis det ikke modificeres — leder til matrixproblemer med singu-
leere koefficientmatricer. Disse mulige modifikationer ligger uden for rammerne
for denne bog og vil ikke blive bergrt yderligere.

Ex 2-4 Bestemmelse af Flytninger ved de Virtu-
elle Kreaefters Princip

Nar vi gnsker at bestemme en flytningsstgrrelse i en konstruktion, kan vi
anvende de virtuelle kraefters princip, hvis vi lader den foreskrevne belast-
ningsvariation besta af variationen af en enkeltkraft. I det fglgende vil vi se
eksempler pa dette.

Ex 2-4.1 Flytninger i en Statisk Bestemt Bernoulli-Euler Bjselke

Som eksempel pa bestemmelse af flytningsstgrrelser i en statisk bestemt
bjeelke vil vi beregne transversalflytningen wg og rotationen wg af punkt @
i den pa Fig. Ex. 2-4.1 viste bjeelke. Efter indfgrelse af den dimensionslgse
koordinat & ved:

x

=7 (Ex. 2-4.1)
der er den samme formel som (Ex. 2-2.3), kan bgjningsmomentet i bjeelken
skrives:

M(§) = —5(1 - €)épL? (Ex. 2-4.2)
Heraf kan vi finde krumningstgjningen k:
(€)= ~3(1 - 2l (Ex. 213
o2 EI T

idet bgjningsstivheden EI er forudsat konstant.

91 denne forbindelse betyder homogen, at §P og 6C er 0, hvor der er statiske randbetingelser
for den tilsvarende reelle kraftstgrrelse.
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Fig. Ex. 2-4.1: Simpelt understgttet bjaelke med jevnt
fordelt last p.

Ex 2-4.1.1 Bestemmelse af Tvarudbgjning

Nar vi gnsker at beregne flytningen wq, pasatter vi en enkeltkraft 6P i
punkt @, se Fig. Ex. 2-4.2. Det tilhgrende virtuelle momentfelt kan da be-

Fig. Ex. 2-4.2: Simpelt understgttet bjselke med virtuel
punktlast § P og koncentreret virtuel momentlast §C'.

stemmes som:

0>&>80: OM=—(1-¢)0PL (Ex. 2-4.4)
€@>E>1: M =—(1-£)qdPL

hvor vi bemaerker, at det virtuelle momentfelt 6 M opfylder de ngdvendige
betingelser, idet det tilfredsstiller de statiske randbetingelser og er i ligevaegt
med den pasatte virtuelle punktlast ¢ P.

Med (Ex. 2-4.3) og (Ex. 2-4.4) som udgangspunkt kan vi nu opstille de
virtuelle kreefters princip for vort eksempel:

zQ L _
/ KOMdx + / kOMdr = wqdP (Ex. 2-4.5)
0 TQ
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eller udtrykt i den dimensionslgse koordinat &:

_ 3 —72 B
wasP= o[ (3040 ) (-0 - eaeoPL) e
L o (Ex. 2-4.6)
1 p =
+L /E . (—5(1 +£)sﬁ> (- -©gespPrL)a
dvs.
—
wo = (1 —&Q)(1 — &g — £3) QZ%I (Bx. 2-4.7)

Udbgjningen wy = w(L/2) har seerlig interesse, eftersom den er den stgrste:

5 pL* _ pL*
WM = g T ~ 0.013 021 7 (Ex. 2-4.8)

Ex 2-4.1.2 Bestemmelse af Rotation
Da eksemplet omhandler en Bernoulli-Euler bjaelke, kan vi finde rotationen
wq ved differentiation af udtrykket for tveerudbgjningen, dvs.
pL?
24FE1T

_lde
YOI T e

= (1—2£Q)(1 + 26 — 2£3) (Ex. 2-4.9)

men vi vil her benytte de virtuelle kreefters princip og pasatter den virtuelle
momentlast 6C', se Fig. Ex. 2-4.2, hvorved fas det virtuelle momentfelt §M:

0>¢6>¢q: O0M = +&C

éo>€6>1: M =—-(1- §)6é (Ex. 2-4.10)

og

wosC = L/OgQ <,%(1+5)5%:) (+£5C‘)d§

‘L / 1 (—%(Hg)s%) (~(1 - o) de

3e]

(Ex. 2-4.11)

som giver (Ex. 2-4.9).

Ex 2-4.2 Bestemmelse af Flytninger i en Statisk Ubestemt Ber-
noulli-Euler Bjslke

Vort andet eksempel drejer sig om bestemmelse af transversalflytningen
og rotationen af punkt @ i den pa Fig. Ex. 2-4.3 viste statisk ubestemte
bjaelke. Nar vi igen indfgrer den dimensionslgse koordinat & ved (Ex. 2-4.1)
eller (Ex. 2-2.3), kan bgjningsmomentet i bjelken skrives:

M(€) = (1 - €)1 — 46)pL?

pL®

(Ex. 2-4.12)
= W) =L11-90 -1

idet vi ogsa her regner med, at bgjningsstivheden EI er konstant.
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Fig. Ex. 2-4.3: Indspeendt-simpelt understgttet bjaelke
med jeevnt fordelt last p.

Fig. Ex. 2-4.4: Indspeendt-simpelt understgttet bjeelke
med virtuel punktlast 6P og koncentreret virtuel mo-
mentlast §C.

Ex 2-4.2.3 Bestemmelse af Tvaerudbgjning

Som i eksemplet i afsnit Ex 2-4.1 paseetter vi en enkeltkraft 6P i punkt @,
se Fig. Ex. 2-4.4, for at finde flytningen wg = w(zg). Der er dog her en
vaesentlig forskel fra det naevnte eksempel, idet vi her har en vis frihed i det
virtuelle momentfelt 6 M fra § P. Det skyldes, at det virtuelle momentfelt 6 M
blot skal opfylde de statiske feltbetingelser og de statiske randbetingelser,
hvoraf der kun er én i dette tilfeelde. Vi kan derfor veelge veerdien af det
virtuelle moment 60 (0) helt frit. Det vil veere ret neerliggende at veelge
det til 0 som i eksemplet i afsnit Ex 2-4.1, dvs. i overensstemmelse med
(Ex. 2-4.4). De virtuelle kreefters princip kan stadig skrives som angivet i
(Ex. 2-4.5), og for nezerveerende eksempel far vi:

wodP = L/OEQ<§(175)(1 745)%2) (—(1 - ¢o)eoPL)d

1 - (Ex. 2-4.13)
p —
enf (30-90-1057 ) (-0~ oepr)i
dvs.
wg = £5(1 —€Q)(3 - 2§Q)4ZLEI (Ex. 2-4.14)
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Skent udbgjningen wy = w(L/2) her ikke indtager nogen seerlig position,
udregnes den alligevel for at kunne sammenligne den med veerdien fra ek-
semplet i afsnit Ex 2-4.1:

1 pL* 2 pL*
T 192 EI - 384 EI
som viser, at udbgjningen pa midten er faldet til 40% af veerdien for den sim-
pelt understgttede bjelke. Udregningen af maksimaludbgjningen wmax er
her en smule vanskeligere, idet stedet for denne skal bestemmes ved abscis-
sen &max til nulpunktet for w'QA Man finder:

15 — /33

W n (EX. 2—4.15)

€max = —— 5 ~ 0.578465 (Ex. 2-4.16)
og
_ 39+455V33 pL* _ pL*
Winax = —pmoi— o & 0.005 416 S (Ex. 2-4.17)

hvilket vil sige, at maksimaludbgjningen er ca. halvdelen af den tilsvarende
stgrrelse for den simpelt understgttede bjaclke.

Ex 2-4.2.4 Nyt Valg af Virtuelt Momentfelt

Skgnt det ud fra udledningen af de virtuelle kreefters princip er klart, at
det virtuelle momentfelt blot skal tilfredsstille de statiske betingelser, kan
det veere instruktivt at forsgge sig med et andet momentfelt end det, der
benyttedes ovenfor.'® Et ret indlysende valg vil veere at veelge den virtuelle
reaktion i hgjre understgtning til 0. Herved fas et trekantformet virtuelt
momentfelt:

0>¢>¢q: OM=(¢e—¢)oPL

Ex. 2-4.18
€o>E>1: OM=0 (Bx )

dvs.
wodP = L/OEQ<§(1 —&)(1 - 45)1%2)
x (60 — ©)OPL)dg

hvorved vi genfinder (Ex. 2-4.14). En anden made at overbevise sig selv
om, at det er tilladeligt at veaelge det virtuelle indspeendingsmoment helt
vilkarligt, bestar i at udregne integralet af x multipliceret med et virtuelt
momentfelt, der forlgber linezert mellem den valgte veerdi 6 M af indspeen-
dingsmomentet og 0 ved hgjre understgtning:

SM = (1 —¢)6MoL (Ex. 2-4.20)

idet alle statisk mulige virtuelle momentfelter netop kan sammensattes ved
addition af M fra (Ex. 2-4.4) og (Ex. 2-4.20). Altsa beregnes:

wodP = L/O1 (%(1 I 45)1%2)
x ((1 - g)aMo)dg =0

10At man har en ret stor frihed i valget af virtuelt momentfelt forekommer nok de fleste —
blandt andre forfatteren af denne bog — at veaere umiddelbart fornuftsstridigt.

(Ex. 2-4.19)

(Ex. 2-4.21)
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I grunden kunne vi altsa have undvaeret ovenstaende alternative udreg-
ning af udbgjningerne, idet et virtuelt indspsendingsmoment ikke bidrager.
Undertiden kan et simpelt eksempel imidlertid veaere en god stgtte for ens
forstaelse af et generelt udsagn, hvorfor dette afsnit ikke vurderes veerdilgst.

Ex 2-4.2.5 Bestemmelse af Rotation

Til kontrol af det resultat, vi finder ved de virtuelle kraefters princip, finder
vi rotationen wg ved differentiation af udtrykket for tveerudbgjningen, dvs.

~ ldwg 2\ pL?
wo =7 =ta (6 15¢0 + 85Q) o (Ex. 2-4.22)

men vi vil her benytte de virtuelle kraefters princip og pasaetter den virtuelle
momentlast §C, se Fig. Ex. 2-4.2. Vi vil her ggre livet sa nemt som muligt og
forudseetter, at den virtuelle reaktion ved hgjre understgtning er 0, hvorved
vi finder det virtuelle momentfelt § M :

0>¢>¢p: 6M =6C

Ex. 2-4.23
Eo>E>1: M =0 (Bx )

dvs.
1

wodP = L/O (%(1 —6(1- 45)1%2) (5(‘7) de=0  (Bx. 24.24)

hvorefter (Ex. 2-4.22) genfindes.

2.4 Konklusion

Det burde fremga af ovenstaende, at de to virtuelle arbejders principper, der er
gennemgaet, kan benyttes til bekvem opnaelse af resultater for retliniede bjeel-
ker, savel for Bernoulli-Euler bjelker som for Timoshenkobjalker, skgnt der i
eksemplerne alene behandles bjzlker af den forste slags. Nok sa vigtigt er det
dog at vide, at de to principper gelder for alle typer konstruktioner, fx. stang-,
bjeelke-, skive-, plade- og skalkonstruktioner. Stgder man pa en teori, der har
t@jnings- og spaendingsmal, som ikke er hinandens arbejdskonjugerede, kan man
med det samme forkaste teorien, idet ingen af de generelle principper fra de bae-
rende konstruktioners teori i sa fald er gyldige for den pageeldende teori. Disse
generelle principper omfatter blandt andet plasticitetsteoriens ekstremalprincip-
per (pvre- og nedreveerdisaetningerne), og elasticitetsteoriens fundamentale prin-
cipper, sasom minimum af den potentielle og den komplementzere energi.
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Kapitel 3

Plasticitet for Bjaelker og
Rammer

3.1 Indledning
3.1.1 Lidt Historie

Et centralt spgrgsmal ved design af en bygningskonstruktion er selvfglgelig, om
den har den forngdne beereevne. Med andre ord, om den kan tale at blive ud-
sat for de aktuelle belastninger uden at bryde sammen. Gennem det 19. og det
20. arhundrede udviklede der sig — i hvert fald delvist — rationelle metoder til
handtering af sadanne problemer. Det blev efterhanden almindeligt anerkendt
som ngdvendigt,! at der kan angives et system af stangkreefter i gitre og bjeel-
kemomenter i rammer, som kan baere de givne ydre belastninger, og som kon-
struktionens elementer, dvs. staengerne og bjaclkerne, ma dimensioneres efter. En
sadan ngdvendig betingelse for konstruktionens baereevne er strengt taget kun
nyttig, hvis man gnsker at rive den ned; hvis betingelsen ikke er opfyldt, bryder
konstruktionen sammen. @nsker man derimod — som det jo oftest er tilfeeldet
— at konstruktionen skal blive staende under de givne ydre belastninger, har
man brug for en tilstrekkelig betingelse herfor.

For de statisk bestemte konstruktioner er der ikke noget problem med hen-
syn til ngdvendighed og tilstraekkelighed, idet de er karakteriseret ved, at der
kun findes ét system af stangkraefter eller bjeelkemomenter, som er i ligevaegt
med de ydre belastninger. Vanskelighederne er dermed lokaliseret til de statisk
ubestemte konstruktioner, som for gvrigt ogsa er de almindeligste. Isaer for disse
konstruktioner er det ngdvendigt at beregne konstruktionens deformation, hvil-
ket forudsaetter kendskab dens materiale. Tidligere var sadanne beregninger ikke
gennemfgrlige, dels fordi teorierne ikke var udviklet i tilstreekkelig grad, dels
fordi — i det omfang teorier var tilgaengelige — beregningerne blev sa omfat-

IMed hensyn til tilstraekkeligt ma laeseren vacbne sig med en smule talmodighed.
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tende, at de med datidens metoder var uoverkommelige. Derfor stgttede man sig
i hgj grad til allerede indhentede erfaringer, og mangfoldige empiriske formler
og beregningsmetoder sa dagens lys. Blandt disse metoder var en af de mere
fremtraedende den ovenfor omtalte, der gar ud pa at sikre sig, at der findes blot
et enkelt statisk system af stangkraefter eller bjeelkemomenter, der kan bzere de
ydre belastninger, og som ikke overskrider styrken af materialet. Interessant nok
har det senere vist sig, at denne metode i mange tilfselde angiver en nedreverd:
for beereevnen, se ogsa Afsnit 3.3.3, dvs. en veerdi, som er pa den sikre side,
hvorved den ovenfor omtalte betingelse vedrgrende tilstraekkelighed er opfyldt.
Hvorvidt en baereevne, der er beregnet pa dette grundlag ogsa udtrykker den
reelle baereevne af konstruktionen, bergres i afsnit 3.1.2.

Ved arbejder af iseer Gvozdev, Johansen og Prager? fik plasticitetsteorierne,
blandt andet den ovenfor beskrevne metode, et sikkert teoretisk grundlag. Det
blev eftervist, at hvis konstruktionsmaterialet er idealplastisk, se Fig. 7-1.3, er
metodens resultater pa den sikre side. Metodens anvendelse pa det specielle —
men meget vigtige — tilfeelde af bjaelker og rammer er emnet for dette kapitel.

3.1.2 Plastiske Bjxlker og Rammer

Plasticitetsteori er i sig selv et meget omfattende emne, men hvis vi kun gnsker at
behandle bjeelker og rammer af idealplastisk materiale, bliver det vaesentligt mere
begraenset. I det folgende vil vi yderligere forudseaette, at aksialkraefterne er meget
mindre end svarende til aksial flydning af bjeelkerne eller hvert bjalkeelement i
rammerne. Herved bliver beregningerne i princippet ganske enkle, som vi skal se
nedenfor.

Vi forudsaetter:

1. kinematisk linearitet, dvs. flytningerne er infinitesimale,

2. aksialkreefterne er sa sma, at deres indflydelse pa moment-krumningstaj-
ningsrelationen kan negligeres,

3. Med hensyn til materialemodellen vil vi antage:

(a) enten, at materialet er linezerelastisk-idealplastisk, dvs. det opfarer sig
linezerelastisk, indtil flydespendingen +oy nas, se den venstre skitse
pa Fig. 7-1.1, hvorefter materialets stivhed forsvinder og spaendingen
forbliver konstant lig med flydespaendingen,

(b) eller, at materialet er stift-idealplastisk, dvs. der findes ikke t@jninger
for flydespaendingen nas, hvorefter materialets stivhed forsvinder.

2Fra adskillige samtaler med K.W. Johansen ved jeg, at han ville blive meget fortgrnet over
at blive naevnt i samme andedrset som Prager, men det far nu veere. Nar K.W. Johansen ikke
kunne undga at omtale Prager, skete det i reglen ved at han refererede til “Prager og hans
bande.”

Kapitel 3

FOREL®BIG UDGAVE e (©) ESBEN BYSKOV 4. september 2005



ELEMENTZAR TEORI FOR PLANE BJELKER

79

Rimeligheden af disse antagelser skal naturligvis vurderes for hver konstruktion,
man behandler, men det kan allerede pa dette punkt naevnes, at forudssetnin-
gerne 2 og 3b ofte med god tilnsermelse er overholdt for jernbetonrammer, og
at forudsasetningen 1 i mange tilfaelde ogsa er fornuftig for jernbetonrammer,
men at det er bydende ngdvendigt at retfeerdigggre isser denne antagelse for at
undga stabilitetssvigt. I denne forbindelse vil det undertiden veere ngdvendigt
ikke blot at udfgre en linesrelastisk stabilitetsanalyse, men en beregning, der
ikke alene omfatter kinematisk men ogsa materialemaessig ulinearitet, som for
eksempel lineaerelastisk-idealplastisk, se Fig. 7-1.1. En dygtig og erfaren ingenigr
vil i mange tilfzelde — helt uden udregninger — kunne afggre, om en stabilitets-
analyse er ngdvendig.

En af konsekvenserne af forudsaetning 2 er, at moment-krumningstgjnings-
relationen kommer til at se ud som pa Fig. 3-1.1. Det vil i gvrigt senere vise

M M
A A
+My - +My
_— K
- —My _— _MY

Fig. 3-1.1: Moment-krumningstgjningsrelation for et tvaer-
snit af lineserelastisk-idealplastisk materiale henholdsvis et
stift-idealplastiske materiale, begge med samme numeriske
veerdi af det positive og det negative flydemoment.

sig, at den beregnede baereevne af en konstruktion er den samme, hvad enten
vi forudsaetter den ene eller den anden af de to angivne moment-krumnings-
tgjningsrelationer. I hovedparten af de folgende beregninger af baereevner vil vi
derfor forudseette den stift-idealplastiske materialemodel gaeldende.

3.2 Indledende Eksempler

I det fglgende vil vi gennemga et antal eksempler af varierende kompleksitet for
at introducere forskellige aspekter af emnet flydelastbestemmelse for bjelker og
rammer.

Generelt vil belastningerne veere givet ved en kendt form, som for eksempel

Lastparameter a

en enkeltkraft P, to eller flere enkeltkraofter I_Dj, j =1,...,N eller en fordelt Flydelastpara-
belastning p(x), som skaleres ved en lastparameter «, hvis sterste veerdi, flyde- meter ay
lastparameteren oy, gnskes bestemt.
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Ex 3-1 Simpelt Understottet Bjselke

Vi kan umiddelbart konstatere, at bjalken er statisk bestemt, hvorfor mo-
mentet uathsengigt af moment-krumningstgjningsrelationen er som vist pa

Fig. Bx. 3-1.1.

. '
- 1aPL
1 1
\<L>\ £l ?

Fig. Ex. 3-1.1: Simpelt understgttet bjaelke. Konstruk-
tion og momentkurve.

Uanset om vi som moment-krumningstgjningsrelation vaelger den lineserelastisk-
idealplastiske eller den stift-idealplastiske fra Fig. 3-1.1,% vil vi finde, at bee-
reevnen af den simpelt understottede bjelke fra Fig. Ex. 3-1.1 er udtgmt,
nar momentet i midten bliver lig med flydemomentet, dvs., nar:

—laPL=-My (Ex. 3-1.1)
hvorved flydelastparameteren ay er bestemt som:
My
=4—== Ex. 3-1.2
ay BL (Bx )

Nar veerdien af lastparameteren « har naet veerdien ay, er konstruktionen ble-
Mekanisme vet bevaegelig, dvs. den er blevet en mekanisme, som ret naturligt kaldes en
Flydemekanisme  flydemekanisme. Ved udtgmt baereevne af rammer af idealplastisk materiale er
konstruktionen omdannet til en mekanisme, eventuelt ikke en totalmekanisme,
men en, hvis udstrackning er af lokal karakter som for eksempel en knudemeka-
nisme, en etagemekanisme eller en bjelkemekanisme, se afsnit 3.5.3, afsnit 3.5.1,
henholdsvis afsnit 3.5.2.

Ex 3-2 Eksempel: Indspsendt-Simpelt Understgt-
tet Bjselke
Aindrer vi de kinematiske — og derved de statiske — forhold for bjeelken,

sa den bliver som pa Fig. Ex. 3-2.1, er den ikke lsengere statisk bestemt,
hvorfor vi ikke kan finde momentfordelingen uden anvendelse af den fysiske

3Disse relationer fremgar ogsa af Fig. 7-1.2 og Fig. 7-1.3.
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Fig. Ex. 3-2.1: Indspeendt-simpelt understgttet bjeelke.

betingelse. Vi kan imidlertid sammensaette den endelige momentkurve af
et bidrag fra indspeendingsmomentet M (0) og fra enkeltkraften pasat den

Fig. Ex. 3-2.2: Moment i indspeendt-simpelt understgt-
tet bjeelke.

tilsvarende simpelt understgttede bjaelke. Derfor kan vi med det samme
konstatere, at det numerisk set stgrste moment ma findes midt pa bjaelken
eller i indspaendingen. Hvis vi forudseetter, at bjeelken er lineaerelastisk-
idealplastisk, er momentfordelingen indtil den fgrste flydning karakteriseret
ved:

M(0) =+2aPL og M(L/2)=—-2ZaPL (Ex. 3-2.1)

Hvis de positive og negative flydemomenter har samme numeriske veerdi
My, ma den fgrste flydning altsa optraede ved indspaendingen. Efter flydning
ved indspaendingen er:

M(0)=+My og M(L/2)=+iMy — 2aPL (Ex. 3-2.2)

Den anden flydning vil optreede midt pa bjselken, nar:

M(L/2) = —-My = —My =+iMy — 1aPL (Ex. 3-2.3)
dvs. nar:
My
=6—=— Ex. 3-2.4
« BL (Ex )
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Flydelastpara-
meter oy

Mekanisme

Flydemekanisme

hvorefter baereevnen er udtgmt, idet bjaelken er blevet bevaegelig og derfor
ikke kan praestere yderligere modstand mod lasten.

Altsa er flydelasten ay P, og veerdien af flydelastparameteren ay er:

_ M M
ay P = GTY og ay = GP—Z (Ex. 3-2.5)
Ved sammenligning med resultatet (Ex. 3-1.2) ses, at indspsendingen er
meget effektiv, idet flydelasten er haevet med 50% i forhold til den simpelt

understgttede bjeelke.

I z

Fig. Ex. 3-2.3: Flydemekanisme.

Indtil nu har det veeret indlysende, hvor flydningerne ville optraede. Graden
af kinematisk overbestemthed? har i begge tilfeelde veeret én mindre end
antallet af maksimum- eller minimummomenter — i det forste tilfselde var
graden 0 og i det andet 1, og antallet af mulige flydeled var 1 henholdsvis
2. Aktivering af de mulige flydeled ville derfor netop omdanne bjelken til
en mekanisme, dvs. et bevaegeligt system.

Af ret indlysende arsager kaldes denne specielle form for mekanisme for en
flydemekanisme. For den indspsendt-simpelt understgttede bjselke med én
enkeltkraft som belastning fremgar flydemekanismen af Fig. Ex. 3-2.3. Sa
enkelt som her stiller sagen sig ikke altid, hvilket vi ser pa i det fglgende.

At forholdene kan blive mere komplicerede end ovenfor, kan vi kan overbevise
os selv om ved at betragte Fig. 3-2.2. I denne situation er der 3 mulige flydeled,
nemlig ved indspzendingen og under de to enkeltkraefter, og der skal kun bruges
2 flydeled for at omdanne konstruktionen til en mekanisme. I gvrigt kan vi nok
pa forhand have en fornemmelse af, at forholdet mellem stgrrelsen og placerin-
gen af de to enkeltkreefter ma vaere betydningsfuldt for mekanismen. Selv for
givne veerdier af disse forhold mangler vi derfor et kriterium til udvaelgelse af
placeringen af de to ngdvendige flydeled. I princippet kunne vi foretage en be-
regning, hvor vi lod veerdien af lastparameteren « stige, indtil det fgrste flydeled
optradte, hvorefter vi sa ggede «, indtil den anden, og dermed sidste, flydning
indfandt sig. En anden mulighed kunne besta i at antage, at 2 af de mulige flyde-
led var aktive og beregne vaerdien af o for hver af disse situationer. Selv i dette
ret simple eksempel skulle man igennem 3 sadanne beregninger, hvorefter man

4Graden af kinematisk overbestemthed er den samme som graden af statisk ubestemthed.
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R .

Fig. 3-2.2: Indspeendt-simpelt understgttet bjeelke med to
enkeltkraefter.

stadig mangler et kriterium til bestemmelse til at vaelge den rigtige — er det for
eksempel den laveste veerdi af «, der er den rigtige? Selv hvis dette sporgsmal
er besvaret, skal der naeppe megen fantasi til at forestille sig, at regnearbejdet
ved de ovenfor opridsede mulige beregningsmetoder for mere komplicerede kon-
struktioner — som for eksempel rammer — med mange lastkomponenter ville
blive helt uoverkommeligt, i hvert tilfaelde, hvis det skulle udfgres i handen.

Som vi skal se i det folgende findes der heldigvis relativt enkle metoder til at
bestemme den rigtige flydemekanisme.

3.3 Ovre- og Nedrevaerdissetningerne
Extrema

Til bestemmelse af den korrekte flydemekanisme kan man benytte to seetninger,
som udledes i det fglgende, nemlig Dvreverdisetningen og Nedrevaerdisetningen.
Som vi skal se senere i dette afsnit, danner gvreveaerdien o™ og nedreveerdien
a~ extrema for flydelastparameteren ay. Disse sstninger kan ogsa anvendes
til opnaelse af tilnsermede veerdier af flydelasten i de tilfeelde, hvor den eksakte
veerdi enten ikke kan bestemmes eller er for besvaerlig at opna.

Vi skal tage udgangspunkt i Eksempel Ex 3-2, men betoner, at udledningerne
har almen gyldighed.

3.3.1 Mekanismer, Mulige og Tilladelige Felter

Nedenstéende indfgres tre vigtige begreber, nemlig mekanismer®

tilladelige felter.

samt mulige og

Mekanismer
Ved en mekanisme vil vi forsta en konstruktion, der er én eller flere gange bevae-
gelig, dvs. konstruktioner, der er én eller flere gange kinematisk underbestemt.
Vi skal kun interessere os for mekanismer, der netop er én gang kinematisk un-
derbestemt, idet vi vil justere lastparameterens storrelse, sa konstruktionen kan
veere i ligevaegt.

Blandt de forskellige mekanismer indtager flydemekanismen en seerlig posi-
tion, idet det er denne mekanisme, der medfgrer, at konstruktionens baereevne
er udtgmt.

5Begrebet mekanisme er indfgrt tidligere i forbindelse med de simple eksempler, men jeg
har skgnnet, at det er formalstjenligt at medtage definitionen her.

Q@vrevaerdisaet-
ningen
Nedrevaerdisaet-
ningen

Extrema

Mekanisme
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Muligt felt

Tilladeligt felt

Flydemekanisme

Nedrevaerdi

For fuldsteendighedens skyld nzevnes, at en konstruktion, der er n gange ki-
nematisk underbestemt, er n gange statisk overbestemt. Det er denne egenskab,
der tillader os at fastseette lastparameteren o som beskrevet ovenfor — havde
vi valgt en mekanisme, der var mere end én gang statisk overbestemt, ville last-
parameteren « ikke kunne bestemmes entydigt.

Mulige Felter

Tillegsordet mulig anvendes i forbindelse med savel statiske som kinematiske
felter. Det betegner felter, der overholder alle tilhgrende betingelser. Et muligt
statisk felt tilfredsstiller saledes alle statiske betingelser (bade felt- og randbe-
tingelser), og et muligt kinematisk felt overholder tilsvarende alle kinematiske
betingelser (igen, bade felt- og randbetingelser). Der udsiges intet om de fysiske
betingelser.

Tilladelige Felter

Betegnelsen tilladelig haeftes alene pa statiske felter, der dels er mulige, dels
overholder de fysiske betingelser, hvilket i denne sammenhang betyder, at bagj-
ningsmomentet intet sted overskrider flydemomentet.

3.3.2 Korrekt Flydemekanisme

Vi vil antage, at den korrekte flydemekanisme er som vist pa Fig. 3-3.3 — nor-
malt vil vi selvfglgelig ikke kende den pa forhand, men vi skal blot benytte den
som reference. Det er vigtigt at bemaerke, at i forbindelse med nedenstaende be-
regninger er flytningerne infinitesimale i alle mekanismer, hvilket blandt andet
implicerer, at sinus til en indgaende vinkel er lig med vinklen selv.

I det fglgende skal vi benytte informationer om den korrekte flydemekanisme
og dens tilhgrende momentfelt, se Fig. 3-3.3.

Nedenfor, som i afsnit 7.1.2, refererer gvre indicering ¢V og ) pa flydemo-
menterne til flydemomentets fortegn — husk, at det positive flydemoment ikke
ngdvendigvis numerisk set er lig med det negative.

3.3.3 Nedrevaerdi — Antaget Snitkraftfelt

Vi vil skgnne et snitkraftfelt, der overholder de statiske og fysiske betingelser,
dvs. momenterne er i ligevaegt med de pasatte belastninger og overholder de
statiske randbetingelser, og momentet overskrider intet sted flydemomentet, se
Fig. 3-3.4. Snitkraftfeltet er saledes bade muligt og tilladeligt. 1 dette tilfzelde vil
der generelt set ikke findes en mekanisme, der svarer til det skgnnede momentfelt,
idet momentfeltet i reglen ikke vil indeholde tilstraekkeligt mange punkter, hvor
momentet er lig med flydemomentet.

Her benytter vi i de virtuelle flytningers princip® den korrekte flydemeka-
nismes flytningsfelt dels sammen med det korrekte momentfelt dels med det
skgnnede, hvilket er i overensstemmelse med forudsstningerne for anvendelse

61 andre sammenhzenge benytter man ikke de virtuelle flytningers princip, men taler om
reelle arbejdshastigheder, hvor variationen af en stgrrelse er udskiftet med hastigheden af
den samme stgrrelse. I naervaerende sammenhaeng ville dette kraeve introduktion af yderligere
begreber, hvilket naeppe ville lette tilegnelsen af stoffet.
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OéYPQ aypg
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m) < s - 3
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MYI

Fig. 3-3.3: Korrekt flydemekanisme med tilhgrende moment-
felt. Flydeleddene er markeret som fyldte cirkler. Bemeerk, at
flytningerne er infinitesimale.
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|
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| M| < |Myy
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Fig. 3-3.4: Antaget snitkraftfelt til benyttelse ved nedreveer-
dibestemmelse.

af de virtuelle flytningers princip, idet flytningsfeltet og begge momentfelter er
mulige.

Ved opstilling af de virtuelle flytningers princip skal der tages hensyn til det
virtuelle arbejde i knaekpunkterne, hvilket i gvrigt er det eneste indre arbejde,
idet der ikke forekommer krumningstgjninger andre steder. Den letteste made
at bestemme bidraget fra knaekpunkterne bestar i at erkende, at den gensidige
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vinkeldrejning i et knaekpunkt i realiteten er en koncentreret krumningstgjning.
Det er derfor, at det virtuelle arbejde i et flydeled bliver positivt, skgnt mo-
ment og vinkeldrejning ¢gjensynligt er modsatrettede her, se for eksempel (3.1) i
forbindelse med Fig. 3-3.3.

Forst benytter vi den korrekte flydemekanismes flytningsfelt fra Fig. 3-3.3 i
de virtuelle flytningers princip sammen med det korrekte momentfelt fra Fig. 3-
3.3. For at tydeligggre, at vi anvender de virtuelle flytningers princip, har vi
foranstillet et § ved alle kinematiske stgrrelser. Herved finder vi:

Oéyp25WQ + ayp35w3 = M)(;l)(SAwl + M}(;B)(SAWQ, (31)

eller
ayzpjéwj = ZMyméAwm (32)
7 m

Derefter anvender vi de virtuelle flytningers princip med den korrekte flyde-
mekanismes flytningsfelt fra Fig. 3-3.3 sammen med momentfeltet fra Fig. 3-3.4:

a_p25w2 + 04_153511)3 = MféAwl + M;(SAC,Ug (33)

hvor M;",j =1,...3, overholder de betingelser, der fremgar af Fig. 3-3.4. Mere
generelt udtrykt bliver (3.3):

a_zpjéwj = ZM;éAwm (3.4)
7 m
Subtraherer vi (3.4) fra (3.2), finder vi:

(Oéy — a_)zpjéwj = Z(Mym — MT;)(SAUJW (35)

m

Da nu |M,| < |Myn,]|, kan vi konstatere, at:

(ay — of)zpjéwj >0 (3.6)
J
Altsa er:
a < ay (3-7)

Herved har vi bevist Nedreverdisetningen, der udsiger, at ved i de virtuelle
flytningers princip at benytte et skgnnet momentfelt, der er statisk muligt og
tilladeligt, finder man en veerdi o~ af lastparameteren «, der er mindre end
eller lig med den korrekte veerdi ay. De baereevner, man finder ved benyttelse
af nedreveerdisetningen, er derfor pa den sikre side.
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3.3.4 Ovrevaerdi — Antaget Flydemekanisme

Her kan vi benytte et virtuelt flytningsfelt, der er affint med den antagne fly-
demekanisme, se Fig. 3-3.5. Med hensyn til det statiske felt hgrende til den
antagne mekanisme er der et problem, idet vi skal sikre os, at det er statisk til-
ladeligt, altsa at det tilfredsstiller ligeveegtsligningerne. I denne forbindelse kan

Jr
Aw] &< Aw; +
. + ==
Oé+p2 D

>
5:::"\
w

: || < s3]

+)
M

Fig. 3-3.5: Antaget flydemekanisme til benyttelse ved gvre-
veerdibestemmelse.

det veere formalstjenligt at betragte flydemomenterne som ydre belastninger.
Konstruktionen belastes saledes af flydemomenterne i de antagne flydeled og af
den egentlige ydre last, som er proportional med lastparameteren a. Pa basis
af den antagne mekanisme finder vi en veerdi ot af lastparameteren, som netop
sgrger for, at belastningen holder ligevaegt med mekanismens flydemomenter. Da
en bjeelke altid er indre statisk bestemt, vil den ydre ligeveegt af mekanismens
bjeelker medfgre, at den indre ligevaegt i mekanismen er sikret overalt, hvorfor
vi kan konstatere, at momentfeltet i selve mekanismen er statisk muligt. I resten
af konstruktionen er momentfeltets egenskaber egentligt ikke interessante, idet
der i det virtuelle flytningsfelt, vi veelger senere, ikke her forekommer virtuelle
tgjninger og derfor intet indre virtuelt arbejde, se nedenfor. Imidlertid kan vi
indse, at ogsa her er momentfeltet muligt, idet denne del af konstruktionen er
statisk bestemt eller statisk ubestemt, hvorfor den pa statisk mulig made kan
optage en vilkarlig belastning. Dette er muligt, medmindre vi har skgnnet en me-
kanisme, der medfgrer for stor grad af beveegelighed, dvs. mekanismen er mere
end én gang kinematisk underbestemt eller, hvad der er det samme, én gang

@vrevaerdi
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statisk overbestemt. En sadan mekanisme er ubrugelig, idet man i sa fald ikke
ville kunne fastlaegge en entydig veerdi af lastparameteren, da der i realiteten
ville vaere tale om to eller flere uathsengige mekanismer. Imidlertid vil man visse
tilfeelde kunne finde mekanismer, der er linezert uafhsengige, og som medfgrer
samme gvreveerdi. I sa fald vil enhver linearkombination af disse mekanismer
give samme gvreveerdi. Dette er saledes tilfaeldet, hvis belastningen %]3 1 neden-
staende eksempel, se eksempel Ex 3-3, Fig. Ex. 3-3.1, udskiftes med 2P. Sker
dette, vil begge de skgnnede mekanismer give veerdien o™ = 3, som i gvrigt sa
er lig med flydevaerdien ay .

For god ordens skyld pointeres, at momentfeltet svarende til den skgnnede
mekanisme kun vil veere tilladeligt, safremt vi har geettet pa den korrekte flyde-
mekanisme.

Forst benytter vi flytningsfeltet fra Fig. 3-3.5 i de virtuelle flytningers princip
sammen med det korrekte momentfelt fra Fig. 3-3.3, hvorved vi finder:

ay Pydwi + ay Psdwi = M) SAwT + MadAwy (3.8)

hvor vi atter har foranstillet et § ved alle kinematiske stgrrelser.
Mere generelt kan vi skrive (3.8) som:

ayzpjéw;f = ZMkéAw,j (3.9)
j k

Vi vil nu anvende de virtuelle flytningers princip med savel momentfeltet
som flytningsfeltet fra Fig. 3-3.3 — det sidste atter med foranstillet § ved alle
kinematiske stgrrelser. Herved far vi:

at Pydwy + at Psdwy = My AW + My 6Awy (3.10)

eller
a™y Piowl =Y MyrdAw] (3.11)
J k
Subtraherer vi (3.9) fra (3.11), finder vi:
(0t —ay)> Piow] = " (Myy — My)dAw; (3.12)
j k
Da nu | M| < |Myg|, kan vi konstatere, at:
(a® — ay)zpﬂw;f >0 (3.13)
J

Endvidere er Zpﬂw;r > 0, medmindre vi har valgt flytningsvariationen,
sa det totale ydre og indre virtuelle arbejde bliver negative, hvilket ville med-
fgre fortegnsskift i de fleste led. Hvad enten vi har valgt flytningsvariationen
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“fornuftigt” eller ej, giver (3.13):

at >ay (3.14)

Herved har vi bevist Qureverdisetningen, der udsiger, at ved at benytte en
skgnnet flydemekanisme i de virtuelle flytningers princip finder man en veerdi
a™ af lastparameteren «, der er stgrre end eller lig med den korrekte veerdi
ay. Sagt pa en anden made, er de baereevner man finder ved benyttelse af
gvreveerdisetningen pa den usikre side.

3.3.5 vreveerdisetningen versus Nedrevaerdissetningen
Umiddelbart skulle man altid foretrackke nedreveerdiseetningen frem for gvre-
veaerdissetningen, men til handregning viser det sig, at det er meget lettere at
skgnne mekanismer end gode momentfelter,” der overholder alle ngdvendige be-
tingelser. Til computerberegninger er nedrevaerdiseetningen derimod normalt at
foretrackke, idet man kan formulere problemet som et standard linesert program-
meringsproblem, til hvis lgsning der findes et vaeld af programmer.

I det folgende vil vi alene benytte gvreveerdissetningen til at skaffe os til-
nermede lgsninger, men undertiden vil vi anvende nedreveaerdisaetningen til at
forbedre eller checke en lgsning, der er baseret pa gvreveerdissetningen.

3.4 Eksempler pa Anvendelse af vre- og
Nedrevaerdissetningerne

I det folgende vil vi diskutere et par eksempler pa anvendelse af de to ekstremal-
principper, nemlig @gvre- og nedreveerdisaetningerne.

Ex 3-3 Statisk Ubestemt Bjalke med To Enkelt-
kreefter.

Vi betragter den pa Fig. Ex. 3-3.1 viste konstruktion, som er én gang statisk
ubestemt — kinematisk overbestemt. Da momentfeltet i dette tilfaclde altid

Iffﬁ

Fig. Ex. 3-3.1: Indspaendt-simpelt understgttet bjeclke
med konstant flydemoment M;,r =My, = My.

=
W=
=

forlgber linesert mellem understgtningerne og de pasatte belastninger, samt

"Med “gode momentfelter” skal her forstas momentfelter, der ligger teet ved det eksakte.
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linesert mellem disse, er der kun mulighed for flydning i indspsendingen og
under de to belastninger. Belastningsenheden P er givet ved:

p= % (Ex. 3-3.1)

Ex 3-3.1 Anvendelse af Qvrevaerdissetningen

Da konstruktionen er én gang statisk ubestemt — én gang kinematisk over-
bestemt, skal en mekanisme indeholde to flydeled, der ma findes i indspeen-
dingen eller under de pasatte belastninger. Da der er mulighed for tre flyde-
led, og konstruktionen er én gang kinematisk overbestemt, er der netop to
linezert uathaengige mekanismer, som eventuelt skal kombineres for at give
flydemekanismen.

I de fglgende udledninger vil vi atter foranstille et § ved alle kinematiske
stgrrelser, nar vi benytter de virtuelle flytningers princip.

Ex 3-3.1.1 Fgrste Skonnede Mekanisme
Denne mekanisme fremgar af Fig. Ex. 3-3.2. Pa basis af dette virtuelle flyt-

Fig. Ex. 3-3.2: Fgrste antagne mekanisme.

ningsfelt giver de virtuelle flytningers princip:

af 3P2L50 + of PLL50 = My 250 + My 350 (Ex. 3-3.2)
hvorved
. 15
of = =375 (Ex. 3-3.3)

Ex 3-3.1.2 Anden Skgnnede Mekanisme
Med mekanismen fra Fig. Ex. 3-3.3 finder vi nu:

a3 3PLLS0 + af PZL6O = My 50 + My 350 (Ex. 3-3.4)
dvs.
+_ 24 +
a == 343 < o (Ex. 3-3.5)
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My

\ A

Fig. Ex. 3-3.3: Anden antagne mekanisme.

Ex 3-3.1.3 Kontrol af Anden Skgnnede Mekanisme

Umiddelbart vil vi konkludere, at Oc;r = ay, men for at sikre, at dette vir-
kelig er tilfeeldet, ber vi kontrollere, at veerdien af momentet under lasten
til venstre ikke overstiger flydemomentet — her er dette ret nemt at ggre
pa flere forskellige mader, men af hensyn til mere komplicerede situatio-
nener vil vi benytte en fremgangsmade, der ofte er den mest fordelagtige.
Vi vil benytte flytningsfeltet fra den fgrst antagne mekanisme i de virtuelle
flytningers princip:

a3 2P2LS0 + of PLLSO = My 250 — M 350 (Ex. 3-3.6)
Altsa er:
M = —EMy, dvs. |Ma| < My (Ex. 3-3.7)

Vi har nu vist, at |M | < My overalt, hvorfor den anden skgnnede meka-
nisme er flydemekanismen, og:

ay =aj = % (Ex. 3-3.8)
Ex 3-4 Statisk Ubestemt Bjalke med Fordelt
Belastning

I eksemplet afsnit Ex 3-3 vidste vi pa forhand ikke alene hvor mange fly-
deled, der skulle til for at danne en mekanisme, men vi vidste ogsa hvor
flydeleddene kunne findes. Dette er ikke tilfzeldet, nar den pasatte last ikke
alene bestar af enkeltkraefter, men er fordelt, se Fig. Ex. 3-4.1. Skgnt det for
denne konstruktion ikke er vanskeligt at bestemme den ngjagtige placering
af flydeleddene, hvoraf det ene ngdvendigvis ma findes i indspsendingen og
det andet et sted i feltet, vil vi anvende en iterativ metode, som med fordel
kan anvendes i mere komplicerede situationer.

Belastningsenheden p er her givet ved:

p=—r (Ex. 3-4.1)
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Fig. Ex. 3-4.1: Indspaendt-simpelt understgttet bjaelke
med konstant flydemoment M{f =M, = My.

Ex 3-4.1 Anvendelse af @Qvre- og Nedrevaerdiszetningen

Opgaven, som i hgj grad bestar af at bestemme placeringen af flydeleddet i
feltet, vil vi her lgse tilnsermet ved anvendelse af Dvrevaerdisetningen.

Ex 3-4.1.1 Fgrste Skonnede Mekanisme

Denne mekanisme fremgar af Fig. Fx. 3-4.2.

W4
\ AN

My

-, 1 ~
o S~
| =
My
L

N
~
N

Fig. Ex. 3-4.2: Forste antagne mekanisme.

Ex 3-4.1.2 Anvendelse af @vrevaerdissetningen
Pa basis af dette virtuelle flytningsfelt giver de virtuelle flytningers princip:
of PLELSO = My 56 + My 250 (Ex. 3-4.2)
idet resultanten af belastningen flyttes iL(SHA Herved bliver:
ai =12 (Ex. 3-4.3)

Ex 3-4.1.3 Kontrol af Forste Skonnede Mekanisme

Vi ma forvente, at den fysiske betingelse ikke er overholdt overalt og udreg-
ner derfor bgjningsmomentet i bjaelken under forudsaetning af, at lastfakto-
ren er af = 12. Vi vil her benytte de virtuelle flytningers princip med det
flytningsfelt, der fremgar af Fig. Ex. 3-4.3.
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Vi finder:
of pLINLSO = My 60 — M(n)ﬁae (Ex. 3-4.4)

%59
50 .° ‘(;::7
N Lo TTso
4 SN e
¥ \, =

Fig. Ex. 3-4.3: Flytningsfelt til bestemmelse af moment
i bjeelken.

dvs.

M(n) = (1 =mn)(1—3n)My (Ex. 3-4.5)
For n = 1 giver (Ex. 3-4.5) M(n) = —My, som forventet. Differentiation
med hensyn til n af (Ex. 3-4.5) giver:

M'(n) = (12n — T)My (Ex. 3-4.6)

dvs., at den numerisk set storste veerdi af momentet findes for n = 1—72, og
veerdien er:

M(L)=—-2My (Ex. 3-4.7)

12
Ex 3-4.1.4 Anvendelse af Nedrevardiszetningen

Da det fundne momentfelt tilfredsstiller ligevaegtsligningerne, kan vi benytte
det som basis for en nedreveerdi, idet vi ganske enkelt multiplicerer moment-
feltet og lastfaktoren med %, hvorved momentfeltet ikke alene bliver statisk
muligt, men ogsa statisk tilladeligt. Herved har vi fundet nedrevaerdien o :

oy =2 .12 =11.520 (Ex. 3-4.8)
Altsa kan vi konstatere, at:

11.520 < ay < 12 (Ex. 3-4.9)
Velger vi middelvaerdien af o] og o), nemlig:

a; = 11.760 (Ex. 3-4.10)
vil den relative fejl veere mindre end eller lig med ca. 2%, hvilket til mange
formal er tilfredsstillende.
Ex 3-4.2 Anden Skgnnede Mekanisme
Som basis for en — forhabentlig — forbedret mekanisme vil vi antage, at

flydeleddet i feltet ligger i afstanden 1—72L fra indspaendingen, altsa hvor det

numerisk set maksimale moment fra den fgrst antagne mekanisme optraeder,

se Fig. Ex. 3-4.4.
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)20
0 "’—LH .~

Fig. Ex. 3-4.4: Anden antagne mekanisme.

Ex 3-4.2.5 Anvendelse af @Qvrevaerdisaetningen

Vi finder:

a3 PLE LSO = My 560 + My 250 (Ex. 3-4.11)
dvs.

af = % =11.657 (Ex. 3-4.12)
Som det ses, er afvigelsen fra o] ganske lille, og vi kan konstatere, at:

11.520 < ay < 11.657 (Ex. 3-4.13)

dvs., at den relative fejl pa middelveerdien, som er 11.589, hgjst er ca. 0.6%,
hvilket er meget lidt. Imidlertid vil vi igen benytte nedreveerdissetningen for
at opna et snaevrere interval.

Ex 3-4.2.6 Kontrol af Anden Skgnnede Mekanisme

Vi kan her bruge meget fra afsnit Ex 3-4.1.3 og noterer blot resultaterne.
Vi kan atter benytte de virtuelle flytningers princip med flytningsfeltet fra
Fig. Ex. 3-4.3.

a3 pLANLSO = My 50 — M(n)1— i nae (Ex. 3-4.14)
dvs.
204
M(n) = (1—mn) (1 - gn) My (Ex. 3-4.15)

For = - giver (Ex. 3-4.15) M(n) = —My, som forventet.
Differentiation med hensyn til n af (Ex. 3-4.15) giver:
_ 4087 — 239 My

35
dvs., at den numerisk set stgrste veerdi af momentet findes for n = %, og
veerdien er:

M(232) = — 28561 \r — —1.000035My ~ — My (Ex. 3-4.17)

108 28560
hvilket vil sige, at veerdien aj fra (Ex. 3-4.12) er meget ngjagtig.

M'(n) (Ex. 3-4.16)
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Ex 3-4.2.7 Anvendelse af Nedrevaerdisaetningen pa Anden Skgn-
nede Mekanisme

Vi kan nu finde, at:

oy = 53200 . A8 — B8 — 11.656 735 (Ex. 3-4.18)

og derfor er:
11.656 735 < oy < 11.657 143 (Ex. 3-4.19)
hvilket er et sa snaevert interval, at det er tilstrackkeligt til alle formal.

Ex 3-4.3 Korrekt Flydemekanisme

Den korrekte flydemekanisme kan i dette tilfeelde bestemmes relativt enkelt.
Vi tager udgangspunkt i Fig. Ex. 3-4.3 og opstiller de virtuelle flytningers

princip:

apLinLs = My S0 — My - 77519 (Ex. 3-4.20)
dvs.

o= 22=m) (Ex. 3-4.21)

(1 —n)

Differentiation med hensyn til n giver:

da  2(—n+4n—2)

— = Ex. 3-4.22

dn n?(1 —mn)? ( )
Ved at kraeve da/dn = 0 findes:

n=2—V2=0.585 786438 (Ex. 3-4.23)

som giver den mindst mulige gvrevaerdi, som netop er lig med flydelastpa-
rameter ay:

2
= —— =11.656854 Ex. 3-4.24
Qy 3_ o232 (Ex )
Middelvaerdien af o og a; er 11.656 939, som ses at ligge meget teaet pa
Qy .
3.5 Flydelast af Rammer — Grundmekanismer

I forbindelse med beregning af almindelige rammekonstruktioner er det praktisk
at opdele de mulige mekanismer i tre kategorier, nemlig knudemekanismer, eta-
gemekanismer og bjalkemekanismer. Vi vil illustrere disse ved et eksempel pa
en ramme, som fremgar af Fig. 3-5.6.

Disse grundmekanismer, som i sig selv ofte giver uantageligt darlige gvreveer-
dier, skal isaer benyttes ved anvendelse af mekanismekombinationsmetoden, som
introduceres i afsnit 3.6.

I eksempel Ex 3-5 bestemmes flydelasten for en konkret ramme efter denne
metode.

Knude-, etage-
og bjeelke-meka-
nismer

Grundmekanis-
mer
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A mE A

Fig. 3-5.6: Eksempel pa ramme med belastninger.

3.5.1 Etagemekanismer
Hvor en ramme har en etage, skal man medtage etagemekanismer ved benyt-

Etagemekanisme
telse af mekanismekombinationsmetoden, se i gvrigt Fig. 3-5.7. Med hensyn til

1 b d H
] !
! !

A == A : .
Fig. 3-5.7: Etagemekanismer. Lag maerke til, at flydeleddene

ved samlinger med mere end to tilstgdende bjeelker i knuden
ligger umiddelbart uden for denne.

placeringen af det gverste venstre flydeled i den venstre mekanisme henvises til
ovenstaende kommentarer under afsnit 3.5.2.
Det er nok veerd at pointere, at etagerne ikke behgver at sta vinkelret pa

benene eller veere vandret.

3.5.2 Bjalkemekanismer
Som det ses af Fig. 3-5.8, og som navnet antyder, er en bjalkemekanisme be-

Bjzelkemekanis-
graenset til en enkelt bjeelke. Denne type mekanisme er mulig i bjeelker, der

me

A mm A A mm A A = A

Fig. 3-5.8: Bjalkemekanismer. Leeg meerke til, at flydeled-
dene ved samlinger med mere end to tilstgdende bjeelker i

knuden ligger umiddelbart uden for denne.
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er udsat for tveerlast, der ikke ngdvendigvis bestar af enkeltkrzefter, men ogsa
fordelte belastninger. Nar bjselkemekanismen til venstre skal kombineres med
knudemekanismen til venstre pa Fig. 3-5.9, skal det venstre flydeled i bjeelke-
mekanismen antages at ligge umiddelbart til hgjre for knuden, sa dette flydeled
kan lukkes ved kombinationen. Et tilsvarende forhold gaelder, nar den midterste
bjaelkemekanisme skal kombineres med den samme knudemekanisme.

3.5.3 Knudemekanismer

En knudemekanisme er i sin natur anderledes end de to andre grundmekanis-
mer, etagemekanismerne og bjaelkemekanismerne, se afsnit 3.5.1 henholdsvis af-
snit 3.5.2, idet den alene bestar af en rotation af en knude, hvorfor der ikke

e
/ Qh
A~

‘
pm—

°

- e ™™

Fig. 3-5.9: Knudemekanismer. Lag maerke til, at ved knuder
med mere end to tilstédende bjeelker og ved belastede knuder
ligger flydeleddene umiddelbart uden for knuden. Imidlertid
er flydeleddene af hensyn til overskueligheden tegnet, som om
de sidder for enden af en kort arm. Der forekommer derfor
ikke rotationer af de tilstgdende bjeclker.

forkommer rotation af de tilstodende bjelker, skgnt det at domme ud fra Fig. 3-
5.9 kunne se saledes ud. Nar flydeleddene her er tegnet, som om de sad pa en kort
arm, er det alene af tegningsmeessige arsager. Det er veerd at bemeerke, at der
altid er mulighed for en knudemekanisme, hvor flere end to bjaelker er tilknyttet
samme knude. Dette er tilfaeldet uanset, om knuden er belastet af et moment.
Dette forhold er maske ikke indlysende, men da en sadan knudemekanisme skal
benyttes ved kombination med andre mekanismer, kan den aktiveres af de andre
mekanismer.

Knudemekanis-

me
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Mekanismekom-
binationsmetode

Antal mulige
flydeled

Grad af statisk
ubestemthed

Antal
uafhaengige
mekanismer

Analyse af de
uafhaengige
mekanismer

Kombinationer
af de
uafhaengige
mekanismer

A.

B.

3.6 Mekanismekombinationsmetoden
Beregningsgangen i mekanismekombinationsmetoden gennemgas nedenfor, men
i gvrigt henvises til eksempel Ex 3-5.

Antal mulige flydeled
Antallet m af mulige flydeled opteelles.

Grad af kinematisk overbestemthed

Graden n af kinematisk overbestemthed, som er lig med graden af statisk
ubestemthed, fastlaegges.

Antal uathaengige mekanismer

Antallet [ af uafhsengige mekanismer er lig med m — n, eftersom der for
hver kinematisk overbestemthed fordres netop ét flydeled til at ggre kon-
struktionen kinematisk bestemt.

. Analyse af de uafhaengige mekanismer

Alene fordi det ikke pa forhand kan udelukkes, at en af de uaftheengige me-
kanismer faktisk er flydemekanismen, skal de analyseres, og de tilhgrende
gvreveerdier beregnes.

Kombinationer af de uathaengige mekanismer

Ved en vilkarlig kombination af de uafhaengige mekanismer vil det ydre
og indre virtuelle arbejde blot fremsta som den samme kombination af
de indgaende mekanismers virtuelle arbejder, medmindre der elimineres
et eller flere flydeled ved kombinationen. Ifald der ikke elimineres noget
flydeled ved kombinationen, vil den kombinerede mekanismes gvreveerdi
blot veere en linearkombination af de indgaende mekanismers gvreveerdier,
hvorved der altsa ikke kan opnas nogen forbedring.

Ved en kombination, som indeberer, at der elimineres flydeled, er den kom-
binerede mekanismes ydre virtuelle arbejde ubergrt af lukningen, medens
det indre virtuelle arbejde bliver mindre, hvorved der er mulighed for, at
gvreveerdien hgrende til den kombinerede mekanisme bliver mindre end
den mindste af de indgaende mekanismers gvreveerdi.

Der gores altsa kun fremskridt, safremt der elimineres — “lukkes” — fly-
deled ved kombinationerne.

Med hensyn til bestemmelse af de uathangige mekanismer star man sig
som oftest ved at veelge grundmekanismer af de typer, der er beskrevet i
afsnit 3.5. Herved er det ganske nemt at sikre sig, at mekanismerne rent
faktisk er uaftheengige. Vaelger man mere komplicerede mekanismer, for ek-
sempel ud fra en ide om, at de er mere sandsynlige, kan man meget vel
komme i en situation, hvor to eller flere af mekanismerne ikke er uafhaen-

gige.
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I tilfeelde, hvor tre eller flere bjeelker er forbundet til en knude, der ikke
er belastet med et ydre moment, vil den tilsvarende knudemekanisme have
gvreveerdien oo, se afsnit 3.5.3 og Fig. 3-5.9, som naturligvis i sig selv
ikke er interessant. Det kunne da synes tillokkende at udelukke en sadan
mekanisme fra de grundmekanismer, man vil behandle, og vaelge en, der
giver en endelig gvreveerdi, men da knudemekanismen blot skal benyttes
til kombinationer, betyder dette mindre end hensynet til uathengighed.

F. Bestemmelse af den mindste gvrevaerdi Bestemmelse af
den mindste
gvrevaerdi

Den mindste gvreveerdi bestemmes.

G. Kontrol af at fysikken er overholdt

Da det ikke er sikkert, at man ved ovenstaende fremgangsmade har fundet Kontrol af at
flydemekanismen, skal man kontrollere, om fysikken er overholdt overalt, fysikken er
dvs., at momentet ikke noget sted overskrider flydemomentet. overholdt

Hvis flydemomentet kun er overskredet meget lidt, kan man skalere den
fundne mindste gvreveerdi i overensstemmelse hermed, se ogsa afsnit Ex 3-
4. Hvis der er tale om en vaesentlig overskridelse, bgr man sgge efter en
bedre kombination.

I stort set alle tilfzelde, der indebeerer fordelte belastninger, vil man ikke
kunne finde flydemekanismen helt ngjagtigt, men ma benytte sig af frem-
gangsmaden med nedskalering af en gvreveaerdi og dens tilhgrende moment-
felt.

H. Konstatering af, at den mindste gvreveerdi ogsa hgrer til flyde-
mekanismen

Safremt fysikken er overholdt, kan vi konstatere, at den fundne mind- ' Mindste
ste gverveerdi ogsa er flydelastparameteren. Hvis ikke, skal vi sgge efter gvrevaerdi hgrer

en mindre gvreveerdi eller benytte nedreveerdissetningen til at finde et — ogs3 til
forhabentlig — tilstraekkelig lille interval for flydelastparameteren, se af- flydemekanismen
snit Ex 3-4.

Ex 3-5 Analyse af Ramme ved Mekanismekombi-
nationsmetoden

Vi vil benytte mekanismekombinationsmetoden pa den ramme, der er vist
pa Fig. Ex. 3-5.1.
Lastenheden P er givet ved:

% (Ex. 3-5.1)

Ex 3-5.A Antal mulige flydeled

Der er altid mulighed for flydeled ved en indspaending, under en belastning,
samt ved en knude med 3 eller flere tilstgdende bjeelker. Der er derfor i alt

P
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h
=
h
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=

Fig. Ex. 3-5.1: Ramme af stift-plastisk materiale.

m="7

Ex 3-5.B Grad af kinematisk overbestemthed

n=4

Ex 3-5.C Antal uathaengige mekanismer

Antallet [ af uathsengige mekanismer er:

l=m—-n=23

Fig. Ex. 3-5.2: Mulige flydeled er angivet ved kryds.
Bemeerk, at flydeleddene ved indspsendingen og ved den
midterste knude ligger helt teet pa knuden, men at de af
praktiske arsager er tegnet i en endelig afstand.

m = 7 mulige flydeled, nemlig 1 ved indspaendingen, 1 ved hvert af de to
hjgrner, 1 under lasten, samt 3 ved midterknuden.

(Ex. 3-5.2)

Den letteste made at bestemme graden n af kinematisk overbestemthed be-
star formentlig i at lgsskeere konstruktionen ved de to simple understgtnin-
ger, hvorved 4 kinematiske band ophaves, medens konstruktionen er blevet
kinematisk bestemt. Altsa:

(Ex. 3-5.3)

(Ex. 3-5.4)
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Ex 3-5.D Analyse af de uathaengige mekanismer
Ex 3-5.D-a Etagemekanisme

Fig. Ex. 3-5.3: Etagemekanisme. Bemeerk, at flydeled-
det i det midterste ben ligger helt teet pa knuden, men
at det af praktiske arsager er tegnet i en endelig afstand.

De virtuelle flytningers princip med flytningsfeltet fra Fig. Ex. 3-5.3 giver:
af PLSO = 4My 56 (Ex. 3-5.5)
hvorved
al =4 (Ex. 3-5.6)

Ex 3-5.D-b Knudemekanisme

Fig. Ex. 3-5.4: Knudemekanisme. Bemaerk, at flydeled-
dene ligger helt taet pa knuden, men at de af praktiske
arsager er tegnet i en endelig afstand.

De virtuelle flytningers princip med flytningsfeltet fra Fig. Ex. 3-5.4 giver:
af PL66 = 3My 560 (Ex. 3-5.7)
hvorved

af =3 (Ex. 3-5.8)
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Fig. Ex. 3-5.5: Bjaxlkemekanisme. Bemaerk, at venstre
flydeled ligger helt taet pa knuden, men at det af praktiske
arsager er tegnet i en endelig afstand.

Ex 3-5.D-c Bjalkemekanisme
De virtuelle flytningers princip med flytningsfeltet fra Fig. Ex. 3-5.5 giver:

af PLL6O =AMy 50 (Ex. 3-5.9)
hvorved
al =8 (Ex. 3-5.10)

For god ordens skyld bemerkes, at det ikke altid er tilfeeldet, at der vil
optreede én af hver af de tre typer grundmekanismer. Ofte vil en af grund-
mekanismetyperne ikke indga, eller en anden type vil optraede flere gange.
Saledes ville der for eksempel veaere 2 bjelkemekanismer i dette eksempel,
hvis et af benene havde veeret udsat for tvaerbelastning.

Ex 3-5.E Kombinationer af de uafhsengige mekanismer

Husk, at der kun ggres fremskridt, safremt der lukkes flydeled ved kombi-
nationerne.

Ex 3-5.E-d Kombination af etage- og knudemekanisme

Fig. Ex. 3-5.6: Kombination af etage- og knudemeka-
nisme.

De virtuelle flytningers princip med flytningsfeltet fra Fig. Ex. 3-5.6 giver:
o PL6O + of PL6O = 5My 60 (Ex. 3-5.11)
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afy=5=25 (Ex. 3-5.12)
Vi har nu gjort fremskridt, idet denne veerdi forelgbig er den mindste.

Ex 3-5.E-e Kombination af bjselke- og knudemekanisme

0 0 0 .
- —
"7}'0\"

0

Fig. Ex. 3-5.7: Kombination af bjaelke- og knudemeka-
nisme.

De virtuelle flytningers princip med flytningsfeltet fra Fig. Ex. 3-5.7 giver:
ol PLLSO + af PLSO = 5My 660 (Ex. 3-5.13)
hvorved
1
al = ?0 =3.33 (Ex. 3-5.14)
Ex 3-5.E-f Kombination af etage-, bjalke- og knudemekanisme

O by

Fig. Ex. 3-5.8: Kombination af etage-, bjelke- og knu-
demekanisme.

De virtuelle flytningers princip med flytningsfeltet fra Fig. Ex. 3-5.8 giver:
af PL60 + of P3L660 + af PLS6 = TMy 60 (Ex. 3-5.15)

hvorved

14
of = 5 =28 (Ex. 3-5.16)

4. september 2005 FOREL®BIG UDGAVE e (©) ESBEN BYSKOV

Kapitel 3



104

ESBEN ByYskov

Ex 3-5.F Bestemmelse af den mindste gvrevaerdi

Den mindste gvreveerdi er:
5
af = 5 =25 (Ex. 3-5.17)

Ex 3-5.G Kontrol af at fysikken er overholdt

Opgaven bestar nu i at konstatere, om momentfeltet hgrende til mekanisme
d er tilladeligt. Da momenterne varierer linezert pa de ubelastede straek-

5
~ [
'l | 2My/L

piN 74N =
My My
My

Fig. Ex. 3-5.9: Belastninger og flydemomenter for

+ — 5
oy = 3.

ninger, kan vi umiddelbart konkludere, at vi blot behgver at bestemme to
momenter ud over de pa Fig. Ex. 3-5.9 angivne, nemlig under den lodrette
last og umiddelbart under den midterste knude. Der er flere mader, hvorpa
vi kan gennemfgre disse beregninger, men som oftest viser det sig lettest at
benytte de virtuelle flytningers princip med et af flytningsfelterne hgrende
til de ovenfor bestemte gvreveerdier.

Til bestemmelse af momentet Mp under den lodrette last kan vi anvende
flytningsfeltet fra bjeelkemekanismen, se Fig. Ex. 3-5.5. Nar vi regner Mp
positivt for tryk i oversiden finder vi:

5;‘?” 1160 = —My 660 + Mp256 + My 66 (Ex. 3-5.18)
dvs.
Mp =2My , |Mp|< My (BEx. 3-5.19)

Momentet Mk under den midterste knude, regnet positivt for tryk til ven-
stre bestemmes lettest ved anvendelse af knudemekanismens flytningsfelt,
se Fig. Ex. 3-5.4:

S My 60 = +2My 50 — M50 (BEx. 3-5.20)
dvs.
My =—iMy , |Mg|< My (Ex. 3-5.21)
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Ex 3-5.H Konstatering af, at den mindste gvrevaerdi ogsa hgrer
til flydemekanismen

Da alle momenter numerisk set er mindre end eller lig med flydemomentet,
kan vi konstatere, at:

ay=af =2 (Ex. 3-5.22)

og vi har derfor fundet den rigtige flydelast.

3.7 Udbgjning ved Flydebruddets Indtraeden

Ud over selve vaerdien af flydelasten vil udbgjningernes stgrrelse ved flydebrud-
dets indtreeden ogsa veere interessant. Det kan meget vel veere tilfeeldet, at det
ikke er baereevnen, karakteriseret ved flydelasten, der er den egentlige dimen-
sionsgivende parameter, men hensynet til, at udbgjningerne ikke overskrider en
eller anden (normfastlagt) veerdi.

Med hensyn til beregningen af flytningerne ved flydebruddets indtraeden be-
merkes, at man i princippet altid kan gge lasten trinvis, se for eksempel af-
snit Ex 3-2, indtil et nyt flydeled er dannet. Pa denne made findes tilvaeksterne
i flytningerne fra det ene lasttrin til det naeste. Ved addition af alle tilveeksterne
kan man sa finde det endelige flytningsfelt. Til denne fremgangsmade bemaer-
kes, at anvendelse af mekanismekombinationsmetoden ikke giver megen mening,
hvis man alligevel foretager en trinsvis beregning af konstruktionens respons,
og at den ved mange flydeled bliver sa omfattende, at beregningerne ikke kan
foretages 1 handen. Det vil derfor veere naturligt at sgge efter andre metoder til
bestemmelse af flytningerne ved flydebruddets indtraeden. Vi skal diskutere en
sadan med udgangspunkt i eksemplet fra afsnit Ex 3-2.

Ex 3-6 Benyttelse af de Virtuelle Kraefters Prin-
cip til Bestemmelse af Flytningerne ved Flydebrud-
dets Indtraden

Flydemekanismen hgrende til den indspeendt-simpelt understgttede bjaelke
fra afsnit Ex 3-2 er vist pa Fig. Ex. 3-2.3. Under forudssetning af, at ma-
terialet er lineserelastisk-idealplastisk, er det her ikke vanskeligt at beregne
belastningens flytning ved flydebruddets indtraeden, idet vi fra afsnit Ex 3-2
ved, at det sidst dannede flydeled findes under lasten. Umiddelbart for fly-
debruddets indtrseden vil bjzelken derfor have det statisk bestemte system,®
der fremgar af Fig. Ex. 3-6.1.

Til bestemmelse af den “karakteristiske flytning,” dvs. flytningen af lasten,
kan vi anvende de virtuelle kreefters princip med den virtuelle last §P og
tilhgrende virtuelt momentfelt M, der fremgar af Fig. Ex. 3-6.2.

8Umiddelbart for flydebruddets indtraeden vil en konstruktion altid veere statisk bestemt,
nar undtages tilfaelde af lidt patologisk karakter, hvor flere flydeled dannes til sidst.
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S
:
+ My

Fig. Ex. 3-6.1: Korrekt statisk system umiddelbart fgr
flydebruddets indtreeden med tilhgrende momentfelt.

i Y

Fig. Ex. 3-6.2: Korrekt statisk system med virtuel last
0P og tilhgrende virtuelt momentfelt.

3.7.1 Korrekt Statisk System Umiddelbart fgr Fly-
debruddets Indtrseden

Nar vi erindrer, at krumningstgjningen er lig med momentet M divideret
med bgjningsstivheden EI, finder vi ved benyttelse af de virtuelle kraefters

princip den eksakte veerdi wE*** af flytningen af kraften ved:
_ Ly
wpEkt g p = / —0Mdzx (Ex. 3-6.1)
s EI

som efter en triviel beregning giver:

My L
Wkt i E;I (Ex. 3-6.2)

hvor det er udnyttet, at 6M er proportional med §P.
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3.7.2 Antaget Statisk System Umiddelbart fgr Fly-
debruddets Indtrseden

I naerveerende sammenheeng kendte vi det korrekte statiske system ved fly-
debruddets indtraeden, hvilket ikke er tilfseldet, hvis vi har bestemt flydela-

| L 7=y

oM

+ 1 1L5P

Fig. Ex. 3-6.3: Andet statiske system med virtuel last
P og tilhgrende virtuelt momentfelt.

sten ved anvendelse af mekanismekombinationsmetoden. I sa fald har man
ikke anden mulighed end efter tur at antage, at hver enkelt flydeled er det
sidst dannede og udregne veerdien af den karakteristiske flytning pa dette
grundlag. Der melder sig imidlertid det problem, at man skal finde et kri-
terium for udvelgelse af den korrekte antagelse. Vi skal dog udsatte dette
spgrgsmal til efter behandlingen af vort eksempel.

Antager vi nu, at flydeleddet under lasten dannes fgrst, skal vi benytte det
virtuelle last-momentfelt, der fremgar af Fig. Ex. 3-6.3. De virtuelle kreefters
princip giver da:

_ Em
wmest 5 _ / =rOMda (Ex. 3-6.3)
0

som, igen efter en triviel beregning, giver:

. My L
wiphteEt = L bf - (Ex. 3-6.4)
Med hensyn til antagelse om sidst dannet flydeled skulle vi altsa i dette
tilfeelde veelge den antagelse, der medfgrte den stgrste veerdi af den karak-

teristiske flytning.

3.8 Postulat med Hensyn til Sidst Dannet Fly-
deled

Pa basis af eksemplet i afsnit Ex 3-6 ledes vi til det postulat, at den antagelse,
der medfgrer den stgrste veerdi af den karakteristiske flytning, er den korrekte.
Medmindre man anvender argumenter af antropomorf karakter, viser det sig
ganske vanskeligt at bevise eller blot sandsynligggre rigtigheden af ovenstaende
postulat, som i gvrigt skal tages med et gran salt, iseer nar belastningen be-
star af mange komposanter. Imidlertid viser postulatet sig i de fleste tilfzelde at
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veere et rimeligt anvendeligt udgangspunkt for bestemmelsen af flytningerne ved
flydebruddets indtraeden.

3.9 En Vinkeldrejningsformel

I stedet for at benytte de virtuelle kraefters princip til bestemmelse af flytnin-
gerne, se Afsnit 3.7, kan man undertiden med fordel anvende en fremgangsmade,
der baseres pa en vinkeldrejningsformel, der udledes nedenfor.

Ideen er ganske enkel, idet man blot skal ggre sig klart, at kun i de punk-
ter, hvor der optraeder flydeled, kan rotationerne af de tilstgdende bjaclker veere
forskellige, medens der i alle andre punkter ma vaere rotationskontinuitet.

For at beregne rotationerne af bjeelkeenderne opsplittes disse i tre bidrag,
nemlig et fra drejningen af bjselken som stift legeme, et fra lasten pa bjaelken
under forudssetning af simple understgtninger i begge ender, samt et der stam-
mer fra endemomenterne. Nar disse bidrag leegges sammen, kan man finde den
endelige veerdi af bjaelkeendernes rotation.

2o R

Drejning som stift hele: ———
Fra last pa bjelken:  —.—.—
Fra endemomenter: ~  -----
Endelig udbgjning:

Fig. 3-9.10: Belastninger og endemomenter pa bjeelke.
Endemomenterne og -rotationerne regnes positive mod uret.
Bjeelkedeformation opdelt i bidrag.

Flytningerne er steerkt overdrevne — husk, at de er infinitesi-
male.

Bidragene Y% og ¢% til rotationerne ¢4 og ¢p fra last mellem bjselkeen-
derne kan naturligvis ikke findes uden oplysninger om belastningernes storrelse
og fordeling. De to gvrige bidrag kan derimod beregnes helt generelt. Drejningen
som stift hele findes ved en triviel kinematisk betragtning, medens bidragene fra
endemomenterne bestemmes ved lgsning af simple lineaerelastiske bjeselkeproble-
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mer. De totale rotationer fremgar af (3.15):

Bidrag fra YA YB

AwAB AU)AB
L L

Drejning som stift hele

Last pa bjeelker ©% ©%

L L 3.15
Endemomenter ol (2M4 — Mp) GBI (2Mp — My) ( )

A’LUAB A’LUAB
7+ e T T ¢B

L L
= (2My— M ——_(9Mpg — M
+6EI( A= Mp) +6EI( B 4)

Totale rotationer

Vi vil benytte (3.15) til at bestemme udbgjningerne ved flydebruddets
indtraeden for den samme konstruktion som i afsnit Ex 3-6.

Ex 3-7 Benyttelse af en Vinkeldrejningsformel til
Bestemmelse af Flytningerne ved Flydebruddets
Indtraeden

Vi gnsker at benytte (3.15) fra afsnit 3.9 til bestemmelse af flytningerne
ved flydebruddets indtreeden. Til dette formal anvender vi flydemekanis-
men, som den fremgar af Fig. Ex. 3-2.3 og Fig. Ex. 3-7.1. Vi opstiller forst
formler for rotationerne under forudseetning af, at alle flydeled er aktive,
hvorefter vi antager, at et af flydeleddene er dannet sidst og udregner den
tilhgrende veerdi af flytningen af lasten. Herefter gentages beregningen un-
der forudsaetning af, at det andet flydeled dannes sidst, og den numerisk set
storste veerdi af flytningen antages at vaere den korrekte, se afsnit 3.8.

Fig. Ex. 3-7.1: Flydemekanisme.

Da der ikke virker belastninger pa straekningerne mellem flydeleddene, sim-
plificeres beregningerne noget, se (3.15).
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I virkeligheden bestar det stgrste problem nu i at holde rede pa fortegnet
af de forskellige bidrag til rotationerne.

Vi finder:
wp L/2 (
— WP R ((CoMy) — (=M
pap +L/2+6EI ( v) — ( y))
wp L/2 (
— WP 2R ((CoMy) — (=M
YPA +L/2+6EI ( v) — ( y))
wp 1 MyL
+2T 12 Bl (EX. 3—7.1)
. wp L/2 -
$YPB = —L/2 + 6EI ((+2My) (0))
o wp L/2 -
vBr = st SET ((O) HMY))
dvs.
o +2wp 1 My L o pr 1 My L
AP = +2— — — , pPaA = +2— — —
L 12 EI L 12 EI (Ex. 3-7.2)
_ _owr 2 MvL _ _owp 1 MyL
YPE = TS T TR 0 YRR T TR T 12 BT

Vaerdien af ¢pp er medtaget for fuldsteendighedens skyld, og fordi rotatio-
nen ved understgtningen kan veere en lige sa dimensionsgivende parameter
som udbgjningen under lasten.

Ex 3-7.1 Fgrste Antagelse: Flydeleddet ved Indspzendingen Dan-

nes Sidst
Hvis flydeleddet ved indspeendingen dannes sidst, betyder det, at pap = 0,
dvs.:
papr =0
w 1 MyL
= 42 - =0 (Ex. 3-7.3)
o o LM
24 EI

som ses at stemme med den veerdi, der fandtes ved benyttelse af de virtuelle
kreefters princip, se (Ex. 3-6.4).

Ex 3-7.2 Anden Antagelse: Flydeleddet Under Kraften Dannes
Sidst

Her er betingelsen, at ¢opa = ppp, dvs.:

YPA = YPB

wp 1 MyL wp 2 My L
Wr — %P, 2
= e T 1TEI L 12 ET (Bx. 3-7.4)
2
@2 _ 1 MyL
= Yr T EI

som stemmer overens med den korrekte veerdi, se (Ex. 3-6.2).
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3.10 Bestemmelse af Udbgjning ved de Vir-
tuelle Kraefters Princip Versus Benyttelse
af en Vinkeldrejningsformel

I mange tilfselde vil det veere noget af en smagssag, om man foretraekker at
bestemme udbgjningerne ved flydebruddets indtraeden ved anvendelse af de
virtuelle kreefters princip eller ved benyttelse af vinkeldrejningsformlen. Det
bgr dog bemaerkes, at anvendelse af de virtuelle kraefters princip medferer,
at man skal benytte et nyt statisk system som grundlag for hver enkelt ny
antagelse. Anvender man vinkeldrejningsformlen, gaelder de opstillede ud-
tryk for rotationerne for alle antagelser, og man skal blot saette rotationer
eller gensidige rotationer lig med nul efter tur, hvorfor denne beregnings-
metode har den fordel, at den er noget mere rutinemaessigt systematisk.
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Kapitel 4

Kinematisk Moderat
Ulineaer Teori for Plane,
Retliniede Bjaelker

4.1 Indledning

Det er ikke altid tilladeligt at antage, at flytningerne er infinitesimale. Man kan
let overbevise sig om rigtigheden af dette ved at tage en plexiglaslineal og stille
den pa hgjkant og presse nedad med den ene hand, som vist pa Fig. 4-1.1. Nar
trykket bliver tilstraekkelig stort, bgjer linealen ud til den ene side og er der-
for holdt op med at opfere sig som en stang i overensstemmelse med afsnit 1.2.
Pludselig ligner den mere en bjzlke, men den made, den bgjer ud pa, kan ikke be-
skrives ved teorien fra afsnit 1.3. I dette tilfaelde har linealen oplevet et Sgjlesvigt,

Inden tryk Under tryk
Fig. 4-1.1: Buling af lineal.

som netop er et ulinesert bjeelkefeenomen. Vi behgver altsa en “bedre” bjeelketeori
end den, vi hidtil har opstillet og benyttet. Det er netop sadanne teorier, vi vil

Ikke altid
tilladeligt at
antage
infinitesimal
teori
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Moderat
ulinezert aksial-
tgjningsmal

beskaftige os med i dette kapitel. Men, forst skal vi overveje, hvor stor grad af
ulinearitet, vi vil forlange, at vor nye teori kan omfatte. Hvis vi ville forlange, at
vor teori skulle kunne beskrive opfarslen af spiralfjederen i et armbandsur, matte
vi kraeve, at teorien kunne omfatte vilkarligt store rotationer og krumningstgj-
ninger, men faktisk ikke szerligt store aksialtgjninger. Eftersom vi i det fglgende
vil begraense os til bygningskonstruktioner, vil vi kunne ngjes med en teori, der
er gyldig for meget mindre rotationer, typisk mindre end 5° ~ 0.1rad., og sma
krumningstgjninger, idet hverken beton-, trae- eller stalbjeelker i brugstilstand
krummer ret meget. Med hensyn til aksialtgjningerne vil vi forudsaette, at de er
sma, idet vi af ret indlysende arsager ikke vil forlange, at teorien skal kunne be-
skrive elastikopforsel af en bjaelke. Med de naevnte begraensninger falder teorien
inden for kategorien Kinematisk Moderat.

Lad det med det samme vaere sagt, at der er flere mader at opstille en sadan
teori pa. Vi vil her veelge en, der afviger fra den, vi oprindeligt benyttede til at
udlede den infinitesimale (kinematisk linesere) teori i afsnit 1.3, eftersom det er
mere tilfredsstillende at ggre som her, se (Byskov 2002a) og (Byskov 2002b), idet
den forudseetter et virtuelt arbejdes princip geeldende, se ogsa kapitel 2.

Iseer tidligere tog man udgangspunkt i ligevaegtsligningerne, hvilket i dette
tilfeelde indebeerer forskellige problemer, savel af teoretisk som paedagogisk ka-
rakter, hvorfor den nutildags er opgivet.

Da vi gnsker at benytte de virtuelle flytningers princip som et udgangspunkt,
er vi ngdt til at have en flytnings-tgjningsrelation, dvs. en t@gjningsdefinition, som
er “passende ulinezr.” Hvad der menes med dette, fremgar af afsnit 4.2.

4.2 Aksialtgjningsmal for Kinematisk Moderat
Ulinezr Bjalke

Det ser ud til, at den linesere bjaelketeori ikke kan beskrive sgjleinstabilitet. Vi
skal se, at vi mangler et “bedre” aksialtgjningsmal end hidtil, nemlig et, der tager
hensyn til den kinematiske ulinearitet, medens det linesere krumningstgjnings-
mal vil vise sig at veere tilstreekkelig godt til sa at sige alle formal inden for
bygningsstatikken. Med henblik pa opstilling af det ulinesere — faktisk moderat
ulinesere — tgjningsmal har vi brug for Fig. 4-2.2.

Et aksialtgjningsmal har som opgave at udtrykke, hvor meget bjaelkens sy-
stemlinie er blevet leengere — regnet med fortegn. Derfor vil vi finde forskellen
mellem det udeformerede bjalkeelement ds® og det deformerede ds. Ved anven-
delse af Pythagoras’ seetning kan vi finde:

ds* = (dz + du)?* + dw? (4.1)

dvs.

ds = \/(dx + du)2 + dw? = dl‘\/l + 2u’ + (u/)Q + (w/)2

(4.2)
~ o (L' 4 5(')? 4 5(0)?)
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(dx + du)

ds

” (w + dw)

ds® (u+ du)

-
—

dzr
—

Fig. 4-2.2: Bjelkeelement i udeformeret og deformeret til-
stand. Flytningerne er steerkt overdrevne.

Lad os nu definere aksialtgjningen € som den relative leengdesendring og
benytte det netop fundne udtryk for ds:

B ds — ds°

750 ~u + %(u’)2 + %(w/)2 (4.3)

€

Idet vi ikke gnsker at kunne beskrive “elastikopforsel” af bjeelken, kan vi
forudsaette:

L) < (4.4)
hvorfor vi med udgangspunkt i (4.3) vil definere aksialtgjningsmalet ved:
e=u + i(w')? (4.5)

Det herved definerede tgjningsmal hgrer til den klasse af teorier, som man
kalder kinematisk moderat ulineere, eftersom de er udledt under forudssetning
af, at flytninger og flytningsafledede nok er endelige, men ikke vilkarligt store.

4.3 Variationer — Virtuelle Flytninger og Tgj-
ninger

I kapitel 2 har vi sa at sige ad bagdgren indfgrt virtuelle stgrrelser, sasom dw
og 0k, idet vi ved de virtuelle flytningers princip begyndte med ligevaegtslignin-
gerne og multiplicerede den ene med feltet da, hvorefter vi foretog forskellige
matematiske manipulationer for til sidst at kunne tolke dcv som variationen dw
af tveerflytningen w og 6a” som variationen dx af krumningstgjningen x. Helt sa
nemt gar det ikke, nar vi gnsker at tage hensyn til den kinematiske ulinearitet.
Her skal vi indfgre begrebet wvariationer, der er meget ngje knyttet til virtuelle
stgrrelser, som vi skal se i det folgende.

Lad os betragte en tilstand for en bjalke, hvor den har faet udbgjningen w

Virtuel
~ Variation
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Fig. 4-3.3: Funktion w og to variationer dw og 2dw.

som vist pa Fig. 4-3.3. Vi forstyrrer nu denne tilstand med en variation (dw, du),*
som er virtuel og derfor ikke er udtryk for en fysisk sendring af bjeelkens defor-
mation. De fysiske bjaelketgjninger er:

(u,w) = o + ()

R (4.6)
medens de, inklusive virtuelle led, bliver:
e+ 0u,w + dw) = (u+ ou)’ + 1 ((w+ ow)’)” (4.7)
k(w + dw) = (w + dw)”
eller
e(u+du,w+ dw) = u' + du’ + 3 (w')? + 2w'6w’ + 3 (5w')? (4.8)

k(w + dw) = w" + dw”

hvor vi kan samle leddene i (4.8) efter graden af variation samt indfgre (4.6) og

fa:
e(u+ du, w + dw) = e(u, w) + (0u’ + 2w'dw’) + £ (dw')? (4.9)
k(w + dw) = k(w) + dw” '
Rent formelt kan vi altid skrive:
e(u+ du, w + dw) = e(u, w) + de + §% (4.10)

k(w + dw) = Kk(w) + 5k + 62k

LAf flere grunde indfgrer man ofte variationerne som (edw,edu), herunder for at kunne
skelne mellem variationens form (dw, du) og dens amplitude ¢, se for eksempel (Byskov 2002a)
og (Byskov 2002b). I naerveerende sammenhaeng har jeg ikke valgt denne fremgangsmade, idet
jeg har skgnnet, at dens fordele ikke ville kunne opveje den let ggede kompleksitet.
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hvor eksponenten 2 angiver, at leddet er af anden grad i variationerne. Accep-
terer vi denne skrivemade, kan vi ved sammenligning mellem (4.9) og (4.10)
konkludere, at t@jningsvariationerne er:?

de = ou’ + 2w’ sw’

Sk = ow”

(4.11)

Det er andet led pa hgjresiden af (4.11a), der — populeert sagt — far sgjlen
til at bryde sammen.

Ud over (4.11) vil vi ogsa fa brug for et udtryk for variationen af rotationen.
Da der her er tale om en Bernoulli-Euler teori, er rotationen w givet ved:

w(u,w) =w' (4.12)
hvorfor vi for dens variation finder:

dw = ow' (4.13)
helt i analogi med (4.11b).

4.4 De Virtuelle Flytningers Princip for Kine-
matisk Moderat Ulinezer Bj=lke

Som neevnt i afsnit 4.1, vil vi her benytte de Virtuelle Flytningers Princip som Virtuelle

et udgangspunkt for de videre udledninger, herunder ligevaegtsligningerne. Forst  flytningers

skal vi dog have defineret de belastninger, vi gnsker at tage hensyn til, se Fig. 4- princip = Lige-
4.4. For god ordens skyld naevnes, at vi vil forudsaette, at alle belastninger be- vagtsligninger
holder deres stgrrelse og retning uathaengigt af flytningerne.

Fig. 4-4.4: Belastninger pa bjeelke.

Vi vil forlange de virtuelle flytningers princip gaeldende pa samme form som

2Dette falder i gvrigt ogsa godt i trad med, at vi vil forudszette, at variationerne er infini-
tesimale, hvorved deres kvadrat forsvinder sammenlignet med dem selv.
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1 afsnit 2.2:

L L
/N&:da:Jr/ Mérdz
0 0
L

= [PHGu)f + [PV ow]§ + [Cow')§ +/ (ndu + pow)dx
0

(4.14)

hvor de tre fgrste led efter lighedstegnet angiver de mulige randled. Med varia-
tionerne af flytnings-tgjningsrelationerne (4.11) indfert, findes:

L L
/ N(6u" + w'dw")dz + / Méw" dx
0 0

L
= [PHSuE + [PV Sw)b + [Cow')k +/ (ndu + pow)dx
0

(4.15)

For at fa opstillet ligeveegtsligningerne ud fra (4.15) skal du og dw indga
uden differentiation i de led, der indeholder integraler.? Ved benyttelse af delvis
integration findes:

L L
[Nou] —/ N'Sudz + [(Nw")dw]§ —/ (Nw') dwdx
0 0

L

MO ]E — [Msw]E + / M"Swdz (4.16)
0
L
= [PHSuE + [PV ow)b + [Cow')k +/ (ndu + pow)dx
0

Efter omordning af leddene kan vi finde:

[Noulg — [(M" — (Nw")ow]§ + [Mow']§

L L
—/ N’éudm—i—/ (M" — (Nw')")dwda: (4.17)
0 0
L
= [PHSuE + [PV Sw)b + [Cow')k +/ (ndu + pow)dx
0
Statiske Ved benyttelse af “nulreglen” pa leddene hver for sig, finder vi folgende sta-

ligninger

3Det er i og for sig ret indlysende — i hvert tilfzelde nir man har veeret gvelsen igennem nogle
gange — at man skal skifte differentiationerne i modsat retning af det, der skete i afsnit 2.2.2.
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tiske ligninger:

Feltligninger: N +n =

Mulige randbetingelser:  [N]§ = [PH]§ (4.18)
(M — (Nw))]f = ~[PY]§
[M]§ = [C]§

Disse udtryk minder en del om (1.8) og (1.28), men, som det ses, er der
naturligvis visse forskelle, eftersom vi nu arbejder med en ulinezer teori, hvor vi
tidligere havde begraenset os til linezere teorier. Vi vil dog formentlig antage, at
N er en eller anden form for normalkraft, og at M kan tolkes som et snitmoment.

Af betingelserne i (4.18) er det vel kun den anden feltligning og det andet saet
af randbetingelser, der umiddelbart ser ussedvanlige ud, nar man sammenligner
med (1.8) og (1.28). For vi kan tolke N og M som snitkreefter, ma vi imidlertid
betragte alle betingelserne i (4.18) under ét, idet alle udtryk er ngje knyttet
sammen. For at lette tolkningerne indforer vi hjelpestorrelsen V' ved:

Hjaelpestgrrelse: V = —M' + (Nw') (4.19)

Det er ikke tilfeeldigt, at vi har noteret hjeselpestarrelsen ved V', idet vi nok vil
formode, at den enten er forskydningskraften eller i det mindste er teet knyttet
til den. Ved indfgrelse af (4.19) i (4.18) kan vi finde:

Feltligninger: N +n=0
Vi+p=0

V= M+ (Nw)
(4.20)

(P75
[PY]§
[Cl6

Mulige randbetingelser:  [N]

]

<
O~ O~
I

=

L
0

Vi kan nu se identiteten mellem (4.20b) og (1.23) og ligheden mellem (4.20c)
og (1.26).
I afsnit 4.5 vil vi se pa, hvorledes N, V og M kan tolkes som snitkraefter.

4.5 Ligevagtsligninger for Kinematisk Moderat
Ulineser Bj=lke

I denne sammenhaeng bliver vi ngdt til at opstille ligeveegtsligningerne i den
deformerede tilstand, hvorfor vi fgrst er ngdt til at betragte kinematikken for et
deformeret bjaelkeelement, se Fig. 4-5.5.

V=-M-+Nuw
er en
hjaelpestarrelse

Statiske
ligninger

Ligevaegt i
deformeret
tilstand
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(dx 4 du)
A
ds
dw
u (w + dw)
A o/
w
ds® (u+du)
dx
.

Fig. 4-5.5: Bjalkeelement i udeformeret og deformeret til-
stand. Flytningerne er steerkt overdrevne.

Som neevnt indledningsvis i afsnit 4.4, vil kun betragte belastninger 7i(x) og

p(x), hvis sterrelse og retning er uafthaengige af flytningerne, dvs. konservative i

meget streng forstand. Med hensyn til snitkreefterne (N, V, M) vil det vise sig,

1(‘7+d‘7)

_d (M + dM)
pax —
(N +dN)
—_— Idx
S M ndx v
N ~ dr

Fig. 4-5.6: Bjalkeelement i udeformeret og deformeret til-
stand. Flytningerne er steerkt overdrevne.

at de to forste skal defineres som dem, der ikke sendrer retning ved deformation,
hvilket falder godt i trad med belastningsretningerne, men som nok strider mod
ens forventning, idet normalkraften N vel normalt opfattes som den komposant,
der fglger tangenten til bjeelkens systemlinie, medens forskydningskraften V' er
den komposant, der star vinkelret pa bjeelkens systemlinie. Det vil derfor veere
berettiget at kalde de herved definerede snitkraefter N og V' for pseudosnitkraefter
i lighed med de fra kontinuummekanikken kendte Piola-Kirchhoff Spendinger, se
(Byskov 2002a), som betegnes pseudospeendinger, idet de ikke kan opfattes som
kraft pr. gjeblikkelig arealenhed. Inden vi kan begynde opstillingen af ligevaegts-
ligningerne, skal vi konstatere, at den vandrette projektion af det deformerede
bjaelkeelement er ~ dz, hvilket imidlertid ikke betyder, at aksialtgjningen ¢ og
hzeldningen w’ er nul. Blot fordi do ~ ds cos(w’) = (1 + ¢)ds® cos(w’), kan man
ikke deraf slutte, at € = 0 og w’ = 0. Sagt med andre ord: Hvis a = 1.000000 og
b = 1.000005, kan vi ofte med god tilnzermelse postulere, at a ~ b, medens vi —
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i hvert tilfeelde ikke altid — heraf kan slutte, at a — b ~ 0.

De pa Fig. 4-5.6 viste snitkraefter er forsynet med tilder for at forhindre
forveksling med dem, der i afsnit 4.4 defineredes ved de virtuelle flytningers
princip. Ved betragtning af Fig. 4-5.6 kan de to projektionsligninger relativt let
opstilles:

Vandret ligeveegt: —N + fidae + (N 4+ dN) =0 (4.21)

Lodret ligevaegt:  —V + pdz + (V +dV) = 0 .
dvs.

Vandret ligevaegt: ]Sf’ +n=0 (4.22)

Lodret ligeveegt: V' +p=0

Momentligevaegten kreever en smule omhu. Vi vil tage moment om hgjre ende

og regne det positivt mod uret:
Momentligevaegt: —M — N(w'dx) + Vda
+(ndz) (5 (w'dz)) (4.23)
—(pdz) (Ldx) + (M +dM) =0
hvoraf findes:
Momentligeveegt: M’ — Nw' + V + inw'dr — 1pdr =0 (4.24)

Som man ser, optreeder der i to af leddene, nemlig dem, der indeholder 7 og
p, faktoren dx, hvorved disse led er infinitesimale, medens de gvrige er endelige.
Altsa fas:

Momentligevaegt: M’ — Nw' +V =0 (4.25)

I neervaerende sammenhaeng vil vi alene beskaeftige os med Bernoulli- Euler
Bjelker, som blandt andet er karakteriseret ved, at forskydningskraften ikke er
en generaliseret spending, idet forskydningstgjningen er nul for disse bjeelker. Vi
vil derfor eliminere V' af de fundne udtryk. Ved differentiation af (4.25) findes:

M — (Nw') +V' =0 (4.26)
hvori indsaettes (4.22) med resultatet:
M" — (Nw') = p=0 (4.27)

Fra dette punkt vil vi alene opfatte (4.22a) og (4.27) som de egentlige lige-
vaegtsligninger, medens (4.25) alene benyttes som definitionsligning for hjelpe-
storrelsen V', hvorfor denne omskrives:

V=-M+(Nuw) (4.28)
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_ Ved sammenligning mellem de her fundne feltligninger og dem, der udledtes
Tolkning af N, ud fra de virtuelle flytningers princip, kan vi fgle os berettiget til at tolke N som
V og M N,V som V og M som M, idet vi nok uden videre kan overbevise os selv om,

Flytningsdiffe-
rentialligning

Definition af k?

at de statiske randbetingelser ogsa er helt analoge.

4.6 Flytningsdifferentialligninger
I modsaetning til, hvad der var tilfzeldet i afsnit 1.3.6, vil vi normalt ikke forsgge
at opstille flytningsdifferentialligningerne for det kinematisk moderat ulineszre
tilfeelde. Dette skyldes det ulinesere led —(Nw')’, se for eksempel (4.18b), som
ville komme til at indeholde led af typerne u/w’ og (w’)3, hvilket ville indebaere
en storre og mere ugennemsigtig ulinearitet end den, der fremgar af (4.18b). Nar
man beholder (4.18b), skyldes det ikke kun denne omstaendighed, men ogsa at
aksialkraften IV ofte enten er kendt eksakt eller med nogenlunde god tilnsermelse.
Det forste vil som oftest geelde for sgjler, se afsnit Ex 4-1. I det andet tilfeelde
vil man normalt alligevel veere ngdt til at iterere i de styrende ligninger, og i sa
fald vil det veere relativt robust at operere med w og N som ubekendte i stedet
for w og u.

Vi vil altsa for lineserelastiske sgjler for det meste kun behgve den fysiske
betingelse for momentet, se (1.29):

M(x) = EI(z)k(x) (4.29)

medens den tilsvarende betingelse (1.9) for aksialkraften kun undtagelsesvist
benyttes. Derfor indfgrer vi flytnings-tejningsrelationen (1.20):

k(z) =w"(z) (4.30)
hvorved vi finder:
(ETw")" — (Nw') —p=0 (4.31)

der er en linezr differentialligning i w. Er N saledes kendt, kan vi, iseer hvis
EI = const. og N = const., finde den eksakte lgsning. I dette tilfaelde kan vi
omskrive (4.31):

. N )
W - = % (4.32)
eller:
W+ k20 = 2 (4.33)

hvor definitionen af k2 nok ikke er umiddelbart indlysende:

N
K= 4.34

Kapitel 4

FOREL®BIG UDGAVE e (©) ESBEN BYSKOV 4. september 2005



ELEMENTZAR TEORI FOR PLANE BJELKER

123

Nar man definerer k% som —N/(EI) i stedet for +N/(EI), skyldes det, at
man traditionelt har veeret mere interesseret i sgjleproblemer, hvor normalkraf-
ten N er negativ, end i problemer med bjeelker med traekkraefter. Det vil i gvrigt
ogsa ret let kunne vises, at den “afstivende” virkning, som ydes af en trackkraft,
er meget mindre betydningsfuld end den “blgdggrende” virkning, der forarsages
af en trykkraft.

4.7 Resumé

I dette afsnit resumeres de vigtigste formler vedrgrende den kinematisk moderat
ulineaere teori for plane, retliniede bjeelker.

4.7.1 Kinematik

Tojninger: Tgjninger
e(u,w) = u' + (w)?
(v, w) . 2(w) (4.35)
K(w) =w
Tojningsvariationer: Tgjningsvaria-
de = ou' + 2w'sw’ tion
, (4.36)
0k = dw
4.7.2 Virtuelle Flytningers Princip Virtuelle
L L flytningers
/ Nedzx +/ Mékdx princip
0 0 . (4.37)
= [Noull + [Vow]l + [Mow]E +/ (ndu + pow)dx
0
4.7.3 Ligevaegtsligninger .
Vandret ligevaegt: N +n=0 ger
Lodret ligeveegt og momentligevaegt: M"” — (Nw') —p =0 (4.38)
Hjeelpestorrelse, forskydningskraft: =-M + Nuw'
4.7.4 Styrende Ligninger for Linezerelastiske Sgjler
De styrende differentialligninger, vi vil benytte os af i tilfseldet med lineserela- Styrende
stiske sgjler, er: ligninger
N'+7=0 (439)
(BIw")" — (Nw')' —p =0 '
eller, for konstant EI og konstant N:
N' =
ON B (4.40) ET = const.
W’ — — ! = P ’ N = const.
El El
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EI = const.
N = const.
Fire simple

sgjleeksempler

Lastenhed P

Lastparameter A

som kan omskrives til:

N' =
P (4.41)
iv /{:2 no__
w4+ kK w ol
hvor
N
K = ~ 57 (4.42)

4.8 Eksempler pa Sgjlebuling
Der findes fire simple eksempler pa sgjlebuling eller sgjleknackning, som gen-
nemgas nedenfor.

I alle eksempler vil vi definere lastenheden P ved:

_ EI
_ 2
P=x Tz

og indfgre en lastparameter A, som beskriver intensiteten af belastningen. Herved
vil vi finde normalkraften V:

(4.43)

N=-A\P=- 2" (4.44)

Definitionen af P, som ved forste gjekast kan synes noget vilkarlig, vil vise sig
at vaere ganske fornuftig. B

For sgjler er der ingen tveerlast, men alene aksiallasten P, hvorfor vi af (4.39b)
far:

(EIw")" — (Nw')' =0 (4.45)

Dette er et egenverdiproblem, idet der ikke er noget drivende led i differen-
tialligningen — den er homogen.® Under forudsaetning af at randbetingelserne
for w og dens afledede ogsa er homogene, dvs. at der ikke forekommer ende-
laste, endemomenter eller foreskrevne flytninger i form af foreskrevne veerdier
af w eller w’, kan vi indse en karakteristisk egenskab ved egenveerdiproblemer,
nemlig at lgsningens form maske (faktisk er) given, medens dens amplitude er
vilkarlig. Dette indses for eksempel ved at betragte (4.45). Er w; en lgsning, er
for eksempel aw, hvor a er en konstant, ogsa en lgsning, idet a simpelthen kan
forkortes i (4.45).

Ex 4-1 FEulersgjlen

Den enkleste anvendelse af den kinematisk moderat ulinesere bjselketeori
bestar i at finde “knaeklasten” for den sgjle, der er kendt som Fulersgjlen,
se Fig. Ex. 4-1.1. I overensstemmelse med den konvention, der er geeldende

4Betegnelsen “sgjleknaekning” er faktisk misvisende for elastiske sgjler, idet de netop ikke
knaekker, medmindre man har indfgrt en brudgraense for krumningstgjningen.
51 tilfeelde af matrixegenveerdiproblemer er det matrixligningen, der er homogen.
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EI = const. AP
2=

Fig. Ex. 4-1.1: Eulersgjlen.

internationalt, beskriver man belastningen ved en lastenhed P og en last-
faktor A, hvor A har den samme opgave som lastfaktoren « har i forbindelse
med de plastiske bjaelker og rammer, se kapitel 3.

For nemheds skyld gentages (4.44) her:

_ EI
N =—-\P= 473? (Ex. 4-1.1)
Vi behgver randbetingelser pa w, hvoraf to ikke er kinematiske, men statiske
og givet ved M. De omskrives, som szedvanligt, til betingelser pa w”. De

fire randbetingelser er da:

Kinematisk: w(0) =0

Statisk: M(0)=0=w"(0)=0

' , (Ex. 4-1.2)
Kinematisk: w(L) =0
Statisk: M(L)=0=w"(L)=0

Vi omskriver differentialligningen (4.40b), se afsnit 4.7, ved brug af (Ex. 4-
1.1) og (4.43):

) 2
w" + A (%) w” =0 (Ex. 4-1.3)
Umiddelbart kan vi konstatere, at alle funktioner ws(z) givet ved:
wy(z) = E&ysin(Jrx/L) (Ex. 4-1.4)

hvor &; er amplituder, som vil vise sig at veere arbitraere, og J er posi-
tive heltal, idet alle randbetingelser (Ex. 4-1.2) ses at veere opfyldt. Efter
indsaettelse af (Ex. 4-1.4) giver differentialligningen (Ex. 4-1.3):

(fJJ4 (%)4 — Xy J? (%)4> sin(Jrz/L) =0 (Ex. 4-1.5)

Dette udtryk er tilfredsstillet for J = 0, for Jx/L = heltal, og for parentesen
lig med nul. Den fgrste mulighed er klart ikke interessant i denne forbindelse,
eftersom den svarer til den retliniede tilstand, dvs. intet stabilitetssvigt, og
den anden er heller ikke relevant, idet den kun udtaler sig om separate
punkter pa sgjlen, hvilket efterlader den tredie mulighed som den relevante.

Vi kraever altsa:

308 (%)4—A5JJ2 (%)4:0 (Ex. 4-1.6)
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Generel Igsning
til sgjledifferenti-
alligning

som efter forkortelse giver de veerdier Ay af A, for hvilke lgsninger er mulige:

Ay=J° (Ex. 4-1.7)
J=1 :——""_ -
J:2 i‘—‘_--~~ -~ f%
J=3 :*"‘\ »"'“E.
~~~_—"

Fig. Ex. 4-1.2: Eulersgjlens tre forste buleformer.

Det synes formentlig klart, at vi her kun er interesseret i den laveste veaerdi
A1 = 1,° idet vi neeppe kan forvente, at en sgjle kan bsere mere end den
mindste bulelast, som er:

MP = WQ% ~ 9.870% (Ex. 4-1.8)

Berettigelsen af definitionen (4.43) af P skulle veere klar i lyset af det netop
fundne resultat.
Blot ved at kigge pa buleformerne for J = 1,2, 3, se Fig. Ex. 4-1.2, vil de
fleste nok rent intuitivt tro pa, at buleformerne for J > 1 kraever for megen
energi i forhold til den, der svarer til J = 1. For buling af plader skal man
imidlertid passe meget pa med at lade sin intuition diktere valget af den
buleform, man vil undersgge, se for eksempel (Byskov 2002b).

I eksempel Ex 4-1 kunne vi nogenlunde med det samme geette lgsningerne til
problemet, som vi kunne se, er et egenverdiproblem.

Af hensyn til de gvrige sgjleeksempler skal vi studere differentialligningen
(Ex. 4-1.3) lidt ngjere, og til dette formal gentages den her:

w4+ A (%)2 W' =0 (4.46)

Den generelle lgsning til denne ligning ma veere af formen:
w(x) = ag + a1z/L + az cos(mmz /L) 4+ ag sin(mmz/L) (4.47)

hvor a; og m er konstanter, der bestemmes ved randbetingelserne. Ved differen-
tiation af (4.47) kan vi finde:

w'(z) = — (m%)Q (az cos(mmz/L) + ag sin(mma/L)) (4.48)

6Til andre formal, isser geometrisk imperfekte sgjler, dvs. sgjler, der er forkrummede pé en
eller anden made, far man brug for de hgjere bulelaste A2, As,.... Dette emne vil ikke blive
behandlet her, og laeseren henvises til andre kilder, som for eksempel (Byskov 2002b).
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w"(z) = (m%) (ag cos(mmz /L) + az sin(mmx/L)) (4.49)

Indszettes w” givet ved (4.48) og w'v givet ved (4.49) i differentialligningen
(4.46), kan vi finde:

(ag cos(mma/L) + agsin(mmz /L)) (m* — X) =0 (4.50)
som skal veere tilfredsstillet for alle veerdier af x, hvilket kun kan lade sig gore,
nar:

A =m? (4.51)

Hvis vi havde fundet, at A skulle vaere negativ, ville vi veere kommet i en
selvmodstridende situation, idet hvis A < 0 (svarende til treek i stedet for tryk
i konstruktionen), skifter differentialligningen (4.46) karakter, og lgsningerne vil
ikke indeholde trigonometriske, men hyperbolske funktioner. For negative vaer-
dier af A har den homogene differentialligning ingen lgsninger.

I eksempel Ex 4-1 kan vi umiddelbart se, at det linesere led ag + a1z/L og
cosinusleddet as cos(mma/L) ma forsvinde pa grund af randbetingelserne. I det
tilfeelde bliver (4.47) altsa:

w(z) = agsin(mnx/L) (4.52)
hvor randbetingelserne kraever:

m=J, J=1,2,3,... (4.53)
hvorved vi har genfundet lgsningen fra eksempel Ex 4-1.

Vi skal nu se pa et andet eksempel, nemlig eksempel Ex 4-2.
Ex 4-2 Indspzendt-Indspsendt Sajle
For den dobbelt indspaendte sgjle, se Fig. Ex. 4-2.1, er alle randbetingelser
kinematiske.
Randbetingelserne er:
Kinematisk: w(0) =0
Kinematisk: w’(0) =0
: . (Ex. 4-2.1)
Kinematisk: w(L) =0
Kinematisk: w'(L) =0
I dette tilfeelde vil vi opstille randbetingelserne i en matrixligning:
1 0 1 0 ao 0
0 1/L 0 L 0
/ e/ - (Ex. 4-2.2)
1 1 cos(mr) sin(mm) a2 0
0 1/L —mm/Lsin(mn) mmx/Lcos(mm) as 0
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EI = const. AP

==

Fig. Ex. 4-2.1: Indspaendt-indspeendt sgjle.

Dette matrixegenveerdiproblem har kun lgsninger, hvis koefficientmatricens
determinant D*(m) er lig med nul. Efter noget besveer kan man finde:

D*(m):mﬂ'(Q—mn sin(gzﬂ')—Qcos(mﬂ)) (Bx. 42.3)

For at finde nulpunkterne for D*(m) plotter vi D(m), hvor:

D(m)=2—mm sin(mm) — 2 cos (mm) (Ex. 4-2.4)
idet lgsningen m = 0 ikke er fysisk rimelig i forbindelse med estimering af
bulelasten, da den svarer til den retliniede, ikke udbgjede konfiguration.

D(m)
40 r r 1 T r

30
20
10

0

-10

-20

77 I S S S N S NN SR N
o1 9 3 4 5 6 7 8 90 10m

Fig. Ex. 4-2.2: Plot af D(m) for indspeendt-indspeendt
sajle.

Af (Ex. 4-2.4) ses, at m = 2,4,6, ... tilfredsstiller kravet D(m) = 0, hvilket
ogsa fremgar af Fig. Ex. 4-2.2. Af figuren ses, at der ogsa eksisterer lgsnin-
ger for veerdier, der ligger ret taet pa m = 3,5,7,..., men som klart nok
ikke er lig med de ulige heltal 3,5,7,.... At disse veerdier ikke medfgrer,

at determinanten bliver nul, fremgar af (Ex. 4-2.4), idet D(3) = D(5) =
D(7)=---=4.
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Fig. Ex. 4-2.3: Fgrste buleform for den dobbelt ind-
spaendte sgjle.

Ogsa for denne sgjle er det kun den laveste veerdi m = 2, der har interesse
af rent fysiske arsager. Den mindste vaerdi A1 af lastfaktoren A bliver da, se
(4.51):

M =22=4 (Ex. 4-2.5)
hvorved selve bulelasten A1 P i dette tilfeelde bliver:
~ El El
MP = 47r2ﬁ R 39.4T8 T (Ex. 4-2.6)
og altsa praecis 4 gange sa stor som for Eulersgjlen.

Hvis vi betragter Fig. Ex. 4-2.4, kan vi se, at det midterste stykke af s@j-

-—
-

Fig. Ex. 4-2.4: Fgrste buleform for den dobbelt ind-
spaendte sgjle med positionen af vendetangenter angivet
med cirkler.

len svarer til en FEulersgjle med den halve bjelkelaeengde. Da bulelasten for
FEulersgjlen skalerer omvendt med bjalkeleengden i anden potens, kan vi ud
fra observationen af Fig. Ex. 4-2.4 slutte, at den dobbelt indspeendte s@jle
netop har den firdobbelte bulelast af en Eulersgjle af den samme leengde,
hvilket da ogsa stemmer med resultatet (Ex. 4-2.6).

De ikke-heltallige vaerdier af m skal vi diskutere senere under eksempel Ex 4-
3.

I forbindelse med Fig. Ex. 4-2.4 erkendte vi, at bulelasten af den dobbelt ind-
spandte sgjle er lig med bulelasten af en Eulersgjle, der er halvt sa lang, idet
afstanden mellem vendetangenterne, som ogsa er stedet, hvor bgjningsmomentet
er nul, kan benyttes som det, der traditionelt kaldes den frie sgjlelengde. Den
frie sgjleleengde gives ofte betegnelsen £. T dette tilfeelde var £ = L/2.

Vender vi tilbage til Fig. Ex. 4-1.2, kan vi se, at for J = 2 ma ¢ = L/2
svarende til en bulelast pa det firdobbelte af Eulersgjlens baereevne. Tilsvarende
er { = L/3 for J = 3, hvilket giver en bulelast pa 9 gange Eulersgjlens. Ideen
med hensyn til den frie sgjleleengde fungerer altsa fint 1 disse tilfaelde.
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Ex 4-3 Indspaendt-Simpelt Understgttet Sgjle

For den indspeendt-simpelt understottede sgjle, se Fig. Ex. 4-3.1, har vi,
som det var tilfaeldet med Eulersgjlen en blanding af kinematiske og statiske

randbetingelser:
w
ET = const. AP
=
x
: L

Fig. Ex. 4-3.1: Indspaendt-simpelt understgattet sgjle.

Kinematisk: w(0) =0
Kinematisk: w’(0) =0

Ex. 4-3.1
Kinematisk: w(L) =0 (Ex )
Statisk: M(L)=0
Ogsa her vil vi vi opstille randbetingelserne i en matrixligning:
1 0 1 0 ao 0
0 1/L 0 mn /L a 0
/ : / - (Ex. 4-3.2)
1 1 cos(mm) sin(mmn) a2 0
0 0 cos(mm) sin(mm) as 0

hvor der i den sidste randbetingelse er forkortet med —(mm/L)?, idet vaer-
dien m = 0 ogsa her er uinteressant.

Koefficientmatricens determinant D*(m) er her:

m cos (mm) — sin (m )

D*(m) = 7 (Ex. 4-3.3)
For at finde nulpunkterne for D*(m) kan vi plotte D(m), hvor:
D(m) = (mm)cos(mm) — sin (m ) (Ex. 4-3.4)

idet lgsningen m = 0 ikke er fysisk rimelig i forbindelse med estimering af
bulelasten, da den svarer til den retliniede, ikke udbgjede konfiguration.

Ved at vaelge ap = 1,7 kan vi af (Ex. 4-3.2) finde buleformen som:

wi(z)=1- %x —cos(mmz/L) + sin(mrz/L)/(mn)  (Ex. 4-3.5)

hvor veerdierne af m bestemmes af betingelsen D(m) = 0.

"Husk at buleformens amplitude er ubestemt
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D(m)
40 T ( 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ (

30
20
10

0

-10

U

-30

0 1 2 3 4 5 6
Fig. Ex. 4-3.2: Plot af D(m) for indspeendt-simpelt un-
derstottet sgjle.

Af (Ex. 4-3.4) ses, at ingen heltal tilfredsstiller kravet D(m) = 0, hvilket
ogsa kan ses af, at:

D(m) =0 = mm = tan(mm) (Ex. 4-3.6)
som vides ikke at have simple lgsninger. De tre fgrste lgsninger er:

m = 1.430296653, 2.459024033, 3.470889724 (Ex. 4-3.7)
Af Fig. Ex. 4-3.2 ses ogsa, at der ikke eksisterer lgsninger for heltallige

veerdier af m. Fig. Ex. 4-3.3 viser buleformerne svarende til de tre laveste
bulelaste. Den fysisk set interessante buleform er den, som svarer til m =

- -y
-- -~

m ~ 1.430 —

m =~ 2.459 -t e

p

- -
o= ~ -

m%3471 - =--.§§

Fig. Ex. 4-3.3: Den indspandt-simpelt understgttede
s@jles tre forste buleformer.

1.430296653, og som ved (4.51) giver vaerdien:
A1 =m? = 1.430296653° ~ 2.046 (Ex. 4-3.8)
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og derfor bulelasten:

A1 P = (1.4302966537)* % ~ 20419% (Ex. 4-3.9)
Den indspaendt-simpelt understgttede sgjle har altsa en baereevne, der er
cirka den dobbelte af Eulersgjlens. Den tidligere indferte frie sgjlelengde ¢
kan opfattes som leengden af den Eulersgjle, der giver den samme bulelast
som den rigtige sgjle. Altsa:
2Bl _ Bl

A1 P =~ (1.430296653) z="

(Ex. 4-3.10)

hvoraf findes:
€~ 1.430296653 ' L ~ 0.699L (Ex. 4-3.11)
Pa Fig. Ex. 4-3.4 er den frie sgjlelaeengde ¢ angivet.

m ~ 1.430 I ae=O° " ...E
0~ 0.7L |

| L

Fig. Ex. 4-3.4: Den indspandt-simpelt understgttede
s@jles fgrste buleform med angivelse af fri sgjleleengde £.

Som omtalt i eksempel Ex 4-2 skal vi vende tilbage til de ikke-heltallige
veerdier af m. Betragter vi Fig. Ex. 4-3.3 og forestiller os, at vi spejler figu-
rerne om den hgjre understgtning, vil vi kunne se, at disse konfigurationer
alle er lgsninger til buleproblemet for den dobbelt indspaendte sgjle, idet
alle randbetingelser samt differentialligningen er tilfredsstillet. Vi skal dog
ikke dyrke dette emne yderligere, men blot papege, at det er disse former,
der svarer til de ikke-heltallige vaerdier af m.

De tre ovenstaende eksempler var karakteriseret ved, at randbetingelserne omfat-
tede veerdien af udbgjningen og dennes anden afledede via bgjningsmomentet.
Det sidste eksempel er af en lidt anden karakter, idet den ene randbetingelse
involverer forskydningskraften og derved den fgrste og tredie afledede af udbgj-

ningen.

Ex 4-4 Indspzendt-Fri Sgjle

Det sidste af de klassiske sgjleeksempler fremgar af Fig. Ex. 4-4.1, som viser
en indspaendt-fri sgjle. I dette tilfeelde er begge randbetingelser i venstre
ende kinematiske, medens begge betingelser i hgjre ende er statiske:

Kinematisk: w(0) =0

Kine.matisk: w'(0) =0 (Ex. 4.4.1)
Statisk: V(L)=0
Statisk:: M(L)=0
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w
T EI = const. AP
-

| g L

Fig. Ex. 4-4.1: Indspeendt-fri sgjle.

Den tredie af disse randbetingelse er noget mere kompliceret end de gvrige,
idet den involverer forskydningskraften V', som defineredes i (4.19), som
gentages her:

Hjzelpestorrelse: V = —M' + (Nw') (Ex. 4-4.2)
Nar vi indfgrer N som givet ved (4.44) og som szdvanligt omskriver M ved
den kinematiske og den fysiske betingelse, kan vi fa:

V = -FIw" — A\Pw' = —ETuw" — A#%w/ (Ex. 4-4.3)
hvorfor vi efter mindre omskrivninger, der primaert indbefatter forkortelser,
blandt andet af m?, kan finde den tredie randbetingelse:

0=a1 (Ex. 4-4.4)

sa randbetingelserne pa matrixform bliver:

1 0 1 0 ao 0
0 1 0 mm ay 0
- (Ex. 4-4.5)
0 1 0 0 az 0
0 0 cos(mm) sin(mm) as 0

hvor der, som i tidligere eksempler, i den sidste randbetingelse er forkortet
med —(mn/L)?, idet veerdien m = 0 ogsa her er uinteressant.

Koefficientmatricens determinant D*(m) er her:
D*(m) = mmr cos(mm) (Ex. 4-4.6)

For at finde nulpunkterne for D*(m) behgver vi ikke at plotte, idet vi ved,
at fplgende veerdier af m medfgrer, at D*(m) = 0: hvor:

2, (Ex. 4-4.7)

A=m?=192 (Ex. 4-4.8)
og derfor bulelasten:
— m\2 EI EI
NP = (5) — N 24T (Ex. 4-1.9)
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.-, --,
. .

~ IS

J=5 I P ~ P ~ 2°

Fig. Ex. 4-4.2: De tre fgrste buleformer for den
indspaendt-frie sgjle.

som praecis er en fjerdedel af bulelasten for Eulersgjlen.
For at finde buleformerne i dette tilfeelde gentages (Ex. 4-4.5) med (Ex. 4-

4.7) indsat:
1 0 1 0 ao 0
0 1 0 mm ai 0
= (Ex. 4-4.10)
0 1 0 0 az 0
0 0 0 sin(mm) as 0
hvoraf ses, at buleformerne for ap = 1 bliver:
wy =1—cos(3(2J — 1)ma/L) (Ex. 4-4.11)

Af de tre fgrste buleformer, se Fig. Ex. 4-4.2 vil selv det utrsenede gje nok
veelge den fgrste som den farligste, idet de to naeste lader til at kraeve mere
bgjningsenergi.

Traditionelt har man ofte udnyttet den statiske bestemthed for Eulersgjlen og
den indspandt-frie sgjle, og pa den made har man kunnet arbejde med en anden-
ordens i stedet for en fjerdeordens differentialligning. Jeg har ikke valgt denne
mulighed, idet den netop forudsaetter en meget speciel egenskab ved konstruk-
tionen, hvorimod den fremgangsmade, der er benyttet i det foregaende er helt
generel.

Sluttelig skal det nsevnes, at hvis bgjningsstivheden af sgjlen ikke er kon-
stant, men blot varierer linesert med den aksiale koordinat, bliver problemerne
veesentlig vanskeligere at handtere, hvis man insisterer pa at finde den eksakte
lgsning, se i gvrigt det meget enklere tilfzelde med en stang med varierende tvaer-
snit 1 eksempel Ex 1-5. For fuldsteendighedens skyld bemaerkes, at sgjleproble-
mets lgsning for linezert varierende bgjningsstivhed involverer Besselfunktioner,
hvilket ikke ligefrem ggr sagerne lettere. I sadanne tilfeelde vil man sta sig ved
at anvende en eller anden metode, for eksempel baseret pa potentiel energi, se
eksempel Ex 1-5.4, som er meget simplere end sgjletilfaeldet.
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Kapitel 5

Bgjning og Aksial
Deformation af
Lineaerelastiske Tvaersnit

5.1 Linezerelastisk Materiale

Ved analyser af beerende konstruktioner er det altid ngdvendigt at foretage for-
enklinger af de fysiske (konstitutive) betingelser, sa man far en materialemodel,
der bade er nogenlunde realistisk og beregningsmaessigt bekvem.

Formentlig er den enkleste antagelse om materialeopforsel, at kraftpavirk-
ning og deformation er proportionale, se ogsa afsnit 1.2.4. Skgnt der ikke findes
materialer, der udviser en fuldstendig linearitet mellem forlengelse og pasat
belastning, dvs. er lineerelastisk, er det den hyppigst anvendte materialemodel,
idet formentlig mere end 99% af alle bygningsstatiske beregninger forudsaetter
lineer elasticitet.

5.1.1 Formal

I afsnit 1.2.4 forudsattes en lineser sammenhaeng mellem bjeelkens normalkraft
N og dens aksialtgjning e, se (1.9):

N(x) = EA(x)e(x) (5.1)

Forst vil vi begrunde denne relation, og derefter vil vi udlede den tilsvarende
sammenhaeng mellem bjaelkens bagjningsmoment M og dens krummningstgining k,
se (1.14) eller (1.29):

M(z) = EI(z)k(z) (5.2)

For en endimensional bjaelke, er der ikke nogen tvivl om meningen med be-
greberne bjeelkens aksialtgjning, krumningstéjning, normalkraft og bgjningsmo-

Materialemodel

Lineaer
elasticitet
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Bjzelkefiber

ment. Nar vi betragter bjelken som et to- eller tredimensionalt legeme, stiller
sagen sig anderledes, som vi skal se i det folgende.

5.1.2 Bjaelketveersnit og Bjaxlkefibre

Strengt taget skulle vi benytte kontinuummekanik, se for eksempel (Byskov
2002a), og behandle bjalken som et tredmensionalt legeme, som vi underkaster
visse deformationsbetingelser, som opstilles i det fglgende, men vi vil veelge en
meget enklere mulighed, nemlig at opfatte bjaelken som bestaende af “fibre,” se
Fig. 5-1.1, som viser en enkelt af disse fibre. Nu skal begrebet “fiber” ikke i denne

Y

Fig. 5-1.1: Bjelkestykke med en “fiber.”

sammenhaeng opfattes bogstaveligt i samme and som en trzefiber, men snarere
som om bjalken er opbygget af uendeligt mange uendeligt tynde trade eller fibre.
Det turde veere klart, at en sadan fiber ikke kan forleenges eller forkortes, uden
deformation af dens nabofibre.

For vi kan begynde at udnytte ideen om bjealkefibre, skal vi have opstillet den
fysiske betingelse for disse. Til dette formal ma vi indfgre begrebet spendingen
o som graensevaerdien af kraft P divideret med arealet A:

— P dP
=0 AT A
hvorved vi kan tolke o som kraften i en fiber. Helt parallelt til sammenhaengen
mellem normalkraft og aksialtgjning (5.1) vil vi antage en lineszer sammenhaeng
mellem fiberkraften, dvs. speendingen o, og dens aksialtgjning e:

o(z) = E(z)e(x) (5.4)

(5.3)

hvor det er antydet, at Elasticitetkoefficienten, ogsa kaldet Youngs Modulus, E
kan variere med aksialkoordinaten x. For tveaersnittet kan man generelt antage,
at fibrenes egenskaber og deformation varierer med tveersnitskoordinaterne (y, z)
savel som med den aksiale koordinat x:

o(x,y,z) = E(x,y, 2)e(x,y, 2) (5.5)
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I forste omgang vil vi dog indskraenke os til tilfzelde, hvor elasticitetskoefficienten
er konstant overalt:

o(x,y,z) = Ee(x,y,2), E = const. (5.6)

hvorved vi indtil videre udelukker os fra at behandle jernbetonbjeaelker, idet ar-
meringsjern og beton har meget forskellige elasticitetskoefficienter.
Lineariteten mellem spaending o og tgjning ¢ er vist pa Fig. 5-1.2. Selve sam-

Fig. 5-1.2: Arbejdslinien for “fibrene” i et bjaelketveersnit af
et lineacrelastisk materiale.

menhaengen mellem t@gjning € og spaending o kaldes seedvanligvis for materialets
arbejdslinie. Det bgr understreges, at det er et specialtilfeelde, vi her har med at
gore, idet sammenhaengen er forudsat linezer, medens begrebet arbejdslinie ogsa
benyttes for ulinesere sammenhaenge.

I det folgende vil vi begrzense os til at behandle todimensionale tilstande,
dvs. vi forudseetter, at bjeelken kun bgjer ud i én retning, nemlig efter y-aksen.
Dette kraever yderligere forudsaetninger, hvoriblandt symmetri af tveersnittet om
y-aksen, se Fig. 5-1.3 er vigtig.

5.1.3 Ren Aksialtgjning

Antager vi, at alle bjeelkefibre underkastes samme tgjning € = const. (og forud-
seettes, at F = const. overalt), er fiberspeendingen o uafhengig af alle koordi-
nater. Vi kan derfor relativt let integrere fiberspaendingen. Idet vi i forventning
om at finde (5.1) kalder integralet N, findes:

N :/adA:/EEdAzE/EdA
A A A (5.7)
N = FAe, FA = const.

Arbejdslinie —
ikke
ngdvendigvis
retliniet
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:jj Etdﬂf Ot
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Fig. 5-1.3: Bjeelkestykke med en “fiber,” der her strackker sig
over hele tvaersnittets bredde.

Ud fra de givne forudsastninger om bjeelkens deformation har vi fundet rela-
tionen mellem normalkraft og aksialtgjning. Herefter vil vi ga over til det mere
generelle tilfaelde med bade aksial- og krumningst@jning.

5.1.4 Aksialtgjning og Krumningstgjning

I afsnit 1.3 er udledt den kinematisk linesere Bernoulli-Euler bjeelketeori for retli-
Aksialtgjning niede, plane bjeelker. Denne teori har aksialtgjningen € og krumningstgjningen
Krumningstgjning som generaliserede tgjninger og normalkraften N og bgjningsmomentet M som
K deres arbejdskonjugerede generaliserede spaendinger, se for eksempel afsnit 2.1
Normalkraft N' g afsnit 2.2.2. Det vil derfor veere rimeligt at finde den fysiske sammenheeng
Bgjningsmoment  y\o]lem & og N, henholdsvis mellem « og M. Efter de indledende betragtninger i
M afsnit 5.1.3 vil vi derfor udvide analysen til at omfatte et mere generelt tilfelde,

nemlig et, der beskrives ved de sakaldte Bernoulli- Euler Betingelser, se Fig. 5-1.3

og Fig. 5-1.4:
B Gz
O O )
—= S —|— h
@ o
dx ‘ epdx | dx - dzr ‘ ‘
(e + er)da L(ep —er)da

Fig. 5-1.4: Bjalketgjning opdelt i aksial- og bgjningsbidrag.
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e Plane tvaersnit forbliver plane under deformation,

e Tvearsnittene star vinkelret pa bjelkeaksen for og efter deformation.

Traditionelt inddrager man ogsa en betingelse om, at bjaelketvaersnittet ikke
bliver stgrre eller mindre ved deformationen. Denne betingelse er ikke relevant,
nar man baserer udledningerne pa betragtninger af bjeelkefibre, men er vaesentlig,
hvis man anvender kontinuummekanik som udgangspunkt.

Nar vi forudsetter, at alle deformationer er sma, og, som naevnt ovenfor,
at tveersnittene forbliver plane, kan den aksiale flytning u af bjeelketveersnittets
fibre beskrives ved et bilinesert udtryk:

w(x,y) = cz(x)(co + cyy) (5.8)

idet aksialflytningen ikke varierer med z. Herved bliver aksialtgjningen e af
fibrene:

du(z,y) _ deg(x)

er(w,y) =
Vi mangler at fa defineret bjselkens generaliserede tgjninger,! nemlig dens
aksialtgjning € og dens krumningstgjning ~. Med henvisning til Fig. 5-1.4 op-
deler vi fibrenes aksialtgjning i to bidrag, nemlig et, der er konstant, og et, der
omfatter resten. Ikke overraskende vil vi identificere det konstante bidrag som
bjeelkens generaliserede aksialtgjning e, hvorfor vi ma habe, at resten er knyttet
til bjeelkens anden generaliserede t@jning, nemlig krumningstéjningen x. Med
betegnelserne fra Fig. 5-1.4 finder vi:

e=1(ep+er) (5.10)

Med hensyn til krumningstgjningen « skal vi igennem et lidt mere kompliceret
forlgb. Oprindelig, dvs. i afsnit 1.3, definerede vi bjeelkens krumningstejning
som krumningen af bjeelkeaksen og for det kinematisk linezere tilfaelde kunne vi
finde, se (1.20):

d*w
= — 5.11
K= (5.11)
som udtrykker, at krumingstgjningen er lig med sendringen pr. leengde af bjeel-
keaksens vinkel. Nu har vi ved indfgrelse af Bernoulli-Euler betingelserne sat
bjeelkeaksens vinkel lig med vinklen af bjaelketveersnittet, hvorfor vi altsa lige sa

IStrengt taget kan vi ikke tale om generaliserede tgjninger uden at tale om deres arbejds-
konjugerede speendinger, idet begrebet generaliserede storrelser omfatter et saet tgjningsmal og
deres arbejdskonjugerede spzendinger. Vi ggr imidlertid dette i forventning om, at vi kan finde
de arbejdskonjugerede spaendinger, og at de i gvrigt vil vise sig at besta af den normalkraft N
og det bgjningsmoment M, som vi kender fra kapitel 2.

Generaliserede
tgjninger
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godt kan finde krumingstgjningen som sendringen pr. leengde af bjaelketveersnit-
tets vinkel. Af Fig. 5-1.4 kan vi derfor finde:

(ep — &r)dx 1 _ (ep — &)
dx h h

(5.12)

K =

I (5.10-5.12) er afheengigheden af x ikke angivet, men det turde veaere klart,
at begge tojninger generelt set varierer med aksialkoordinaten, se (5.8) og (5.9).

Af hensyn til udregningen af fiberspeendingen o (y) og den senere udregning
af tveersnitskonstanterne A, S og I, se afsnit 5.1.5, vil vi udtrykke fibertgjningen
ef(y) ved de generaliserede bjaelketgjninger € og k:

ef(@,y) = e(x) — yr(z) (5.13)

som ses at veere af samme form som (5.9). Minustegnet pa andet led skyldes,
som det ses af Fig. 5-1.4, at en positiv veerdi af £ medfgrer et negativt bidrag til
fibertgjningen i den gverste del af tvaersnittet.

5.1.5 Normalkraft, Nulte- og Forsteordens Momenter

Under antagelsen om lineaerelastisk opfgrsel, vil sammenhaengen mellem fiber-
tojningen €s og fiberspaendingen oy veere:

or(z,y,2) = E(x,y, z)er(z,y) (5.14)
hvor den tidligere forudsatte symmetri om y-aksen medfgrer, at
E(ac,y,z)zE(ac,y, _Z) (515)

Imidlertid vil vi forelgbig forudsaette, at elasticitetskoefficienten E er uaf-
heengig af tveersnitskoordinaterne. Nar vi ggr dette, bliver fiberspsendingerne:

of(z,y) = Ecs(x,y), E = const. (5.16)

Integrerer vi nu fiberspeendingen o ¢ over tveersnittet, finder vi for &/ = const.
normalkraften N (z):

N(z):/Aof(z,y)dA:/AEsf(x,y)dA:E/Asf(z,y)dA

(5.17)
= E/ (e(x) — yr(z))dA
A
dvs.
N(x) = EA(x)e(x) — ES.(x)k(z), E = const. (5.18)
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hvor

Tveersnitsareal :
(5.19)

Statisk moment om z-aksen: S,(x)= / ydA
Az)

For fuldstaendighedens skyld naevnes, at arealet A er nulteordens momentet
af tveersnittet, medens Sy er dets fgrsteordens moment om z-aksen.

Som det ses, er der to muligheder for at opna en tilstand med ren normal-
kraft, idet dette sker, hvis k = 0 eller S, = 0. Den forste mulighed er den, der
undersggtes i afsnit 5.1.3, medens den anden stiller krav til beliggenheden af
z-aksen. Det er den sidste mulighed, vi vil se pa i afsnit 5.1.8.

5.1.6 Bdgjningsmoment og Andensordens Momenter
Det kan naeppe undre, at de speendinger, der er givet ved (5.10), i det generelle
tilfeelde resulterer i et moment. Derfor udregner vi momentet om z-aksen:

M. (z) = —/Ayaf(w,y)dA = —/AyEEf(w,y)dA

= E/ yep(z,y)dA = —E/( e(z) — y?k(x))dA (5.20)
= E/ydA—i—Fa E/ 2dA
dvs.
M,(x) = —ES,e(x) + EI.k(x) (5.21)
hvor
Inertimoment om z-aksen: I, ,/ 2dA (5.22)
A

og minustegnet pa venstresiden af det forste lighedstegn skyldes, at en positiv
veerdi af of for y > 0 medfgrer et negativt bidrag til bgjningsmomentet M.

Her betegner I, tveersnittets andenordens moment om z-aksen.?

Som det fremgar af (5.18) og (5.21), er speendings-tgjningsrelationerne ikke
af den form, vi postulerede (og faktisk retfeerdiggjorde) i kapitel 1, idet leddene
med S, ikke fandtes der. Grunden er, at i kapitel 1 var der ikke nogen tvivl om
bjeelkeaksens beliggenhed. I afsnit 5.1.8 vil vi se nsermere pa denne problematik.

5.1.7 Resumé af Konstitutive Relationer for Bj=lker
Eftersom vi her alene beskeftiger os med plane bjslker, er den hidtil benyt-

2Tvaersnittet har naturligvis ogsa et tilsvarende andenordens moment, der relateres til y-
aksen, nemlig inertimomentet I, = fA 22dA om y-aksen. Herudover har tveersnittet ogsa et

Tveersnitsareal
A

Statisk moment
S

Nulteordens

moment = Areal
Fgrsteordens
moment =

Statisk moment

Inertimoment =
Andenordens
moment

Inertimoment
IZZ

Resumé,
Konstitutive
Relationer for

andenordens moment, centrifugalmomentet I,. = fA yzdA, der er relateret til savel z- som  Bjaelker
y-aksen.
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Tvaersnitsakser

tede notation for bgjningsmoment, statisk moment og inertimoment noget mere
komplicerede end strengt ngdvendigt — nar en enklere notation ikke er valgt
fra start, skyldes det et gnske om, at det under udledningen klart fremgar, om
hvilke akser, der tages moment. Vi indfgrer en enklere notation ved:

Tveaersnitsareal : A= /A dA
Statisk Moment om z-aksen : S= 5.= /AydA
Inertimoment om z-aksen : I= I, = /AdeA (5.23)
Normalkraft : N = / ordA
A

Bgjningsmoment om z-aksen : M=M,, = / orydA
A

Med disse betegnelser finder vi de konstitutive (fysiske) relationer for de
generaliserede stgrrelser:

]

hvor afthengigheden af den aksiale koordinat = ikke er angivet. Vi kan invertere
denne relation:

.

som vi i afsnit 5.1.8 skal benytte til at traeffe et valg med hensyn til beliggenheden
af x-aksen.

EA —ES

—-ES EI K

: ] (5.24)

I S
S A

1
" E(AT - 52

N 5.25
y (5.25)

5.1.8 Tveaersnittets Akser — Bjalkeakse og Tyngdepunkts-
linie
I ovenstaende udledninger har vi indlagt z-aksen ganske arbitreert i tveersnittet,
hvilket ofte vil vise sig at veere en ret darlig ide. Det kan synes at veere et rime-
ligt krav, at en ren normalkraftpavirkning ikke ma medfgre krumningstgjninger
af bjeelken, ligesom det kan veere gnskveerdigt, at en ren momentpavirkning
ikke medfgrer aksialtgjning af bjaelken. Disse to betingelser ligger da ogsa gemt
bag udledningerne af de strengt endimensionale teorier for steenger og bjeelker i
afsnit 1.2.1, henholdsvis afsnit 1.3.1, idet vi uden videre identificerede bjeelkeak-
sen med den fysiske konfiguration af det endimensionale legeme. Som det ses af
(5.25), opnar vi, at disse gnsker opfyldes, safremt det statiske moment S = 0. Vi
kan netop benytte denne betingelse til fastlaeggelse af bjeelkeaksens beliggenhed.
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Traeffer vi dette valg, vil aksialspeendingen o for ren bgjning veere nul i bjeelke-
aksen, og man siger, at bjalkeaksen og nullinien falder sammen. Sagt pa anden
made, er nullinien defineret som den linie, som ikke undergar aksialtgjninger for
ren momentpavirkning.

Nar det blev kaldt en ret darlig ide at lade bjalkeaksen ligge et andet sted
end i nullinien, skal det tages med et gran salt, idet det faktisk undertiden
kan veere praktisk at lade den ligge et andet sted. For eksempel kan det veere
hensigtsmaessigt i forbindelse med systemer af koblede bjaelker.

5.1.9 Bjalkeaksen i Tyngdepunktslinien

Hvis vi veelger — vi skal se et par eksempler pa, hvordan dette ggres — at
bjeelkeaksen og tyngdepunktslinien falder sammen, finder vi:
[N EA 0 €
_ (5.26)
M 0 FEI K
og
[ e 1/(EA 0 N
= /(EA) (5.27)
K 0 1/(ET) M

I langt de fleste tilfaelde vil vi vaelge bjeelkeaksen sammenfaldende med tyng-
depunktslinien, og (5.26) og (5.27) vil derfor veere de konstitutive relationer, vi
som oftest vil benytte.

5.1.10 Resultaternes Uafhangighed af Bja:lkeaksens Be-
liggenhed
Det ville veere szerdeles uheldigt, hvis valget af bjaelkeakse skulle fa indflydelse pa

Y,y
1y

Nullinie

Bjaelkeaksen i
tyngdepunktsli-
nien.

Resumé:
Konstitutive
relationer for
bjaelker

Tgjninger og
spandinger
afhaenger ikke af

valg af
bjaelkeakse
a
z
z 0 —
n
- z
z <—\?77
Fig. 5-1.5: Bjalkeakser.
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de endelige resultater, sasom tgjnings- og speendingsfordelingen over tveaersnittet.
Hvis det var tilfeeldet, ville det betyde, at de fysiske resultater var afthaengige af
valget af koordinatsystem, hvilket klart er uacceptabelt. Beskrivelsen ville i sa
fald ikke veere objektiv, hvilket ville svare til, at en bils fart ville vaere athaengig
af det koordinatsystem, man benyttede.> Som vi skal se, er dette heller ikke
tilfaeldet.

Vi tager udgangspunkt i Fig. 5-1.5, der viser et tveersnit med en vilkarlig
valgt bjaeclkeakse z-aksen og z-aksen, der ligger i tyngdepunktslinien, og som
ligger i afstanden 7 fra Z-aksen.* Hvis de to akser ligger som vist pa figuren, er
7 > 0, idet 77 regnes med fortegn. Vi vil antage, at belastningen pa tversnittet er
saledes, at resultanten P ligger i afstanden a over tyngdepunktsaksen, z-aksen.
Som det er tilfzeldet for 7, regnes a med fortegn, hvorfor a > 0 pa figuren.

Af Fig. 5-1.5 findes umiddelbart:
J=y+1 (5.28)

hvor tilde (7) angiver, at den bergrte storrelse er refereret til (z, g, Z)-koordinat-
systemet.?

Som det ses af Fig. 5-1.5, geelder det om bjeelkens snitkraefter refereret til z-,
henholdsvis z-aksen, at:

N=P, M = —aP

N

(5.29)
) M = —(G/-f-ﬁ)P

I
v

Under benyttelse af (5.23) findes for stgrrelserne refereret til z-aksen:

A:/dA
A

S = /ydA —0 (5.30)
A

I=1., :/y%zA
A

3P4 engelsk taler man om, at resultaterne skal veere frame indifferent.

4Der ligger ikke nogen indskreenkning i at antage, at belastningen pa tveaersnittet er, som
antaget her, idet en vilkarlig belastning, der er symmetrisk om y-aksen, enten kan veere givet
som en enkeltkraft P i en given afstand fra tyngdepunktslinien, eller som den samme kraft i en
anden afstand suppleret med et moment C, der er givet ved P multipliceret med differensen
mellem de to afstande.

51 denne forbindelse er betydningen af tilden vel i gvrigt indlysende.

Kapitel 5

FOREL®BIG UDGAVE e (©) ESBEN BYSKOV 4. september 2005



ELEMENTZAR TEORI FOR PLANE BJELKER

147

Tilsvarende kan vi finde formler for stgrrelserne refereret til zZ-aksen:

A:/dA:A
A

5=5.= [gia= [(+iaa=s+ia=+ia
A A (5.31)

I:I~2:/gj2dA:/(y2+2yﬁ+ﬁ2)dazl+2ﬁ5’+ﬁ2/l
A A

I+72A

hvoraf ses, at det statiske moment S er lig med afstanden 7 til tyngdepunkt-
saksen multipliceret med tveersnitsarealet A, og at inertimomentet I er lig med
inertimomentet I om tyngdepunktsaksen plus kvadratet pa afstanden fra tyng-
depunktsaksen multipliceret med tveersnitsarealet. Disse to resultater skal vise
sig at veere meget anvendelige.

Ved at indsaette 5.29 1 5.27 findes:

l € 1 | yEa 0

0 1/(EI)
Ved benyttelse af (5.13) og (5.29), kan fibertgjningen ¢ udtrykkes ved:

P
—aP

P/(EA)

—aP/(EI) (5.32)

P aP
sf—s—y/ﬁ—ﬂ—i—yﬁ (533)
Tilsvarende findes ved anvendelse af (5.25) og (5.31):
5 1 I+7?A) +nA p
e | A . (534)
R EAI +7A A —(a+7)P
hvor det er udnyttet, at:
Al — 5% = AI (5.35)
Herefter findes:
5 P + ~aP e+ Nk
— b=
| BATEL | _ (5.36)
- aP
R = K
ET
hvor (5.32) er udnyttet. Endelig findes af (5.36) og (5.13):
Ep=—gh=(+0k)—(yYy+MNr=c—ys=c¢y (5.37)

hvorved det er vist, at valget af bjelkeakse ikke influerer pa de fysiske resultater,
og at der saledes er tale om en objektiv beskrivelse.
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Fibertgjning:
Linezer over
tvaersnittet

Fiberspaending:

Linezer over
tvaersnittet

Naviers formel

5.1.11 Fordelingen af Aksialtgjning og Aksialspaending
Af afsnit 5.1.10 konkluderede vi, at fibertgjningen e er:

Ef=ec—YK (5.38)

hvilket betyder, at fibertgjningen € er linesert fordelt over tveersnittet, se ogsa
Fig. 5-1.3. Forudsaetter vi lineser elasticitet, vil fiberspeendingen o ogsa have en
lineger fordeling, idet den konstitutive model (5.16) og (5.38) tilsammen giver:

or = E(e — yr) (5.39)

Udnytter vi de konstitutive relationer (5.26), kan vi udtrykke fiberspeendin-
gen ved normalkraften og bgjningsmomentet:
N M
- - 5.40
1 YT (5.40)

of = )

Denne formel kendes i litteraturen som Naviers Formel.

Hensynet til en enkel nomenklatur bevirker, at vi senere vil udelade nedre
index f og blot tale om aksialtgjningen ¢, og aksialspaendingen o i stedet for fi-
bertgjningen € ¢ og fiberspsendingen oy. Nar vi senere vil referere til bjaelkeaksens
tgjning og spaending, ma vi derfor angive dette eksplicit. En ret geengs notation
bestar i at benytte nedre index ¢, som angiver, at der er tale om nullinien. Skulle
vi gnske at benytte en anden bjalkeaksen end nullinien, ma vi anvende en anden
indicering.

5.1.12 Eksempler pa Beregning af Inertimomenter

Det fgrste eksempel, vi vil behandle, nemlig det rektanguleere tveersnit, er vigtigt
i sig selv, men resultaterne fra det indgar i mange andre sammenhaenge, sasom
eksemplerne Ex 5-3 og Ex 5-4.

Ex 5-1 Rektangulaert Bjalketveaersnit

Det rektangulaere bjeelketveersnit, se Fig. Ex. 5-1.1, er nok det simpleste
eksempel i denne forbindelse. Den beliggenhed af bjslkeaksen, som bevirker,
at det statiske moment S bliver lig med 0, er angivet med z, medens 2
betegner den bjaelkeakse, vi har indlagt, som det passer os. Nar vi har lagt
den i bunden af tveersnittet, skyldes det alene, at nedenstaende beregninger
derved bliver enklest.
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Y. 7
z X
) T i
h
Ul
3
1 1
2b 5b

|||
Fig. Ex. 5-1.1: Rektanguleert bjaelketveersnit.

Under benyttelse af (5.23) findes for stgrrelserne refereret til z-aksen:

A:/dA:bh
A

S=85:= /gdA = 1bh? (Ex. 5-1.1)
A

I

Iz = / J*dA = ton®
A

Pa lignende vis finder vi for stgrrelserne refereret til z-aksen:

A= / dA = bh
A
h—1
S=5.= /ydA = b/ ydy = 1b(h* — 2hi) (Ex. 5-1.2)
A —7i
I=1I.= / y?dA = 1b(h® — 3h%7) + 3hip® — 277%)
A
Benytter vi nu kravet S = 0, findes:
S=0=17=1n (Ex. 5-1.3)
dvs.
I=Lon’ (Ex. 5-1.4)

Det er naeppe overraskende, at z-aksen i dette tilfeelde ligger midt i bjeel-
ketveersnittet, idet rektanglets tyngdepunkt naturligvis falder midt i tveer-
snittet.°

6For god ordens skyld nzevnes, at resultatet I = 1—12bh37 se (Ex. 5-1.4), er et af dem, som
studerende forventes at kunne udenad.
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Ogsa det naeste eksempel er meget grundlaeggende og naesten lige sa simpelt som
Ex 5-1, idet cirkuleere tveersnit benyttes i mange konstruktioner. Dette gaelder
for eksempel mange af de mest almindelige danske hgjspsendingsmaster.

Ex 5-2 Cirkulsert Bjalketvaersnit

Som det andet eksempel pa bjaslketveersnit veelger vi det cirkulsere, se
Fig. Ex. 5-2.1. Det skulle veere ret klart, at tyngdepunktet falder sam-

Y Y

PN

dy
0
z z T
" 0

Fig. Ex. 5-2.1: Cirkulaert bjeelketvaersnit.

men med cirklens centrum, hvorfor vi med det samme kan indleegge z,y, z-
koordinatsystemet. Vi benytter igen (5.23) og finder:

y = Rsin0
dy = Rcos 0df (Ex. 5-2.1)

dA = (2R cos 0)dy = 2R? cos® 0d6
hvorved vi kan finde:

+m/2
A= / dA = / 2R? cos® 0d0 = TR?
A

—7/2

+m/2
S = / ydA = / 2R? cos® Osin 0df = 0 (Ex. 5-2.2)
A

—7/2
+m/2 -
1= / y?dA = / 2R* cos® 0sin? 0dh = = R*
A —7/2 4
hvor resultatet (Ex. 5-2.2a) formentlig er kendt i forvejen, og (Ex. 5-2.2b)
er det forventede.

Undertiden gnsker man at udtrykke resultaterne ved cirklens diameter d
eller ved dens areal A:

A_Zf
. (Ex. 5-2.3)
4 2 2
I = gd' = AR = {5 Ad
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De to forste eksempler pa tvaersnit er karakteriseret ved, at de begge omhandler
simple tveersnit. Ved beregningen af de to naeste vil vi udnytte resultatet fra
eksempel Ex 5-1 i forbindelse med (5.31¢), som angiver, hvorledes inertimomentet
om en anden akse end tyngdepunktsaksen beregnes.

Ex 5-3 T-Formet Bjalketveaersnit

Man benytter ofte T-formede bjeelketveersnit, se Fig. Ex. 5-3.1, i forskelige
konstruktioner. Vi vil her udnytte nogle af de resultater, vi fandt i eksem-

Y,y

|

e
z T €
hi
7
z
- !
2 X %tk
B
by 3bs

- |

Fig. Ex. 5-3.1: T-formet bjeelketvaersnit.

pel Ex 5-1 samt (5.31).

Der er selviplgelig ikke noget “korrekt” valg af (Z, 7, Z)-koordinatsystemet,
bortset fra, at det skal overholde symmetrien. To muligheder falder i gjnene,
nemlig, som det fremgar af Fig. Ex. 5-3.1, at veelge Z-aksen i bunden af
tveersnittet, eller at leegge Z-aksen i skillelinien mellem krop og flange. Med
reference til figuren findes umiddelbart:

Ap = tehe
Ay =tsby

A=Ap+Ap = tphg +tsbs

Sk = Ak (3hi —11) = —htx (7 = 3hx)

Sp=As (h+ 2ty —7) =bsty (he + 3ty — 1)

S =Sk+ Sy =Ays (hi + 2hk — 7)) + Ap, (hy — 7)

hvor index 5 angiver stgrrelser, der er knyttet til kroppen, og index s til-
svarende indikerer flangen. Nar vi kraever, at det statiske moment S om

(Ex. 5-3.1)
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z-aksen er lig med nul, finder vi:
- hk(QAf + Ak) —+ thf . tkhi + 2bfhktf + bft?
= 2A a 2(bftf + hitr)
Afstanden e fra skillelinien mellem krop og flange til tyngdepunktet er da:
h%tk — bftfc
2A

Herefter kan vi beregne inertimomentet I:

I = Ap(fi — 2he)® + 5tehi + Ap(e + 3t5)* + Lt}by (Ex. 5-3.4)

(Ex. 5-3.2)

e=hy—17= (Ex. 5-3.3)

eller

I=Ap(e—2hi)® + Strhi + Ap(e + 3t5)° + 5tby  (Ex. 5-3.5)
eller

I=Aple—1h)’ + SAh: + Ap(e + 3t5)° + S5 Apt;  (Ex. 5-3.6)

Medens vi ved behandlingen af T-tveersnittet i eksempel Ex 5-3 ikke gjorde nogen
forudsaetninger om tykkelse af krop og flange, vil vi i det nzeste eksempel, nemlig
Ex 5-4, udnytte, at krop og flanger i de mest anvendte I-profiler er ganske tynde
i forhold til tveersnittets hgjde og bredde.

Ex 5-4 Tyndfliget I-Formet Bjaelketvaersnit

I et utal af forskellige konstruktioner anvender man tyndfligede, dobbeltsym-
metriske I-formede bjelketveersnit, se Fig. Ex. 5-4.1, idet sadanne tveersnit
ved et ret begraenset materialeforbrug yder en saerdeles god stivhed og styrke
mod bgjning om z-aksen samtidig med en mindre, men til mange formal
tilstraekkelig, stivhed mod udbgjning om y-aksen. Vi vil atter benytte os af
nogle af de resultater, vi fandt i eksempel Ex 5-1 samt (5.31). Vi kan med
det samme konstatere, at tyngdepunktslinien ma vaere sammenfaldende med
z-aksen, hvilket gor de folgende beregninger lettere. Ved “tyndfliget” vil vi
forsta, at flangernes tykkelse ¢ty og kroppens tykkelse ¢i er sma i forhold til
tvaersnittets hgjde h og dets bredde b.” Udtrykt pa matematisk vis forud-
seetter vi:

tr<h= hpmh; ty<b

(Ex. 5-4.1)
tr <b; th<h
Med de pa Fig. Ex. 5-4.1 angivne betegnelser finder vi:
A = trhy = tih
Ap =tsb
(Ex. 5-4.2)

A:Ak—&-Af:tkhk-‘rtfb%tkh-‘rtfb

1= %tkhi + 2Af(%(hk + tf))2 + 21—12bt?

7 Af hensyn til beregningen af inertimomentet om z-aksen er det ikke ngdvendigt at inddrage
betingelser med hensyn til kroppens tykkelse og flangernes bredde. Sagen er blot, at man for
eksempel naeppe ville finde pa at veaelge en tykkelse af kroppen af samme stgrrelsesorden som
bjeelkehgjden.
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—_
g
| T

QX%tk

2
- |-

Fig. Ex. 5-4.1: I-formet bjeelketvaersnit.

hvoraf vi kan finde:

I~ Shite +2hibty = L Aphi + 2A5h3 (Ex. 5-4.3)
eller
Af 2 Af
I~ <1 + 6A—k> S Achy, = <1 + 6A—k I (Ex. 5-4.4)
hvor I, betegner kroppens inertimoment, eller:
Ay
I~ (1 1 Ex. 5-4.
<+24Af>F (Ex. 5-4.5)

hvor Ir betegner inertimomentet fra begge flanger. Af (Ex. 5-4.4) og (Ex. 5-
4.5) fremgar, at det bedre kan betale sig at leegge materiale 1 flangerne end
i kroppen, safremt der kun tages hensyn til bajningsstivheden af tversnittet.
Hvis man ggr kroppen for tynd, kan der ske katastrofer af forskellig karakter.
Enten folder kroppen, dvs. undergar et stabilitetssvigt, eller kroppen kan
ikke overfgre forskydningsspeendingerne® mellem flangerne, og kroppen gar
i stykker.

Som det sidste eksempel vil vi behandle et tveersnit udformet som et r¢r med
cirkulaert tveersnit. I forskellige gitterkonstruktioner anvender man steenger med
dette tveersnit, eftersom det materialegkonomisk er fordelagtigt, isser over for
vridningspavirkninger, medens dets bgjningsstivhed er mindre gkonomisk end
I-tveersnittet, som til gengeaeld har en meget lav vridningsstivhed.

8Vi har endnu ikke beskaeftiget os med begrebet forskydningsspendinger, si lseseren maé
stole pa rigtigheden i udsagnet. Vi skal imidlertid i kapitel 6 introducere disse stgrrelser.
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Ex 5-5 Rgrformet, Cirkulzsert Bjzelketvaersnit
I dette eksempel vil vi finde bgjningsinertimomentet af en cirkelring som

vist pa Fig. Ex. 5-5.1. Vi kan her udnytte resultatet (Ex. 5-2.3b), idet vi her

Y
1

Fig. Ex. 5-5.1: Rorformet, cirkuleert bjselketveersnit.

kan traekke inertimomentet I, af cirklen med radius r fra inertimomentet
Ir af cirklen med radius R:°
T 4

[R:ng, I =1¢4 1=

T (R* —7%) (Bx. 5-5.1)

N

Nar vi indfgrer:

r=R—t (Ex. 5-5.2)
hvor ¢ er rgrets godstykkelse, kan vi finde:

I= E(R“ —(R—1t)") (Ex. 5-5.3)
Nar vi forudseetter ¢ < R, bliver resultatet:

I ~7R% (Bx. 5-5.4)

9Vi kan ggre dette, fordi begge cirkler har sammenfaldende tyngdepunkter.
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Kapitel 6

Forskydningsspaendinger i
Bjalker

Indtil nu har vi alene beskaftiget os med normal- eller aksialspsendinger, idet vi
tog udgangspunkt i en antagelse om, at bjaelken bestar af fibre, der kan forleenges
eller forkortes. Dette falder i god trad med teorien for Bernoulli-Euler bjzelker,
hvis generaliserede tgjninger er aksialtgjningen € og krumningstgjningen x, me-
dens det for dem forudsaettes, at forskydningstgjningen er nul. Af denne grund
har disse bjelker kun to generaliserede spzendinger, nemlig normalkraften NV,
som er arbejdskonjugeret med € og bgjningsmomentet M, som er arbejdskonju-
geret med k. Dette forhold betyder ikke, at der ikke optraeder forskydnings-
kraefter i Bernoulli-Euler bjeelker, men blot at forskydningskraften ikke har en
arbejdskonjugeret tgjning og derfor ikke kan beregnes ud fra en konstitutiv (fy-
sisk) betingelse.!

Man siger undertiden, at forskydningskraften i Bernoulli-Euler bjaelker er
en reaktion pa det kinematiske band, som kraever, at forskydningstgjningen er
nul. Egentlig er dette ikke sa forfeerdelig meget anderledes end ideen om, at en
understgtningskraft er en reaktion pa det kinematiske band, der siger, at den
tilsvarende translation af understgtningen er nul. Helt tilsvarende til disse for-
hold optraeder der forskydningsspendinger T i Bernoulli-Euler bjeelker, skgnt der
ikke forekommer forskydningstgjninger i dem. Nar man nu ikke kan beregne for-
skydningsspaendingen ud fra en konstitutiv betingelse, er der kun én mulighed,
nemlig at benytte ligevaegtsligninger. Dette var ogsa den made, hvorpa forskyd-
ningskraften V' blev indfgrt ved (4.19), p. 119.2 Det synes rimeligt allerede nu

IDet skulle vaere ret indlysende, at man ikke kan undveere forskydningskraften i Bernoulli-
Euler bjelker, se for eksempel Fig. Ex. 1-2.1, p. 29. Hvis vi antog, at der ikke forekom for-
skydningskraefter, ville den indre ligevaegt i bjeelken ikke kunne opretholdes.

2Nar V ikke blev indfert pa tilsvarende vis i afsnit 1.3, skyldes det, at vi pa det tidspunkt
ikke havde beskaeftiget os med virtuelle arbejder og derfor benyttede en mere direkte, men
ogsa mere gammeldags metode til opstilling af ligevaegtsligningerne.

Fiberantagelse
kun god for
aksialtgjninger

Bernoulli-Euler
bjeelker:
Forskydnings-
tgjning = 0,
Forskydnings-
kraft # 0,
Forskydnings-
spanding # 0



156

ESBEN ByYskov

at betone, at formlerne for forskydningsspeendingerne over et tveersnit ikke kan
udledes sa let som den formel (2.24), der definerer forskydningskraften V' som
den afledede af bgjningsmomentet M.

6.1 Hvad Er Forskydningsspaendinger?

Inden vi kan begynde at udlede formler for forskydningsspaendinger, er det ngd-
vendigt at have defineret dette begreb. I det mindste bgr vi have en rimelig ide
om begrebet. Hidtil har vi kun beskeeftiget os med normalspendingen (aksi-

VM MV o

lewt)(h%{w%: |-

Fig. 6-1.1: Bjeelke med tvaerlast, opfattet endimensionalt og
todimensionalt.

alspendingen) o i Bernoulli-Euler bjeelker, idet disses resultant er lig med den
ene generaliserede spzending, normalkraften NV, og deres resulterende moment
er lig med den anden generaliserede speending, bgjningsmomentet M. Vi har
derimod ikke forspgt at opfatte forskydningskraften V' i Bernoulli-Euler bjaelker
som andet end en hjalpestgrrelse, idet den ikke er en generaliseret spaending
— den har ikke nogen arbejdskonjugeret téjning i disse bjaelker. Det har derfor
ikke umiddelbart veeret interessant, om forskydningskraften kunne findes som
resultanten af nogle spaendinger 7, som vi naturligt nok vil kalde forskydnings-
speendinger.® Til venstre pa Fig. 6-1.1 er vist en bjaelke pavirket af tvaerlasten p,
og til hgjre er et stykke af bjeelken skitseret, idet den er opfattet som et todimen-
sionalt legeme. Skitserne angiver forskydningskraften V' og bgjningsmomentet M
samt de speendinger, nemlig normalspaendingen o og forskydningsspaendingen T,
som M, henholdsvis V, er dannet af.*

6.2 Formler for Forskydningsspaendinger

Pa Fig. 6-1.1 er fordelingen i lodret retning af forskydningsspeendingen 7 over
tveersnittet skitseret, medens dens fordeling vinkelret pa papirets plan ikke frem-
gar. Vi skal imidlertid antage, at 7 er konstant i denne retning, dvs. i z-retningen.

3For god ordens skyld nzevnes, at undertiden kaldes forskydningskraften for tverkraften
og i forlengelse heraf bensevnes forskydningsspeendingen ofte tverspendingen. Medens man
med nogen ret kan benytte betegnelse tveerkraft, idet V' star vinkelret pa bjeelkeaksen, er
begrebet tveerspaending meget mere problematisk, idet 7, som vi skal se, ikke star vinkelret pa
bjeelketveersnittet, hvorimod normalspaendingen o gor det.

4Som det fremgar af Fig. 6-1.1, er bjeelken kun belastet pa tveers, medens den ikke er
pavirket af en aksiallast. Dette er gjort af hensyn til et gnske om, at figuren er nogenlunde
enkel.
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Denne forudsaetning, som ofte har vist sig at veere rimelig, kan ikke begrundes
ud fra simple overvejelser af statisk eller kinematisk karakter.

6.2.1 Lidt Kontinuummekanik

Nogle af de folgende udledninger kan meget nemt komme til at fremsta som
resultatet af en mellemting mellem voodoo og guddommelige indskydelser, med-
mindre man har lidt begreb om kontinuummekanik, dvs. leeren om kontinuers
deformation og ligevaegt. I naervaerende forbindelse har vi alene brug for udsagn
vedrgrende ligevaegten af et infinitesimalt element af en skive,” se Fig. 6-2.2.

Tt(ayy + doyy)dx

t(oye + doyg)dx
—_—

dP, t(ozy + dogy)dy
to e dy dP, t(0pe + dogs)dy
D

<

tozydy

—————

toygdr l
toyydx

dx |
[ ———

Fig. 6-2.2: Et infinitesimalt skiveelement.

Skiven er belastet af tp, pr. arealenhed i z-retningen og af ¢p, pr. arealenhed i
y-retningen, hvor p, og j, har dimensionen [kraft/laengde®], og ¢ betegner skivens
tykkelse. Pa det viste infinitesimale skiveelement dzdy giver disse belastninger
de to resultanter dP, og dP,:

I z-retningen : dP, = tpydzdy 6.1
I y-retningen : dpy = tpydxdy (6.1)

Til at holde ligevaegt med disse belastninger fordres de gvrige pa figuren vi-
ste kraefter, hvis retninger i gvrigt er bestemt ud fra erfaring og hensynet til en
konsistent notation. Som eksempel virker der pa den venstre flade i z-retningen
en kraft, der i alt er to,,dy, hvor dimensionen af o,, er [kraft/leengde®]. Pa den
hgjre side er spendingen’ o, @ndret til (04, + do,.), hvorfor kraften pa denne

5En skive er et legeme, hvis ene udstraekning er meget mindre end dets to andre dimensioner,
der siges at danne skivens plan. En skive er kun belastet i sin egen plan, hvorimod en plade
ogsa er belastet vinkelret pa sin plan.

61 denne forbindelse skal betegnelsen spaending forstas anderledes, end vi er vant til i for-
bindelse med bjealkers generaliserede spsendinger. I realiteten er 0.z, osv. de grundlaeggende
speendinger i et tredimensionalt kontinuum, dvs. i en mere korrekt model af virkeligheden.

Voodoo og
guddommelige
indskydelser

Skive
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side er som angivet pa figuren. Lignende betragtninger er gyldige for de gvrige
kraefter. Normalt gnsker man at finde ligevaegtsligningerne for det infinitesimale
skiveelement, dvs. de relationer, der knytter speendingerne’ o, Oy, OSV. sam-
men med belastningerne p, og p,. Her vil det vise sig, at det faktisk kun er den
ene af de tre ligevaegtsligninger, nemlig den der vedrgrer momentligevaegt, der
har interesse i forbindelse med udledningen af formler for forskydningsspaendin-
ger i bjeelker. Af hensyn til fuldsteendigheden vil vi imidlertid ogsa opstille de to
andre ligevaegtsligninger, som har at gore med ligeveegt i retning af de to akser.

I z-retningen : 0 =—to,,dy + t(0zx + dogs)dy
—t0ydx + t(oyy + doy,)de
+tpydrdy

I y-retningen : 0 = —toy,dx + t(oy, + doyy)dx
—t0gydy + t(0gy + dogy)dy
+tpydaxdy

Momentet : 0= Jr%dx toyydy + %dz t(0gy + dogy)dy
—%dy toydr — %dy t(oys + doyg)dx

hvor den sidste ligning udtrykker momentligeveegt om midtpunktet af det infi-
nitesimale skiveelement. Efter ret elementaere omskrivninger kan vi finde:

I z-retningen : 0 = doy, + doys + Pz

I y-retningen : 0 = doy, + dogy + Dy (6.3)

Momentet : 0=04y — 0y

hvor det er udnyttet, at |do,.| < |0zz|, osv. Efter indfgrelse af partielle afledede
i de to fgrste udtryk og omordning af det tredie, findes:

004y O0oys

I z-retningen: 0= B ay + Dz
do do (6.4)
I y-retni 0= 2+
y-retningen ay + O + Py
Momentet : Opy = Oyz

hvor den tredie ligning viser, at forskydningsspendingerne oy 0og oy, er lige
store, hvilket man ogsa kan udtrykke ved at sige, at spendingstensoren® er sym-
metrisk. Som det fremgar af Fig. 6-1.1, vil vi benytte symbolet 7 til at angive en

7Som mange af mine studerende og kolleger ved, kan jeg normalt ikke fordrage betegnelserne
Ozz,0zy, OSV., men insisterer pa at benytte betegnelserne 011,012, osv., men netop i denne
sammenhang vil den her benyttede notation nok veere mindre fjern for de studerende.

8Benytter man den ovenfor omtalte notation o11, 012,021,022 i forbindelse med indezno-
tationen oqg, (o, B) = (1,2), vil betegnelsen spendingstensor give mere mening.
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forskydningsspaending, hvilket er i overensstemmelse med en indarbejdet tradi-
tion. I samme and skrev man ikke o, men 7., samtidig med at man bibeholdt
Oza, 0sv., hvilket unaegtelig ikke fremmede nogen form for systematik. Nar vi
alligevel her bruger betegnelserne 7 for forskydningsspaendingen og o for nor-
malspaendingen, har det to arsager. Den vigtigste er, at vi saledes kan slippe for
indices, den anden er, at vi pa den made overholder en gammel vane.

Vi skal senere se, at det undertiden kan veere lettere at opstille udtryk for
forskydningsspaendingen pa den flade, der er vinkelret pa den, hvis forskydnings-
spaending vi i virkeligheden hellere ville have fundet, hvorefter vi kan udnytte en
symmetri af tilsvarende karakter som (6.4c).

6.2.2 Aksial og Transversal Ligevaegt

Vi gnsker at finde forskydningsspeendingerne over bjaclketveersnittet, se Fig. 6-
2.3. Fgrst bemeerkes, at pa grund af symmetrien i forskydningsspeendingerne, ma
disse veere lig med nul pa bjeelkens gvre og nedre overflader, hvilket antyder, at
det er berettiget at skitsere deres fordeling som parabellignende, som antydet pa
figuren.? Fra tidligere, se (5.39), ved vi, at aksialspsendingerne fordeler sig som
trapezer. Pa figuren er ogsa angivet den resulterende aksial- og transversallast

Y

dz dx

Fig. 6-2.3: Infinitesimalt bjeelkestykke med angivelse af
speendinger og belastninger.

pa det infinitesimale bjaelkestykke.

Det vil vise sig, at vejen frem bestar i at opstille ligevaegt efter z-aksen for
den sveaertede del af bjeelken, se Fig. 6-2.4 og Fig. 6-2.5. Forst skal vi dog udnytte
en formel fra afsnit 5.1.11, nemlig (5.40), som gengives her:

oo N M (6.5)

A 1

idet vi skriver o i stedet for oy.

9For god ordens skyld bemarkes, at vi pa nuverende stade ikke kan udelukke, at for-
skydningsspeendingen er nul mellem bjslkens over- og underside. Skulle den imidlertid ligne
en trediegrads parabel, ville den ikke kunne baere nogen last i y-retningen, hvilket ret klart
antyder, at den skitserede fordeling ma veere rimelig.

Aksial og
transversal
ligevaegt

4. september 2005 FOREL®BIG UDGAVE e (©) ESBEN BYSKOV

Kapitel 6



160 ESBEN BYskov

Differentiation med hensyn til x giver herefter:

dN dM N’ M’
do=—r—y = gle—ydo

(6.6)

/

N
do = de + y%dm

hvor meerke ()’ betegner afledet med hensyn til x, og hvor (2.24) ogsa er udnyt-
tet.

dz

Fig. 6-2.4: Bjaelkestykke med svaertet gvre del.

Inden vi kan opstille ligeveaegt for den gverste del af det infinitesimale bjeel-
keelement, er vi ngdt til at overveje, hvorledes eventuelle bjaelkebelastninger 7,
se Fig. 1-2.4, og p, se Fig. 1-3.11, er fordelt over tveersnittet, hvor det i gvrigt
vil vise sig, at fordelingen af n er szerlig vigtig for de folgende udledninger. I den

Yy GydA,dz (T +d7)b(y)
A, I oby) 1 (o +do)bly) <j
| T Ny
b(y) ‘y Tb(y) | €T ? ‘szudx
xT f -]

Fig. 6-2.5: Bjzlketveaersnit og lgsskaret gvre del af infinitesi-
malt bjalkeelement.

endimensionale bjalketeori har vi — uden at vi diskuterede dette under opstil-
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lingen af den — forudsat, at alle belastninger (og snitkreefter) virker i tyngde-
punktslinien, idet det for de endimensionale bjzlker er det eneste naturlige valg
af bjeelkeakse. Nu har vi palagt Bernoulli-Euler bjalkerne nogle ganske strenge
kinematiske betingelser, hvilket naturngdvendigt far konsekvenser med hensyn
til deres statiske forhold. Eftersom vi har udelukket, at bjaelketveersnittene de-
formerer sig i deres egen plan, kan 7 kun fordeles helt jeevnt over tveersnittet.
Vi kan derfor konkludere, at intensiteten ¢, se Fig. 6-2.5, af i er konstant, og
at dens resultant skal ligge i tvaersnittets tyngdepunkt.
Vandret ligeveegt af den lgsskarne del af bjeelken, se Fig. 6-2.5, fordrer:

0=-Tdx +/ (0 4 do)dA f/ odA + (/ qsz) dx (6.7)
A A, Ay

u

eller, nar (6.6) indfgres:

0=—Tdx+ (/A(% + y%) dA) dx + (/Auqsz) da (6.8)

dvs.
N’ Vv
T:—/dA+—/ydA+q/dA (6.9)
A Ja, I'Ja, Ay
Da:
i = Ag, (6.10)
far vi:
A S, A
T=-—"FN4+=22 —n 6.11
2 + 7 V+ i (6.11)
hvor definitionen af S,,, se (5.19b), er indfgrt. Endvidere har vi ifslge (1.8b):

N +n=0 (6.12)
hvorfor (6.11) giver:

T = %V (6.13)

6.2.3 Momentligevaegt

Vi har nu udnyttet den vandrette ligeveegt og har derfor kun to andre ligevaegts-
ligninger tilbage. Hvorvidt vi skal veelge lodret ligevaegt eller momentligeveegt, er
nok ikke umiddelbart indlysende, men imod anvendelse af den lodrette ligevaegt
taler, at vi i sa fald er ngdt til at beskeeftige os med fordelingen over tveersnittene
af den lodrette last p, hvilket faktisk er meget ngje knyttet til forskydningsspaen-
dingens fordeling, som netop er vort egentlige mal her. Altsa vil vi opstille en

Momentligevaegt
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dx
Fig. 6-2.6: Bjxlkestykke med en “fiber.”

momentligevaegt. Vi vil betragte ligeveegten af en infinitesimal del af en “fiber”
i afstanden y fra tyngdepunktslinien, se Fig. 6-2.6 og Fig. 6-2.7.

T (oy + doy)b(y)dz

(T + dT)dx
t ob(y)dy _q;(y)dydx (812225?1/)@
dy <—l <—1—qzb(y)dydw T—»
Qdy
Tdel
oyb(y)dx l
dz

Fig. 6-2.7: Infinitesimalt bjalkestykke.

Vi opstiller momentligevaegt, regnet positivt mod uret, om midtpunktet af
elementet vist pa Fig. 6-2.7:

0= +1dzQdy + 3dz(Q + dQ)dy — sdyTdx — Ldy(T + dt)dx (6.14)

Nar vi bortkaster led af hgjeste grad i de infinitesimale stgrrelser, kan vi
konkludere, at:

Q=1="v (6.15)
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dvs., at forskydningsspaendingen 7 i y-retningen bliver:

VS
(y) = — 6.16
) I b(y) (6.16)
Denne formel benaevnes ofte Grashofs formel. Grashofs formel

Heraf ses, at forskydningsspeendingen i overensstemmelse med vore overvej-
elser i afsnit 6.2.2 er nul pa overfladerne.

Egentlig er det ret heldigt, at forskydningsspeendingen er nul, hvor aksi-
alspezendingen har maksimum og omvendt, idet de fleste brudkriterier populeert
sagt pa en eller anden made vaegter disse to speendinger sammen og sammenlig-
ner resultatet med en brudstyrke.

6.2.4 Eksempler pa Beregning af Forskydningsspaendinger
Som vi gjorde det vedrgrende bestemmelse af de forskellige ordens momenter
for lineaerelastiske tveersnit, se afsnit 5.1.12, vil vi ogsa her forst behandle det
rektangulaere tveersnit.

Ex 6-1 Rektangulaert Bjalketvaersnit

y
b
[
v
h
y
z T
ih
3b 3b

|||

Fig. Ex. 6-1.1: Rektanguleert bjaelketveersnit.

For det rektanguleere bjeelketveersnit, se Fig. Ex. 6-1.1, finder vi det statiske
moment S, af det sveertede areal A,:

h/2 h 2
Su=/ ydA:/ nbdn = 1b <—> -y (Ex. 6-1.1)
A y 2

u

Ved benyttelse af formlen (Ex. 5-1.4) for rektanglets inertimoment samt
(6.16) findes nu:

r(y) =2 (1 _ (h_%f) % (Bx. 6-1.2)
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hvor A betegner rektanglets areal.

Den maksimale forskydningsspeending optraeder klart for y = 0, dvs. i tyng-
depunktslinien:

3V

Tmax — =

2 A

som viser, at den maksimale forskydningsspsending er halvanden gang den
gennemsnitlige forskydningsspeending.

(Ex. 6-1.3)

Man bgr ogsa sikre sig, at resultanten af forskydningsspeendingen er lig med
forskydningskraften V. I dette tilfeelde vil dette vaere overladt til laeseren.
Hvis leeseren imidlertid er bekendt med den kendsgerning, at arealet under
en parabel er lig med to trediedele af grundlinien multipliceret med den
maksimale ordinat, vil vedkommende kunne klare problemet uden megen
beregning.

Ex 6-2 Cirkulaert Bjselketvaersnit

Udregningerne bliver en smule mere komplicerede for det cirkuleere bjaelket-
veersnit, se Fig. Ex. 6-2.1, end for det rektangulaere, idet vi, som vi gjorde
det ved bestemmelsen af de forskellige ordens momenter for cirklen, se af-
snit Ex 5-2, benytter vinkler som variable. Her er:

Fig. Ex. 6-2.1: Cirkulaert bjeelketveersnit.

Sy = / ndA (Bx. 6-2.1)
A

u

hvor vi ved udskiftning af y med 7 og 6 med ¢ i (Ex. 5-2.1) umiddelbart
kan finde:

n = Rsinyp
dn = Rcos pdp (Ex. 6-2.2)

dA = (2R cos ¢)dp = 2R? cos® pdyp
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dvs.
/2
Su = / 2R cos® psin g dyp (Ex. 6-2.3)
0

Hvorledes man udfgrer integrationen, er noget af en smagssag, idet man
enten kan ggre det i handen eller overlade det til et af de efterhanden mange
programmer til analytisk manipulation af formler. For treeningens skyld ggr
vi det her i handen, men bemeaerker, at resultaterne er kontrolleret ved brug
af MuPAD.

Vi indfgrer hjselpevariablen ¢ ved:
(=cosp d¢=—sinpdp (Ex. 6-2.4)
hvor vi konstaterer, at:

p=0 = ( =cosb

. (Ex. 6-2.5)
hvorved:
cos 0
S, = 2R? / ¢?d¢=2R%cos’ 0 (Ex. 6-2.6)
0
hvorefter vi ved udnyttelse af (Ex. 5-2.2c) og (6.16) kan finde:
V. S. 4V 9
- = Ex. 6-2.
T=7 0 3. q2 €% 0 (Ex. 6-2.7)
dvs., at maksimum af 7 er:
4V 4V
max = 5~ o5 T 5 & Ex. 6-2.
" 3r R? 3 A (Ex. 6-2.8)

Den maksimale veerdi af forskydningsspaendingen er derfor ca. 33% hgjere
end den gennemsnitlige veerdi, hvilket er en lavere forggelse end for rektang-
let, hvor forggelsen er 50%.

Til nogle formal er det mere bekvemt at udtrykke 7 ved y i stedet for ved
0:

T g oot /) = o (1-(8)°) (e 620)

Visse regnefejl kan opdages, hvis integralet over cirklen af det fundne udtryk
for 7 ikke giver V. Ogsa her vil vi overlade denne opgave til laeseren med
en bemarkning om, at integrationen med hensyn til 6 er en del lettere end
med hensyn til y. Integrationerne bgr udfgres uathsengigt.

Medens de foregaende eksempler handlede om massive tvaersnit, vil de naeste
dreje sig om tyndvaeggede tveersnit. Det vil vise sig, at medens forskydningsspaen-
dingerne i massive tveersnit i reglen er ret betydningslgse set ud fra et styrke-
og stabilitetsmaessigt synspunkt, geelder dette ikke for de tyndfligede tveersnit,
idet forskydningsspeendingerne her er relativt store, hvorfor de kan medfgre brud
eller stabilitetssvigt.
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Ex 6-3 Tyndfliget I-Formet Bjalketvaersnit

I et tyndfliget I-profil optraeder relativt store forskydningsspaendinger, som
vi skal se. Dette skyldes, at det er den tynde krop, der beerer hovedparten
af forskydningskraften, medens flangerne stort set ikke deltager i denne
kraftoptagelse. Deres opgave er jo ogsa at optage momentpavirkning.

Yy
| i
— | Tty 4
Ay
| | 7y %hk
z €T h
[ ] Ity Y
2 X %tk T
— |-
Ly Ly

Fig. Ex. 6-3.1: I-formet bjaelketveersnit. Beregning af
forskydningsspeendinger i kroppen.

Ex 6-3.1 Forskydningsspsendinger i Kroppen

Vi vil her udnytte nogle af resultaterne fra eksempel Ex 5-1 og eksem-
pel Ex 5-4 samt (6.16). For |y| < 1h — t; er der to bidrag til S., og vi
finder:

h/2
Su = / b(n) dn
Yy

h/2=ty h/2 Ex. 6-3.1
2/ ntkdn+/ nbdn (Ex )
Y h/2—ty

= 1 (3h—t) ti — 2yt + $h%b — L (Sh— 1)’

Ved at udnytte forudsaetningen om tynde flige (Ex. 5-4.1) kan vi finde:

Sy~ Lty ((30)2 = 92) + Ltsbh
: ((2 ) ) ? (Ex. 6-3.2)
= 1 (1—3%) h*tx + 3bhts
hvor
Sy y
=~ = Ex. 6-3.
I= 55~ 0 (Ex. 6-3.3)
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Udtrykket for S, kan ogsa findes uden integration, nar man indser, at det
statiske moment af et omrade er lig med omradets areal multipliceret med
afstanden til dets tyngdepunkt:

5. = (e - 9)0) (3 (3w +9)
+ (btf) (%hk + %tf)

hvorefter indseettelse af hy, = h — 2ty giver (Ex. 6-3.1).

Vi kan benytte de netop fundne resultater sammen med (Ex. 5-4.5) og
indseette dem i (6.16):

(Ex. 6-3.4)

1—§° +4A
TR 3 1-y+44 v (Ex. 6-3.5)
2 1+ 6Af hity
hvor et relativt mal for materialemeengden i en af flangerne er:
A=t U (Ex. 6-3.6)

= hty, - hity
Integrerer man den fundne veerdi af 7 over kroppen, vil man — under hen-
syntagen til forudssetningen om tynd krop og tynde flanger — finde, at
resultatet netop bliver V', hvilket uneegtelig er ret beroligende.
Der er tre steder, hvor forskydningsspaendingernes storrelse er seerlig in-
teressant, nemlig i tyngdepunktet, hvor de er stgrst samt lig under og lige
over overgangen mellem krop og flange. Vi kan benytte de netop fundne
resultater sammen med (Ex. 5-4.5) og indsaette dem i (6.16):

31+4+44A; V
y=0: T=Tmax ¥ 5 ————= 7—
21+6Af hig,
3 44,V
—lp= = 2 2P Ex. 6-3.7
y=zh 2 14+6A; htx ( )
3 44; vV
=1ipt: =t oS 7
Yy 2%k T o 21+6Af hb

hvoraf ses, at disse forskydningsspaendinger'® er forsvindende i flangerne.
Lad os antage, at b = h og ty =~ t;. Herved kan vi fa en fornemmelse af
stgrrelsesordenen af forskydningsspeendingerne:

0 s LBV 5(3V

y=" T T hte 7\ 2 hty
12 Vv

—lpm r—m 22V Ex. 6-3.8

y=zgh: T=7 14 hix (Ex )
12 V 4

_1p+. ot o 12 e

y=zhe T=T 14 bty b

hvor faktoren 5/7 i (Ex. 6-3.8a) angiver, hvor meget den maksimale for-
skydningsspaending er reduceret i forhold til vaerdien for et rektangel med
samme mal som kroppen, se afsnit Ex 6-1.

10Grunden til at skrive “disse forskydningsspaendinger” er, at der — som vi skal se senere —
i flangerne forekommer forskydningsspeendinger i z-retningen.
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Som man ser, er kroppen ganske effektiv til at optage forskydningsspaendin-
gerne, idet de kun varierer lidt mellem tyngdepunktet og flangeundersiden,
hvilket kan vaere overraskende, nar man sammenligner med variationen i
et rektangel, se afsnit Ex 6-1, hvor forskydningsspaendingen i over- og un-
derside er nul. Denne forskel ma altsa skyldes tilstedevaerelsen af flangerne,
skont deres primsere opgave er at gge stivhed og styrke over for bgjnings-
pavirkninger.

Ex 6-3.2 Forskydningsspsendinger i Flangerne

Hele spaendingsbilledet i et I-tveersnit er meget mere kompliceret end i for
eksempel et rektangel. Alene detaillerne omkring de indadgaende hjgrner,
hvad enten de er rundede eller ej, kan ikke beskrives tilfredsstillende ved
de teorier, vi opstiller i denne bog. Det synes pa forhand klart, at der ma
optraede store tgjningsgradienter i skilleladen mellem krop og flange, hvor

o=
N[

| -——— -

Fig. Ex. 6-3.2: I-formet bjeelketveersnit. Beregning af
forskydningsspeendinger i flangerne.

kroppens forskydningsspaending skal afleveres til flangen, hvorefter den skal
spredes ud over flangen. En anden effekt bestar i, at der i flangerne optraeder
forskydningsspeendinger i z-retningen.

I afsnit 6.2 forudsattes det under udledningerne, at snittene var parallele
med z-aksen, men her skal vi altsa benytte resultater, der geelder for snit
parallele med y-aksen. Hvis man gennemgar de omtalte udledninger, vil
man konstatere, at der i afsnit 6.2.2 fgrst behandles ligevaegt af den gvre
del af et tveersnit, se Fig. 6-2.4, hvor skillelinien mellem den gvre del af
tveersnittet og resten ikke ngdvendigvis er parallel med z-aksen. Derefter
betragtedes ligeveegt af et infinitesimalt bjeelkestykke, se Fig. 6-2.7, hvor
det konstateredes, at lasten pr. arealenhed pa den gvre del i y-retningen
var den samme som lasten pr. arealenhed pa snittet parallelt med z-aksen.
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Udledningerne forudsatte, at forskydningsspeendingerne var konstante i z-
retningen, hvilket i nservaerende sammenhaeng betyder, at de antages ikke
at variere i y-retningen, hvilket er en lige sa rimelig forudsaetning. Ellers kan
udledningerne gennemfgres helt analogt med det resultat, at (6.16), idet y
byttes ud med z:

(Ex. 6-3.9)

for forskydningsspeendingen stadig geelder. Det statiske moment S, skal
stadig beregnes med hensyn til z-aksen:

Su= % +t0)((30-2)ty) (Ex. 6-3.10)
hvorved
b(1—2) V
T7(2) =3——=%—,22>0 Ex. 6-3.11
( ) 1+6Af htk - ( )
hvor
z
F= Ex. 6-3.12
Z b2 (Ex )
og
p= 2 (Ex. 6-3.13)
h
T(Z)max
-] T
4
4
4
}
* Tmax
4
4
4
4
= T
7(2) max

Fig. Ex. 6-3.3: I-formet bjeelketvaersnit. Skitse af for-
skydningsspaendinger i krop og flanger.

Maksimalvaerdien 7(2)max af 7(z) optraeder ved kroppen, dvs. for z = 0:
bV

_— Ex. 6-3.14
14+ 6A; htx ( )

T(2)max =
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At denne veerdi ikke er negligeabel, ses af, at forholdet mellem 7(2)max 0g
T er:

T(z)max _ t_k

T 2ty

(Ex. 6-3.15)
Fig. Ex. 6-3.3 viser en skitse af forskydningsspeendingerne i et I-profil.

Ex 6-4 Rgrformet, Cirkulzsert Bjalketvaersnit

Vivil her beregne de forskydningsspeendinger, der er vinkelrette pa radierne,
se Fig. Ex. 6-4.1, hvor det specifikt er forskydningsspeendingerne vinkelret
pa radien, der ligger under vinklen 6 med den negative z-akse, vi vil be-
stemme.

Fig. Ex. 6-4.1: Rgrformet cirkuleert bjselketveersnit.

Vi kan her benytte argumenter som dem, der i afsnit Ex 6-3.2 benyttedes i
forbindelse med udledningen af formlen (Ex. 6-3.11) for forskydningsspeen-
dingen 7(2) i flangen. Vi vil her antage, at forskydningsspeendingerne ikke
varierer med radien, og at de star vinkelret pa radien. Atter har vi, at form-
len (6.16):

Su
() =7 m

<

(Ex. 6-4.1)

for forskydningsspesendingen 7 geelder.

Vi skal derfor bestemme det statiske moment S, af det skyggede areal samt
tolke betydningen af bredden, der tidligere kaldtes b(y). Fra afsnit Ex 5-5
har vi formlen (Ex. 5-5.1):

=2 (R =) (Ex. 6-4.2)

Til bestemmelse af det statiske moment S, skal vi kende arealelementet dA.
Med de pa Fig. Ex. 6-4.1 angivne betegnelser er:

dA = pdpdp (Ex. 6-4.3)
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og ordinaten n bliver:

n = psingp (Ex. 6-4.4)
dvs.
©—6 rR
su= [ waa= [ [ osine)pdodp)
Ay 0 r
o s (Ex. 6-4.5)
:/ sincpdap/ p2dp
0 T
hvorved:
Su = %(R3 - rg) cos (Ex. 6-4.6)

I stedet for tykkelsen, der tidligere kaldtes b(y), skal vi indfere rgrets vaegtyk-
kelse t, hvor:

b(y) ~t=R—r (Ex. 6-4.7)

hvorved

7':i (R377~3) ! cos(0)V Ex. 6-4.8
3 (R*—r*) (R—7) ©) (Bx. 645)

som efter en elementaer omskrivning giver:

4 (R2 +Rr+r2)

T = 3_71' W COS(@)V (EX 6—49)
Arealet A af rgrvaeggen:
A=r(R*-r?) (Ex. 6-4.10)

kan benyttes til at omskrive (Ex. 6-4.9):

4 (R2 + Rr + 7'2)

T=s—r———2
5 ()

Som det fremgar af (Ex. 6-4.9) og (Ex. 6-4.11), optraeder de maksimale

forskydningsspeendinger Tmax for 8 = 0, dvs. ved z-aksen, hvilket vel synes
ret indlysende:

cos(@)% (Ex. 6-4.11)

(R®+Rr+1°) Vv

w4
Hvis rgrets tveersnit optog forskydningskraften ved en konstant forskyd-
ningsspaending Tjevn, hvor:

Tjaovn = % (Ex. 6-4.13)

4
Tmax = 3
3

(Ex. 6-4.12)

ser vi, at den maksimale forskydningsspsending Tmax er en faktor k stgrre
end den jevnt fordelte, hvor:
4 (R2+Rr+r2)

k= 3 W —s 2forr — R (EX. 6—4.14)
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Den stgrste forggelse af den maksimale forskydningsspeending i forhold til
den jevnt fordelte optreeder netop for r — R.

Indfgres vaegtykkelsen t = R—7 i (Ex. 6-4.12), og reckkeudvikles med hensyn
til ¢, findes:

Tmax A 2 <1 -1 <%>2> % + 0 ((t/R)?) (EBx. 6-4.15)

som ogsa viser, at k er stgrst for t — 0.
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Kapitel 7

Plastiske Tvaersnit

7.1 DMaterialet

Ved analyser af beerende konstruktioner er det altid ngdvendigt at foretage for-
enklinger af de fysiske (konstitutive) betingelser, si man far en materialemodel,
der bade er nogenlunde realistisk og beregningsmaessigt bekvem.

7.1.1 Indledende Overvejelser

Ingen materialer er stift-plastiske, medens nogle med rimelig tilnsermelse kan
siges at veere lineserelastisk-idealplastiske, se Fig. 7-1.1. Hvis vi ud over dette,

o M

A A

+oy +

+My
Forste fiberflydning -1/

/- Forste fiberflydning
-+ —oy - - = + —My

Fig. 7-1.1: Arbejdslinien for “fibrene” og et bjaelketveersnit af
et lineaerelastisk-idealplastisk materiale, hvis positive og nega-
tive flydespeendinger numerisk set er lige store.

se den venstre delfigur af Fig. 7-1.1, forudsaetter Bernoulli-Euler hypotesen om
plane tveersnit, der forbliver plane og vinkelrette pa bjalkeaksen efter en de-
formation, vil moment-krumningstgjningsrelationen for et rektanguleert tveer-
snit se nogenlunde ud som vist til hgjre pa Fig. 7-1.1. Under antagelsen om
at aksialkrzefterne er meget begraensede i storrelse, vil vi med god tilnzermelse
kunne benytte den forenklede moment-krumningstejningsrelation, der er vist pa

Ingen
stift-plastiske
materialer, men
alligevel

Forenklet
moment-krum-
ningstgjningsre-
lation
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Stift-
idealplastisk
materiale

Flydelast

Flydemoment
My

+My

4 My

Fig. 7-1.2: Tilnsermet moment-krumningstgjningsrelation
for et tveersnit bestaende af linezerelastisk-idealplastiske “fi-
bre,” som har samme flydespaending i track og tryk.

Fig. 7-1.2. Senere vil vi benytte en yderligere forenklet moment-krumningstgj-
ningsrelation, nemlig den stift-idealplastiske, der er vist pa Fig. 7-1.3.

7.1.2 Stift-Idealplastisk Materiale

Begrundelsen for anvendelse af denne meget enkle moment-krumningstgjnings-
relation er, at flydelasten, som ogsa kaldes grenselasten (pa engelsk: limit load),

M

A

+My -

_MY

Fig. 7-1.3: Moment-krumningstgjningsrelation for et tveer-
snit bestaende af stift-idealplastiske “fibre” med samme traek-
og trykflydespaending.

af en bjaelke eller en ramme af et linezerelastisk-idealplastisk materiale i overens-
stemmelse med Fig. 7-1.2, som vi skal se senere, viser sig at veere den samme
som den, der findes ved antagelse af moment-krumningstgjningsrelationen fra
Fig. 7-1.3.

Hvad enten man benytter den ene eller den anden af de ovenfor omtalte ma-
terialemodeller, er flydemomentet My, som generelt set er forskelligt for positive
og negative krumningstgjninger, en materialeparameter. Nar flydemomenterne

1Flydelasten er den last, der bevirker, at bjeelken eller rammen bliver bevaegelig og derfor
er den stgrste last, konstruktionen kan bzere.
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er forskellige, betegnes de M{/“ for positive henholdsvis M. }(7) for negative krum-
ningstgjninger, hvor savel My’ som My betegner numeriske verdier.

7.2 Flydeled og Virtuelt Arbejde

Nar momentet har antaget flydeveerdien, enten M}(ﬁ eller Mx(;), er der dannet
et flydeled, som kan opfattes som et almindeligt charnier,? men med den forskel,
at det under videre belastning preesterer et bgjningsmoment, der er lig med
flydemomentet. Ved benyttelse af de virtuelle flytningers princip skal der saledes
medtages et indre virtuelt arbejde i de enkelte flydeled, se senere. Af hensyn
til dette brug, vil vi undersgge det virtuelle arbejde i et flydeled. Det kan veere

My
My ‘\X
< ’,/ \/\ w
A

Fig. 7-2.4: Et lille bjeelkestykke udsat for flydemomentet My .

instruktivt at betragte et lille bjaelkestykke af leengde A udsat for flydemomentet
My, se Fig. 7-2.4. Den hgjre ende underkastes en virtuel rotation dw i forhold til
den venstre ende, hvor vi har valgt, at dw gar i samme retning som momentet pa
hgjre ende, dvs. ¢ samme retning som den virkelige rotation w, der er fremkaldt
af My.

Nar den gensidige virtuelle rotation af hgjre ende i forhold til venstre ende
er dw, er det ydre virtuelle arbejde dA,:

§A, = Mydw > 0 (7.1)

og det indre virtuelle arbejde d A;:

A

0A; = lim </ M(s)énds) = Méw (7.2)
A—0 0

hvor bgjningskrumningen som saedvanligt er betegnet x. Da det ydre virtuelle

arbejde er storre end 0, er det indre virtuelle arbejde det ogsa.

Hyvis vi ikke alene koncentrerer vor opmaerksomhed om selve flydeleddet, men
ogsa inddrager de tilstédende bjalker, bliver situationen noget mere kompliceret,
se Fig. 7-2.5. Nu burde der tegnes 4 momenter som vist pa figurens venstre del. Vi
kan her benytte et kneb, der bestar i kun at tegne de to momenter, der angriber

2Fra fransk charniére. P4 dansk benyttes bade charnier og charniere — som det ses, den
sidste udgave ssedvanligvis uden accent grave pa dansk.

Flydeled
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y My My My My

) () (. =

Fig. 7-2.5: Flydeled og tilstgdende bjaelker.

de tilstoédende bjeelker, se figurens hgjre del, og udelade de to momenter, der
reelt pafores flydeleddet. Dette medforer tilsyneladende en komplikation, idet vi
nu skal regne flydemoment og gensidig rotation med modsat fortegn for at fa den
korrekte veerdi af det indre virtuelle arbejde i flydeleddet. Nar komplikationen
kan betegnes som tilsyneladende, skyldes det, at med et virtuelt flytningsfelt,

Fig. 7-2.6: Moment-krumningstgjningsrelation for et tveer-
snit bestaende af stift-idealplastiske “fibre” med samme traek-
og trykflydespeending.

der i et flydeled medfgrer en gensidig rotation, der har samme fortegn som den
reelle gensidige rotation, er det indre virtuelle arbejde i flydeleddet altid positivt,
se ogsa Fig. 7-2.6.
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