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FORORD

Neerveerende leerebog er skrevet med henblik pa undervisningen i linezer svingningsteori
pa konstruktionsliniens 8. semester pa Aalborg Universitetscenter. Det pagzeldende
kursus danner grundlaget for efterfslgende undervisning i ikke-linezr svingningsteori
og stokastisk svingningsteori, hvilket har pavirket fremstillingens form. Det er saledes
tilstreebt at preesentere alle gensvar i form af integraltransformationer af pavirkningen
(Duhamels integral), hvilket reprassenterer en bekvem formulering i stokastisk sving-
ningsteori. Manuskriptet er renskrevet af assistent Lene Sgrensen, assistent Solveig
Hesselvang og overassistent Kirsten Aakjeer. Tegningerne er udfsrt af teknisk assistent
Norma Hornung. Alle takkes for veludfgrt arbejde.

Aalborg Universitetscenter, juni 1991
Sgren R. K. Nielsen
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1. INDLEDNING

Svingningsteori har til formal at bestemme bevegelsen eller bevegelsesgensvaret af
et massesystem som fglge af tidsvarierende ydre eller indre kreefter pa systemet.

Bevaegelsen fastleegges ved et szt tidsvarierende koordinater x(t)T = [z;(¢),...,
zn(t)] 1 et n-dimensionalt bevaegelsesrum. T som gvre index betegner transpone-
ring. Vektorfunktionen x(t) fastleegger konstruktionens tilstand til ethvert tids-
punkt. Ud fra denne kan man i princippet beregne flytninger, spzendinger, tgj-
ninger etc. overalt i konstruktionen. Koordinaterne [z1(%),...,zn(t)] betegnes
konstruktionens frihedsgrader. Jo flere frihedsgrader konstruktionen tildeles, jo
mere ngjagtigt kan bevaegelsen af denne beskrives.

Afheengig af frihedsgradsantallet, kategoriseres konstruktionen som et 1 friheds-
gradssystem, nar n = 1, som et multifrihedsgradssystem, nar 1 < n < oo, og som
et kontinuert system, nar n = co. 1 og multifrihedsgradssystemer betegnes samlet
diskrete systemer.

Man skelner mellem lineere systemer og ikkelineere systemer, for hvilke bevze-
gelsesligningerne er henholdsvis linezere og ikkelineaere. I det fglgende behandles
udelukkende linezere systemer. For linezere systemer gaelder superpositionsprincip-
pet.

En bevaegelse siges at vaere harmonisk, hvis den kan skrives

x(t) = A cos(wt — ¥) (1-1)

hvor A € R" er en tidsuafthaengig amplitudevektor.

(1-1) indebzerer, at alle komponenter z1(t), z2(t), ... beveeger sig med samme cykls-
ske frekvens w og samme fase ¥. Forholdet mellem disse er tidsuathaengig. Saledes
er

xl(t) . ﬁ . _
__Ig(t) =4, konstant 1-2)

Specielt er samtlige komponenter lig 0 til samme tidspunkt.
I stedet for (1-1) vil vi undertiden benytte fglgende komplekse notation
x(t) = Re(Be'!) = Re(B) coswt — Im(B)sinwt, BecC" (1-3)

Re (-) og Im (-) betegner realdelen og imagineerdelen af et komplekst tal. C er de
komplekse tals legeme.

(1-3) er en mere generel definition pa en harmonisk bevaegelse, for hvilken (1-2)
ikke ngdvendigvis er opfyldt, ligesom komponenterne ikke ngdvendigvis er lig 0
samtidig. Dette indebzrer, at de enkelte komponenter z;(¢) er forbundet med
forskellig fase. Pa komponentform kan (1-3) skrives

zi(t) = Ajcos(wt — ;) , 1 =1,...,n (1—4)
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hvor

A;cos¥; = Re(B;)
=
A;sin¥; = —Im(B;)

Ai = (Re(B))? + (Im(B))?)? = By, i=1,...,n (1-5)
. Im(B;) _
tan@;———ﬁ;@,z—l,...,n (1-6)

Alle komponenter af bevagelsen (1-3) bevager sig harmonisk med samme cykliske
frekvens w, men med forskellige faser ¥;. Den komplekse notation giver saledes
mulighed for at beskrive en faseforskydning mellem komponenterne.

En beveegelse siges at veere periodisk, hvis

dT € Ry Vte Ry : x(t+T)=x(t) (1-7)

Det mindste tal T for hvilket (1-7) er opfyldt betegnes perioden. Perioden angiver
det korteste tidsinterval indtil bevaegelsen har gentaget sig.

Antallet af gentagelser pr. tidsenhed betegnes svingningsfrekvensen, defineret ved

f=7 b =H) (1-8)

Den cykliske svingningsfrekvens kan skrives

2r
W= [rad/s] (1-9)

Ved at erstatte t med ¢t + T i (1-1) eller (1-3) ses, at en harmonisk bevagelse er
periodisk med perioden T' = 27,

Periodiske bevzegelser kan udvikles i en ligeligt konvergent Fourierraekke af har-
moniske delbevaegelser, se appendiks A.
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2. SVINGNINGER AF SYSTEMER AF 1 FRIHEDSGRAD
2.1 Udzempede egensvingninger af 1 frihedsgradssystemer

T

Udeformeret mg XOJXJT:H < - k(X+X5)\ x(t),x(t),x(t)

tilstand

mg
Statisk lige— mg
vaegtsposition
t=0 t>0 t>0

Figur 2-1: Egensvingninger af linesert udeempet system af 1 frihedsgrad. a) Ude-
formeret tilstand. b) Statisk ligeveegtstilstand. c) Begyndelsestilstand. d) @je-
blikkelig tilstand. e) Fritskaret masse.

Figur 2-1 viser et deempningsfrit sysfem af 1 frihedsgrad med en punktformig
masse m ophengt 1 enden af en masselgs, lineaerelastisk fjeder med fjederstivheden
k. Systemet kan kun bevzege sig i lodret retning, og har herved kun 1 frihedsgrad.

Fg¢r massen ophanges i fjederen, har denne en vis udeformeret leengde (figur 2-1a).
Tyngdekraften mg pa massen forleenger fjederen med bidraget z,, der fastlegger
den statiske ligevegtstilstand (figur 2-1b). Frihedsgraden z(t) regnes positiv nedad
fra ligeveegtstilstanden. Den statiske ligevaegtstilstand er da karakteriseret ved
2 = .

Hastigheden z(t) og accelerationen £(t) regnes positiv i samme retning som z(t).
Til tiden t = 0 bibringes systemet et szt begyndelsesbetingelser (figur 2-1c).

[2(0), 2(0)] = [0, Zo] 2-1)

Systemet overlades herefter til sig selv, og udfgrer herved svingninger med tyngde-
kraften mg som eneste ydre belastning (figur 2-1d). Opgaven er nu at bestemme
bevaegelsen z(t) for t > 0, saledes at begyndelsesbetingelserne (2-1) opfyldes.

Den generelle metode ved opstilling af bevagelsesligninger er
1. Massen skeeres fri.

2. Alle ydre kreefter og indre kraefter (in casu: tyngdekraften mg og fjeder-
kraften k(z + :c,)) pafgres som ydre krefter regnet positiv som z.

3. Newtons 2. lov anvendes pa den fritskarne masse.

Newtons 2. lov giver, se figur 2-1e
mi =mg — k(z + z,) (2 ~8)
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Hgjresiden af (2-2) angiver summen af alle kraefter pa den fritskarne masse regnet
positive efter frihedsgraden z.

Deformationen z, i den statiske ligeveegtstilstand er givet ved

mg = kz, (2-3)

Af (2-2) og (2-3) felger

mi + kz =0 (2-4)

Af (2-4) ses, at tyngdekraften udgar af beveegelsesligningen. Dette gaelder for
vilkarlige systemer, nar fglgende betingelser er opfyldt:

1. Bevaegelser males ud fra den statiske ligeveegtstilstand.
2. Systemet er lineaert.

Omvendt, nar disse betingelser er opfyldt, kan bevagelsesligningerne formelt op-
stilles ved at ignorere tyngdekraften.

Eksempel 2-1:

Mailes flytningen z(t) i stedet ud fra den udeformerede tilstand pa figur 2-1a, bliver bevaegel-
sesligningen

mz + kz = mg (2-5)
(2-4) skrives

itwiz=0 (2 -6)

hvor

w0=\/§ 2-17)

Den fuldsteendige lgsning til (2-6), der opfylder begyndelsesbetingelserne (2-1), er
givet ved

z(t) = zg coswpt + | sinwgt, t>0 (2-28)
Wo

(2-8) kan skrives pa formen

z(t) = Acos(wot — ¥) (2-9)



hvor
AcosW¥ = zg
i
Asin? = 22 }
Wo
9, (Zoy\2\32
A=(:c0+(w—0) ) (2 - 10)
tan ¥ = ;” (2 —11)
oWo

Ved sammenligning af (2-9) og (1-1) ses, at (2-8) og (2-9) beskriver en harmonisk
bevaegelse med den cykliske egenfrekvens wy givet ved (2-7), og amplituden A givet
ved (2-10).

Egensvingningsperioden bliver

Th=— = 9% % (2—12)

Egensvmngningsfrekvensen bliver

1 1 1 [k
fo—:l:c:—Z—Trf-'-’o—2—?r ey (2 -13)

For de fleste bygningskonstruktioner gelder for laveste egenfrekvens f; ~ 0.2Hz —
2.0H z, hvor nedre grzense i det anfgrte interval geelder for relativt hgje og slanke
konstruktioner.

Eksempel 2-2: Torsionsegensvingninger af svinghjul
e

= My

Stalstang _ | d

0 |

Data: (= 2.00m
d= 0.50cm N
G= 0.B-10%%y (g

___E )
) 2(1+v)
Figur 2-2: Torsionssvingninger af svinghjul.



Et svinghjul er opheengt i en fastindspzendt cirkulaer cylindrisk stalstang med diameter d og
lzengden [. Stdlstangen antages masselgs og linezr elastisk med forskydningsmodulet G. Det
er observeret, at svinghjulet udfgrer 10 svingninger i lgbet af 30.2s. Opgaven er at bestemme
hjulets masseinertimoment J.

For det fritskdrne svinghjul geelder impulsmomentsztningen

J8 = —M,(= T alle ydre momenter 1 retning af §) (2 —14)

For den fritskdrne stalstang geelder fri vridning (St. Venant torsion)

_ GIU

M, = =8 (2 — 15)

hvor I, = Zd* er den cirkulsere stilstangs vridningsinertimoment.

Af (2-14) og (2-15) fglger

f+uwif=0 (2 — 16)
hvor
Da

To = ‘%g =3.02s= wp = ;—: = -3—2-(% = 2.081s7!

findes af (2-17)

_ m 0.8-10'! - (0.005)*

- = 0.567 kg m?
32 2.0812 -2.00 g

Af (2-4) fglger ved multiplikation med &

(mi+kz)t =0 =

dl ., 1, 5\
T+U=0 (2-18)
hvor
1 .,
T=§mx (2-19)

U = %kmz (2 —20)
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T er den kinetiske energi og U er den potentielle energi. (2-18) viser, at den
mekaniske energ: af systemet er konstant. Dette er en fglge af, at systemet er
deempningsfrit.

(2-18) kan i visse tilfeelde med fordel anvendes til opstillingen af bevagelseslignin-
gen for udeempede systemer af 1 frihedsgrad.

Eksempel 2-3: Rotationsegensvingninger af trisse

k

N—WWWWY

asl

mg
Figur 2-3: Rotationssvingninger.

Figur 2-3 viser et rotationssymmetrisk legeme bestaende af en cirkulzr cylinder med radius
r1, der forlzenges i en anden cylinder med radius rz. Til cylinderen med radius r; er fzestnet
en ustrakkelig snor med en punktformig masse m i den anden ende. Til cylinderen med
radius ry er ligeledes fzestnet en ustraekkelig snor, der faestner sig til en linezer elastisk fjeder
med fjederstivheden k i den anden ende. Legemet kan kun udfgre rotationssvingninger om
symmetriaksen. Legemets masseinertimoment om denne akse er J. Opgaven er at opstille
bevzaegelsesligningen for systemet, og bestemme den cykliske egenfrekvens.

Opgaven lgses ved (2-18). Idet @ angiver rotationen af systemet fra den statiske ligevaegtstil-
stand, findes

; 1 ;
T= %.w2 + 5m(rla)2 (2-21)
1 2
Heraf
d 1 '2 1 - 2 1 2
—(= - [} —k(ra8 =0
dt(zJG +2m(r1 ) +2 (1'2 ) ) =

((J+mr)f+kr28)6=0 =

(J+mr2)d 4+ kr28 =0 (2 —23)
Heraf fglger
kr?
wp = 2 (2 - 24)

J + mr?
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2.2 Fjedersystemer

Undertiden er systemets fjedervirkning opnaet ved kombination af enkeltfjedre.
Det har derfor betydning at kunne beregne fjederkonstanten k for erstatningsfje-
deren, der ekvivalerer det samlede systems virkning.

Figur 2-4: Seriesystem.

Figur 2-4 viser et seriesystem af fjedre med fjederkonstanterne ki,...,k,. Mas-
sen m pavirkes af kraften f og far herved flytningen z. Samtidig far fjedrene
forleengelserne z,,...,z,.

Kraften er f i alle fjedre, i.e.

f=kzy =" =knpzy (2 —25)

Den samlede forlaengelse z er lig summen af delforlzengelserne af fjedrene. Ved

(2-25) findes
n n f n 1
J:=Z:Bg=z;k-_-=( k_:)f (2 —26)

Heraf fglger, at seriesystemet er akvivalent med en erstatningsfjeder med fjeder-
konstanten bestemt af '

i w==1
E=Z‘k‘- (2 - 27)
i=1

R R R R T

Figur 2-5: Parallelsystem.
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Figur 2-5 viser et parallelsystem af fjedre med fjederkonstanterne k,,...,k,. Alle
fjedre far samme forleengelse £ som massen m. Kraften i fjeder 7 bliver f; = k;z.
Summen af disse ma akvivalere den ydre kraft f. Herved

f=d fi=) b= (Zk;)x =
=1 =1

1=1

k=) ki (2 - 28)
=1

Erstatningsfjederen for et vilkarligt fjedersystem bestemmes ved, at man trinvist
erstatter alle delsystemerne af fjedre i serie- eller parallelforbindelse med hver sin
erstatningsfjeder, indtil et akvivalent globalt serie- eller parallelsystem af erstat-

ningsfjedre er opnaet. Det samlede systems erstatningsfjeder findes derneest af
(2-27) eller (2-28).

Eksempel 2-4:

kg

— WM — [—=

SN
5

— W —— S

ky
Figur 2-6: Fjedersystem.

Figur 2-6 viser et fjedersystem, hvor parallelforbundne fjedre med stivhederne k; og k2 eri
serie med en fjeder med stivheden k3.

Erstatningsfjederstivheden kg for parallelsystemet bliver ved (2-28)

ko = k1 + ko (2 - 29)

Stivheden k af erstatningsfjederen for det samlede system bliver herved

k= ——— (2 - 30)
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2.3 Grundligning for daempede, tvungne svingninger

LLLLL L L L L LA

k [+] Dempningselement :
e : e —Ff —*d— -—E_ﬁijgztjigtstilstand
- x(t).x(t),x(t) m
» |
f(t)

Figur 2-7: Tvungne daempede svingninger af 1 frihedsgradssystem.

Dempning, dvs. omdannelse af mekanisk energi til varme, er altid til stede som
fglge af dissipation i materialet, friktion i samlinger, plastiske deformationer mm.
For at ggre modellen mere realistisk tilfgjes derfor et deempningselement til sy-
stemet, der forbindes til massen m parallelt med en linezert elastisk fjeder med
fjederstivheden k, se figur 2-7. Al energidissipation i systemet sker i dempningse-
lementet.

De ydre kreefter pa massen m udggres af tyngdekraften mg og den tidsvarierende
kraft f(t). f(t) regnes positiv i samme retning som frihedsgraden z, der vazlges
som udbgjningen fra den statiske ligevaegtstilstand, se figur 2-7. Som naevnt i afsnit
2.1 kan vi herved formelt se bort fra tyngdekraften ved opstillingen af systemets
bevzegelsesligning,.

Massen skeeres fri, og samtlige indre og ydre kreefter pafgres som ydre belastning
pa denne. Dzmpningselementet giver anledning til dempningskraften f; pa den
fritskarne masse, der regnes positiv i samme retning som fjederkraften kz, se figur

2-7.

Bevaegelsesligningen fglger nu ved anvendelse af Newtons 2. lov pa den fritskarne
masse

mi = f(t) —kz — fa =

mi + kz = f(t) — fa (2-31)

Ved multiplikation af (2-31) med z findes ved (2-19), (2-20)

(mz + kz)z = f(t)z — faz =

d (%m:i:? 4 %kxﬂ) = f(t)idt — faidt =

d(T +U) = f(t)idt — faidt (2-32)
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hvor den kinetiske energi T er givet ved (2-19), og den potentielle energi U er givet
ved (2-20).

Antag midlertidigt, at f(¢) = 0. (2-32) kan da skrives
) d
fdxz—EE(T-i'U) (2—33)

Hgjresiden af (2-33) angiver tabet i mekanisk energi pr. tidsenhed. Fglgelig er fya
lig energien, der pr. tidsenhed dissiperes bort som varme.

fa(t) kaldes dissipativ, hvis det for enhver hastighed z af systemet geelder

fag >0 (2 — 34)

Nar (2-34) er opfyldt, sker der i henhold til (2-33) et stadigt tab af mekanisk energi.
(2-18) fremkommer af (2-33) for f4(t) = 0.

For at lgse (2-31) kraeves en konstitutiv ligning fs = fi(z,z), der specificerer
deempningskraftens afhesengighed af « og &. Eksempler pa dissipative deempnings-
modeller er

fd=CIi3,C>O . (2'—35)
fi=czl|z|, ¢>0 (2 —36)
fd=C|%.l,C>0 (2—37)

Daempningsmodellerne (2-36) og (2-37) er ikkelineere. En fordobling af hastighe-
den & medfgrer ikke en fordobling af deempningskraften. (2-36) forekommer ved
svingninger af massen i en stillestdende veeske. (2-37) betegnes Coulombs demp-
ningsmodel. Denne beskriver friktionskraften ved vandrette beveaegelser af massen
pa et tgrt underlag.

Modellen (2-35) er linezer. (2-35) betegnes den lineert viskose dempningsmodel.
I modsatning til de ikke-linezere modeller fgrer denne til analytisk tilgengelige
beveegelsesligninger. Vi skal i det fglgende udelukkende forudszette lineser viskos
deempning. Konstanten ¢ i (2-35) betegnes dempningskonstanten.

Ved indseetning af (2-35) i (2-31) findes bevaegelsesligningen
mi+cz+kr=f(t),t>0 (2-38)

der skal lgses med hensyn til begyndelsesbetingelserne

z(0) = zo , 2(0) = Zo (2 —39)
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Antag z(t) er periodisk med perioden T'. Ved integration af (2-32) over en periode
findes

T 3 T
/0 F@)a(t)dt — /ﬂ fa(B)a(t)dt = [%mi:z(t)-’r- %kﬁ(t) 0 (2 - 40)
Da z(0) = z(T) og #(0) = #(T) er hgjresiden af (2-40) lig 0. Fylgelig geelder
E, = E (2 —41)
hvor
T
E, = /.' F(B)a(t)dt (2 - 42)
T
Ba= [ fayi(oi (2 - 43)

E, angiver arbejdet, som den ydre kraft udfgrer pa systemet i Igbet af 1 periode.
E,; er energien, som systemet dissiperer i lgbet af en periode. For periodiske
bevaegelser er det ngdvendigt, men ikke tilstraekkeligt, at (2-41) er opfyldt.

Qv

Figur 2-8: Hystereseslgjfe for deempningskraft i periodisk bevagelse.

Optegnes grafen for sammenhzengende veerdier af f;(t) og z(t) med tiden ¢ som
parameter, fas i tilfeelde af en periodisk bevaegelse en lukket kurve, en sakaldt
hystereseslgjfe, se figur 2-8. E; er abenbart lig stgrrelsen af det skraverede areal

pa figuren.

2.4 Linezrt viskos dempede egensvingninger af system af 1 frihedsgrad
Bevagelsesligningen fglger af (2-38) for f(¢) = 0. Efter division med m fremkom-
mer ligningen

£+2ngi+u§x =10 . 310 }

2—-44
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wo er den cykliske egenfrekvens ved udeempede egensvingninger, givet ved (2-7).

Parameteren ( defineres abenbart ved

c
2 = — =
CWO m

(2 — 45)

Karakteren af lgsningen til (2-44) afhzenger af stgrrelsen af (. Det er umiddel-
bart klart, at {( € [0,00[. Der fremkommer fglgende lgsninger for de kvalitativt
forskellige omrader af ¢

1. ( =0 : Dempningsfrit system
Bevaegelsen er givet ved (2-8)
2. ( €]0,1[ : Underkritisk dempet system

z(t) = e~Swol | oo cos(\/l — Czwgt) -+ 3::;—-{-\/5‘1—_0_——? sin(\/l - C2wgt) , 120

(2 — 46)
3. ( =1 : Kritisk dempet system
z(t) = e™“*[zo + (&0 + wozo)t] , 1 >0 (2 —47)
4. ¢ €]1,00[ : Overkritisk dempet system
z(t) = Ae(—¢HVEE—Dwot 4 pBe(=C=/¢?~1)wot (2 — 48)
hvor
4= o 4 ({ 4+ v/(? = )wozo
oVt (2-49)
—49
B —&0 — (¢ = V/(* = 1)wozo

2we4/C? -1

Udtrykkene (2-46), (2-47), (2-48) eftervises ved indsztning i (2-44).
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Den kritiske verds af dempningskonstanten ci er den veerd af ¢, der indsat i (2-45)
giver ( = 1. Heraf

ek = 2Vkm (2 - 50)
Af (2-45) og (2-50) fglger heraf

(=— (2-51)

¢ er saledes forholdet mellem den aktuelle veerdi af deempningskonstanten og den
kritiske veerdi af deempningskonstanten. Af denne grund anvendes betegnelsen
dempningsforholdet for (.

Xy=Acos ;&T (\AI_A\ /'P{( i

'—A’l fo———=

Figur 2-9: Bevaegelse af underkritisk deempet system.

Bevaegelsen af et underkritisk deempet system kan skrives, se (2-46)

z(t) = Ae™“** cos(y/1 — Cwot — ) (2-52)
hvor

AcosV¥ =z

Asiny = Fotlwodo o=

L:Jo\/]. —C“',

1
i = (:cﬁ + (—-——Z‘; +,—1C‘f’z;’ )2) (2 -53)
il = 8 F %0 (2 — 54)

:rowo\/l - CZ
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Bevaegelsen (2-52) er ikke-periodisk pga. faktoren e~¢“°*, der bevirker, at sving-
ningsamplituden aftager med tiden. Den dempede egensvingningsperiode Ty defi-
neres som perioden af den harmoniske faktor i1 (2-52), hvorved

2
;. (2 — 55)

wo/ 1- C 2
Ty er abenbart tidsintervallet mellem 2 pa hinanden fglgende krydsninger af z(t)

af tidsaksen 1 opadgaende retning.
‘Den dempede cykliske egenfrekvens defineres ved

wd=2—ﬂ=wo\/1—g’2 (2 - 56)

Ty

Til et givet tidspunkt ¢ er beveaegelsen givet ved (2-52). En daempet svingningspe-
riode senere er bevagelsen givet ved

z(t + Ty) = Ae ¢“o0+T) cos(1/1 — C2wp(t + Ty) — ¥) = e~ Teg(t) =
M = e~ SwoTa _ ¢

) = exp (—2w—m)

I det sidste udsagn af (2-57) er (2-56) benyttet. Af (2-57) fglger, at hvis bevacgelsen
til et givet tidspunkt ¢ er z(t), er beveegelsen til tiden ¢+ 7T; mindsket med faktoren

exp(—21rﬁcxz), uafhaengig af tidspunktet ¢.

Det logaritmiske dekrement § defineres ved

(2 - 57)

(=2 N9 ¢ _
5_1n($(t+Td))_2 v (2 - 58)

hvor (2-57) er benyttet. Af (2-58) fglger, at ( og 6 er ensbetydende mal for
deempningen i1 et underkritisk deempet system.

Ved et egensvingningsforsgg maler man beveegelsen af konstruktionen som vist pa
figur 2-9. Pa grafen bestemmes tidsintervallet T; mellem 2 pa hinanden fglgende
krydsninger af tidsaksen i opadgaende retning. Dernzest males udsvingene A4; og
A, med indbyrdes tidsinterval T;. Herved

§=lZt (2 - 59)

(= 2 (2 - 60)
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Den udampede cykliske egenfrekvens wy bestemmes endelig af (2-56)
2r

o= Ty/1— (2

Ved et egensvingningsforsgg er herved demonstreret, hvorledes parametrene i dif-
ferentialligningen (2-44) kan identificeres.

(2 -61)

Xt
i (t) L, %,>0

x,<0
Figur 2-10: Beveegelser af kritisk deempet system.

Figur 2-10 viser det kvalitative forlgb af graferne for beveegelser af et kritisk daem-
pet system med begyndelsesflytningen zq > 0, og hvor ¢ > 0,29 = 0 og z¢ < 0.
Ved analyse af (2-47) ser man, at beveegelserne for o < 0 krydser tidsaksen en
enkelt gang. For £o = 0 haves et monotont aftagende forlgb af z(¢) mod greense-
veerdien 0. For ¢ > 0 antager z(t) en maksimumsvaerdi stgrre end zo, og aftager
herefter monotont mod 0. Der forekommer saledes ingen krydsning af tidsaksen
for zop > 0A 2o 2 0.

N x(t)
A \\ Ae (—(4' sz —1)610t
Vv
\\ X(t)

%7 A\““- :

=

/™ pe (-¢-VEFT) oyt

Bl
Figur 2-11: Bevaegelse af overkritisk deempet system.

Figur 2-11 viser bevaegelsen af et overkritisk deempet system med begyndelsesbe-
tingelserne zo > 0 A 2o > 0. I dette tilfeelde fglger af (2-49), at A > 0 og B < 0.
Delbeveegelserne i (2- 48) er vist stiplet i figur 2-11. z(¢) fremkomimer ved addition
af disse. Da (—C+ /(% — 1)wo > (—( — /(% — 1)wp klinger den sidste komponent
i (2-48) hurtigere bort end den fgrste komponent. Fglgelig haves det asymptotiske

forlgb z(t) xx Ael=¢+V¢*—Dwot som ogsa fremgar af figur 2-11.
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Langt de fleste bygningskonstruktioner er underkritisk deempede. Typisk er (

af stgrrelsesorden 0.005 - 0.015. Konstruktioner med ¢ < 0.02 betegnes svagt
dempede.

2.5 Tvungne harmoniske svingninger af system af 1 frihedsgrad

Kk e statisk ligevagtsiilstand
E kx |ex
s x_xx— e

f(t)=|F|cos(wt —a)

Figur 2-12: Tvungne harmoniske svingninger af linezert viskos deempet 1 friheds-
gradssystem.

Den dynamiske del af den ydre kraft f(¢) antages harmonisk varierende i tiden,
dvs.

f(t) = Re(Fe™") (2 —62)

F er en kompleks amplitude givet ved

F = |Fle~*® (2-63)

(2-62) kan herved skrives
f(t) = |F| cos(wt — a) (2-64)

|F'| er saledes amplituden og a fasen af den harmoniske belastning,.

Efter division med m antager (2-38), (2-39) herved formen

m

i+ 2woz +wiz = Re(Eei“’t) , t>0 } (2 —65)

.’L‘(O) =Tg , i‘(O) = i‘o

Det er en erfaringsmeessig kendsgerning, at nar et system som det pa figur 2-
12 viste pavirkes af en harmonisk varierende ydre kraft, bliver bevagelsen efter
nogen tid harmonisk med samme frekvens som pavirkningen, nar bevaegelsen fra
begyndelsesbetingelserne er klinget bort. Der sgges derfor en partikuleer lgsning
til den inhomogene differentialligning (2-65) pa formen

z(t) = Re(Xe™*) (2 - 66)
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hvor X er en kompleks amplitude. Ved indsatning af (2-66) i (2-65) findes

Re(—w?Xe™?!) + Re(2(wpiwXe™?) + Re(wiXe*?) = Re(ge“"f) =

Re([(wg g e 2¢wowi) X — g]e"“’t) = (2 —67)

For at (2-66) er en mulig beveegelse, ma (2-67) veere opfyldt til alle tidspunkter.
Dette er kun muligt, hvis leddet i den skarpkantede parentes er lig 0. Dvs. hvis
X = H(w)F (2 - 68)

1
(wi — w? + 2(wowri)

Hw) = — (2 - 69)

H(w) betegnes frekvensresponsfunktionen. Denne afhzenger abenbart af systempa-
rametrene m, ¢, k, hvorimod belastningen kun indgar ved dennes cykliske frekvens
w. Det fremgar af (2-68), at H(w) angiver amplituden X af bevagelsesgensvaret,
nar F =1.

X skrives pa poler kompleks form

X = |X|e*Y = Ae™ Y (2 - 170)

Ved indseetning i (2-66) findes

z(t) = A cos(wt — ) (2-11)

(2-71) angiver en harmonisk bevagelse med amplitude A = |X| og fase ¥. Disse
stgrrelser bestemmes i det fglgende.

Frekvensresponsfunktionen (2-69) skrives ligeledes pa kompleks polar form

wi — w? — 2wowi

A= m((w2 — w?)? + 4C2ww?) = |H(w)le™™° (2-72)
1
(@)l = my/(wi — w?)? + 4¢2wlw? (2-73)
w2 — w2
|H(w)| cos Ty = 0 (2 —74)

m((wE — w?)? + 4%wiw?)



2(wow

H in¥, =
[H(w)|sin ¥ m((wg —w?)? 4+ 4C2w§w2)
Af (2-74), (2-75) findes
2(wow
tan ¥y = w{‘,’ .
Af (2-63), (2-68), (2-70), (2-72), (2-73) fplger
Ae™Y = |H(w)|e" Yo |Fle™i =
|F|
A=|H F|=
HNIF| = e s
V=94 a (2-18)

(2 - 75)

(2 - 76)

- 77

U, kan herved fortolkes som fasen, hvormed bevaegelsen er bagefter pavirkningen.

Ved indfgring af frekvensforholdet

B== (2 —79)
wo

og anvendelse af (2-7), kan (2-76), (2-77) skrives pa formen
|F|

A=1x]= (¢, B
2¢P
tan ¥y = 152
hvor
D(¢,8) = =

V(1= B2)? + 422

(2 — 80)

(2 - 81)

(2 — 82)

|F'|/k angiver amplituden af udbgjningen for en uendelig langsomt harmonisk va-
rierende ydre belastning med amplituden |F|. I dette tilfeelde er inertileddet mz
og dempningsleddet ¢z 1 (2-38) ignorable. Faktoren D((, ), der betegnes den dy-
namiske forsterkningsfaktor, angiver den forholdsmaessige forggelse af amplituden

| X |, nar disse kreefter har ikke-ignorabel indflydelse pa gensvaret.



X\ k
D="F] Fasevinkel ¥,
= 180" 5 os =
30 \L 0.15¢ " —
0.05 90____22\%._375
0.10 F=1
0.15 ﬁ
2B .25 N
i | o 1 2 3 4 5
4 0.375
/a Frekvensforhold ﬁ%) =8
1.0 S
{
0
0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Figur 2-13: Grafer for dynamisk forsteerkningsfaktor D og faseforskydning ¥y som
funktion af frekvensforholdet 8 og dempningsforholdet (.

Grafen for A som funktion af w betegnes det harmoniske amplitudegensvar.

Variationen af D((, ) og ¥o(¢,B) er vist pa figur 2-13 som funktion af § for
forskellige vaerdier af deempningsforholdet (.

For B = 2 << 1 er inertileddet og deempningsleddet ignorable, hvorfor D ~
1. Bevaegelsen er kvasistatisk, bestemt ved z(t) = £ f(t). Dette indebzrer, at
faseforskydningen mellem pavirkning og gensvar er lig 0.

For 8 = & =1 er ¥y = 90° uafheengigt af stgrrelsen af . I dette tilfzelde er
D= 2,1—( Som det fremgar af figur 2-13 antages maksimalvaerdien af D for et
frekvensforhold f = §y < 1.

For f = - >> 1 neermer ¥, sig 180°. For den dynamiske forsteerkning gzelder D
= 2l

Den fuldstzendige lgsning til (2-65) udggres af en linearkombination af (2-66) og
lgsningen til den homogene differentialligning. Ved (2-52) findes

z(t) = Acos(wt — ¥) + Aje~Cwot cos(wqt — ¥y) (2 —83)

A og VU er givet ved (2-77) og (2-78). A; og V; er integrationsparametre, der
fastleegges af begyndelsesbetingelserne (2-39). Herved

9 = Acos ¥ + A cos ¥,

. . . (2-84)
To = Awsin ¥ + Ajwy | sin¥; —

T—\/Ci—é-; cos ‘I’;)
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Sidsteleddet pa hgjresiden af (2-83) deempes efterhanden bort, svarende til at
bevaegelsen bliver stadig mere domineret af det fgrste led. Fgrsteleddet betegnes
den stationere bevegelse, mens sidsteleddet betegnes den transiente bevegelse.

Af (2-71) fglger

&(t) = —Awsin(wt — ¥) (2 —85)
fa(t) = ez = —Awesin(wt — V) (2 —86)
e
cAwI ______ Tl
X
|
a4

Figur 2-14: Hystereseslgife ved harmonisk beveegelse af linesert viskost dampet
system.

Af (2-T1) og (2-86) falger

(%)2+(£)2=1 (2 - 87)

cwA

(2-87) viser, at hystereseslgjfen ved en harmonisk bevaegelse af et linezert viskos
dzempet system af 1 frihedsgrad er en ellipse med centrum i (z, fz) = (0,0). Halv-
akserne er A og cwA, og er parallelle med z- og f4-akserne, se figur 2-14.

Den dissiperede energi pr. periode bliver lig ellipsens areal, i.e.

Ej = mc- A%w (2 — 88)
Den ydre tilfgrte energi pr. periode bliver ved (2-42), (2-64), (2-78) og (2-85)
T
E, = f |F| cos(wt — a)(—Aw sin(wt — o — a))dt
0
T
= Aw|F| f cos(wt — a)(—sin(wt — &) cos ¥g + cos(wt — ) sin ¥ ) dt
0

= 1 A|F|sin ¥, (2 —89)
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Af (2-45), (2-75), (2-77) folger

sin ¥ = |H(w)|2{wowm = |H(w)|cw (2 —90)

Ved (2-77), (2-88) haves herved

E, = tA|F||H(w)|ew = mA%cw = Ey4 (2-91)

(2-91) angiver en formel eftervisning af (2-41) for harmoniske bevagelser af et
linezert viskos deempet system.

“fd + kx

VAV A

kx fd ;-X

£(t)

Figur 2-15: Hystereseslgjfe for samlet indre kraft ved harmonisk bevagelse.

Den samlede indre kraft bliver F(t) = f4 + kz. Hystereseslgjfen for denne bliver
ligeledes en ellipse, der fremkommer ved rotation af hystereseslgjfen for f4, se figur

2-15. Da fOT kxzdt = 0, er arealet af hystereseslgjferne pa figur 2-14 og figur 2-15
lige store.

D2

|

_.‘"'_
@y

Figur 2-16: Bestemmelse af halvbandsbredde.
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Af (2-69), (2-82) fglger

LS

| H) = D*(¢,8) (2-92)

Det kvalitative forlgb af D%((, 8) er afbildet som funktion af frekvensforholdet 3
pa figur 2-16. For # = 1 haves iht. (2-82) D? = %. Der sgges nu 2 cykliske
frekvenser wy,w;y : w; < wy < wp = B < 1< By, hvor D? = 5%2-. wi,ws betegnes
halvbdndspunkterne. 1 disse punkter er funktionsveerdien af D? eksakt det halve
af veerdien i resonanspunktet. Ved halvbandsbredden forstas

Aw = wp — wy (2-93)

B1 og B2 bestemmes af

1 1

32 - (1P +4CF

2

gz} =(1-2)+20/1+ 2 =142 +0(¢) =

1

62} =1%(+o(() (2 - 94)
1

Landausymbolet o(z) er defineret ved

fim 2% o (2 — 95)

z—0 T
Halvbandsbredden bliver da

Aw = wo(fz — B1) = (2¢ + o(¢))wo (2 —96)

For svagt deempede konstruktioner, hvor ( << 1, kan man se bort fra restleddet i
(2-96). Endvidere er wy ™~ wg,m, idet wo,m er den cykliske frekvens, hvor |H(w)|?
og D?(¢, B) er maksimale. Dette muligggr en alternativ fremgangsmade for para-
meteridentifikation i et svagtdeempet system. Man starter med at male |H(w)|?.
Pa grafen for denne bestemmes dernzest halvbandsbredden Aw og den cykliske
frekvens wy m. Herved haves

wo = Wo,m (2 i 97)

= (2-98)
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Metoden kan udbygges til ikke svagtdaeempede underkritisk deempede systemer. I
sa fald ma restleddet i (2-96) tages i1 regning, og wo,m ma udtrykkes som funktion
af wy og (.

Hidtil er den ydre kraft f(¢) antaget at veere harmonisk varierende, jvf. (2-62).
Nu antages blot, at f(t) er periodisk med perioden T. Iht. (A-1) kan f(¢) da
udvikles i en Fourierrekke

o0 oo
= a_g z — Cl_() Wy, t
ft) = 5 + Z Am COS Wit + by sSiDw,t = 5 + z Re(Fme ) (2-99)

m=1 m=1

hvor

27

Wm=m— ,m=12,... (2 - 100)

9 (T
Qg = —f f(t) coswmtdt , m=0,1,2,...
T Jo

(2 -101)
) a
= —/ Ff)sinwptdt ; m=1,2,...
T Jo
Den komplekse kraftamplitude skrives pa poleer form
Fp = |Fple”®™ , m=1,2,... (2 -102)
Ved indseetning af (2-102) i (2-99) findes heraf
| Frn| cos am = am
=
| Fr | sin @y, = by
|Fnl = (a3, +8%)% , m=1,2,... (2 - 103)
bm
tanay, = — , m=1,2,... (2-104)

am
Nar (2-99) indseettes pa hgjresiden af (2-38) kan den stationzre bevaegelse be-

stemmes ved superposition af den stationare bevaegelse fra hver af de harmoniske
komponenter. Ved (2-66), (2-68) findes

2(t) = o2 + ZRe<Xme'“m* S Z [ Xom|cos(wmt — ¥m) (2 —105)
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Xm = H(um)Fm (2 - 106)

hvor H(w) er givet ved (2-69), og X;m = | Xmle™¥™ , m=1,2,...
Den ukendte amplitude | X, | og fase ¥, bestemmes da af (2-76), (2-77) og (2-78)

| Fom|
Xal = tHwa)l|Fml = —— 2 - 107
[ Xm| = |H(wm)||Fml S T ( )
2Cwowm
U, = ¥Yy(wm) + @n = Arctan (wg__—w?n) +am (2 —108)
Eksempel 2-5: Rektangulaer periodisk pulsbelastning
Af(t)
K
-2
—2m | K 2 4 6

Figur 2-17: Rektangulzer pulsbelastning.

Figur 2-17 viser en periodisk belastning med perioden T, bestidende af rektangulzre pul-
ser af hgjden Fy og bredden « - %, hvor « €]0,2[. Fourierrakken konvergerer mod Ezﬂ- i
diskontinuitetspunkterne. Ved udregning og anvendelse af (2-101) findes

ap =kFy
Fy .
am.-gsmmmr ; mo=1, 2 i
F,
bm = —G(l—cosmmr) ; 1 T T
mm
ag = kFp
Fy
|Fm|.—; 2 — 2cosmkm , m=1,2,... (2 — 109)
1 — cosmknw
tanayp = —————— , mi=1,2,. ..
sinmekw

Den stationzre del af bevagelsen fglger dernaest umiddelbart ved indsztning af (2-109) i
(2-107) og (2-108).
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2.6 Tvungne svingninger af systemer af 1 frihedsgrad som fglge af ar-
bitrzer pavirkning

I dette afsnit bestemmes bevaegelsen af et linesert viskost deempet system af 1 fri-
hedsgrad som fglge af en ydre dynamisk belastning f(t), som hverken er harmonisk
eller periodisk. Kraften antages pafgrt til tidspunktet t = 0, i.e.

f(1)=0,t<0 (2 - 110)
Ved impulsen forstas tidsintegralet

I(t)= [ f(r)dr (2 —111)

Figur 2-18: Impulsiv belastning.

Ofte har man at ggre med kreefter af stor intensitet, der virker i et lille tidsinter-
val, saledes at impulsen forbliver begraenset. Sadanne krezfter betegnes impulsive.
Figur 2-18 viser en impulsiv kraft af stgrrelsen f(r) = f, der pafgres til tiden ¢,
og er konstant i et interval af leengden e. Impulsen af belastningen er abenbart 1.
Lad nu € — 0, idet impulsen er konstant lig I under hele greenseovergangen. Her-
ved haves lim._. f(7) = lim% = o0o. I greensen kan belastningen herved formelt
beskrives ved Diracs deltafunktion

f(r)=1I6(t — 1) (2 -112)

Er I =1 betegnes f(7) en enhedsimpuls.

Impulsbelastningen (2-112) pafgres massen. Ved impulssztningen haves

¢+
/ flrdr = I = mlg =

AT =

3|~

(2 —113)
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En impulsiv belastning giver saledes anledning til en diskontinuert zndring af
hastigheden. Da belastningen virker i uendeligt kort tid, sker der ingen eendring
af flytningen, i.e.

Az =0 (2 — 114)
Betragt et linezert viskos deempet system, der befinder sig i hvile til tiden t = 0~.

Til tiden ¢ = 0 pafgres en enhedsimpuls. Opgaven er da at bestemme bevagelsen
h(t) for t > 0. Bevaegelsesligningen bliver iht. (2-38) og (2-112)

m(h + 2Cwoh + wih) = 6(t) (2 —115)

Da systemet er i hvile fgr pavirkningen pafgres, er

R(07)=h(07) =0 (2 — 116)

Af (2-114) fgplger
h(0F) =0 (2 —117)

(2-115) integreres fra t = 07 til ¢t = 0%. Ved (2-116) og (2-117) findes

m( 0 h(t)dt + ] 0 2¢woh(t)dt + w? 0 h(t)dt) - 0 §(t)dt =
m(h(o+)—h(o—)+2gw0(h(o+)-h(o-))) =
h(0t) = % (2 = 118)

(2-118) fplger ogsa direkte af (2-113).

h(t) betegnes impulsresponsfunktionen. Af (2-115), (2-117), (2-118) fglger, at
denne bestemmes som lgsning til begyndelsesveerdiproblemet

E+2Cwoh+w§h=0 ,t>0
. 1 (2-119)
R(0t)=0, A(0") = =

Det fremgar heraf, at h(t) for ¢ > 0 er lgsning til egensvingningsligningen (2-44).
Lgsningen til (2-119) fglger da ved specialisering af (2-46)
y 120

0
A= { e~ lsinwgt , 120 (2 - 120)
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Af (2-115), (2-117), (2-118) fglger

h(0F) = —2@;0% (2 —121)

Ved differentiation af (2-119) ses, at h(t) for t > 0 ligeledes er lgsning til (2-
44). Begyndelsesbetingelserne er givet ved (2-118) og (2-121). Dette fagrer til
begyndelsesveerdiproblemet

£ﬁ+2Cwoiﬁ+wgiL=0,t>0
di? dt
. : (2 —122)
ity — —  Zipty — Ml
h(O*) = =, Zh(0+) = —2Cw—

Betragt stgrrelsen
4
S0 / h(t = 1)f(r)dr , t>0 (2 - 123)
0
Ved differentiation af (2-123), og anvendelse af (2-117), (2-118) findes

e () = h(t —t)f(t) + fo h(t — 7)f(r)dr

=]tiz(t—r)f('r)d‘r, t>0 (2-124)

FD(t) = h(t —t)f(t) + fot h(t — 7)f(7)dr

= -?}l-f(t) + f h(t—7)f(r)dr , t>0 (2 — 125)

Af (2-123), (2-124), (2-125) findes
i 4 2¢wez™ + wizM) = —l-f(t)
m

+ ] t [A(t — ) + 2¢woh(t — 7) + wZh(t — T)] f(T)dT , t > 0 (2 —126)

Det fglger af (2-119), at leddet i den skarpkantede parentes i integranden pa hgj-
residen af (2-126) er lig 0. Fglgelig haves

i 4 2¢wezV) + wizM) = % f®),t>0 (2 —127)
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(2-127) viser, at (V(t) givet ved (2-123) er et partikuleert integral til (2-38). Af
(2-123) og (2-124) fglger, at det partikuleere integral tilfredsstiller begyndelsesbe-
tingelserne

z1(0) = zW(0) =0 (2 —128)
Den fuldsteendige lgsning til (2-38) kan skrives
z(t) = 2O() +2(t) , >0 (2 - 129)

z(%)(t) er en lgsning til den homogene differentialligning (2-44). Af (2-39), (2-128),
(2-129) ses, at z(9)(¢) skal tilfredsstille begyndelsesbetingelserne

2(9(0) = zo , (9(0) = 2o (2 — 130)

(2-130) indebaerer, at den transiente del af bevaegelsen er givet ved (2-46). Heraf
fglger, at den sggte bevaegelse er givet ved

z(t) = e —$wot [TO cos(\/l — Cszt) + i[;——}_—— ,foi_ozg. Sin(\/la—_(?wot)

+/th(t—1')f(7')dr , >0 (2-131)
0

Af (2-119) og (2-122) fglger, at h(t) og h(t) udggr 2 linesert uafhzengige lgsninger
til den homogene differentialligning. Fglgelig kan z(®)(t) skrives som en linearkom-
bination af h(t) og h(t), i.e.

2(t) = ah(t) + bh(t) = (2 — 132)

£©(t) = ah(t) + bh(t) (2 —133)

Udviklingskonstanterne a og b bestemmes af begyndelsesbetingelserne (2-117), (2-
118), (2-121)

1
Ty =a0-|-b——
m

By = a% % b(—2ng;11—)

a = mﬂ.?g + m2Cw01:0 } (2 134)

b=m.7;0
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Ved (2-45) findes herved

zO(t) = (mh(t) + ch(t))zo + mh(t)i, (2 —135)
Herved kan (2-131) skrives pa formen

2(t) = (mh(t) + ch(t))a:o + mh(t)zo + j: h(t—7)f(r)dr , t>0 (2-—136)

(2-136) viser at bevzgelsen, som fglge af vilkarlige begyndelsesbetingelser zg, g
og vilkarlig pavirkning f(t), er bestemt udelukkende af impulsresponsfunktionen
h(t), givet ved (2-120).

Den ikke-transiente del af bevaegelsen givet ved (2-123) betegnes Duhamels inte-
gral.

‘lf(T) l X(T) d'r
—~ =

f(r) hit—7)f(7)dr

T : t -

T dr t - by S

[ P
¥ = 1

Figur 2-19: Fysisk tolkning af Duhamels integral.

I (2-123) repraesenterer f(7)dr en differentiel impuls, der pafgres til tiden ¢ =
7. Stgrrelsen af impulsen er lig arealet af det skraverede areal pa figur 2-19.
Bevaegelsen til tiden t fra impulsen f(7)dr er lig h(t — 7)f(7)dr. (2-123) angiver
dermed den superponerede bevzegelse fra samtlige delimpulser af den omtalte type.
(2-115) ganges med e~ ™! pa begge sider af lighedstegnet, efterfulgt af en integra-
tion over intervallet | — 0o,00[. Af (2-120) fglger h(—o0) = h(—o0) = h(co) =
h(co) = 0. Ved delvis integration findes herved

(o=}

* 00
m/ h(t)e"'*'u'tdt - mQCwU/ h(t)e—iwtdt & mwg/ h(t)e—iwtdt
—00

- 00 - 00

= / §(t)e™™'dt =

m(wi — w? + 2Cwowi) / h(t)e~™'dt =1 (2-137)
—co
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P3 hgjresiden af (2-137) er benyttet, at for en vilkarlig funktion f(¢), der er kon-
tinuert i #g, geelder

/ " 8(t — o) f($)dt = £(to) (2 - 138)
Af (2-69) og (2-137) fplger

e = f " h(t)emitdt = fo ” h(t)e—tdt (2 — 139)

— o0

H(w) er fglgelig den Fouriertransformerede af h(t), jf. (A-14). Ved (A-13) findes
herved

k(t) = % ] H(w)e™dw , t >0 (2 — 140)
Ved (2-110), (2-120) kan (2-123) skrives

zM(t) = /_ 3 h(t — 7)f(7)dr (0— 141)

Ved Fouriertransformationens foldningssaetning (A-17), (A-18) bliver den Fourier-
transformerede af () (t) = fot h(t — 7)f(7)dr herved

XM(w) = H(w)F(w) (2 — 142)
hvor

XV(w) = ] ” s W (t)e tdt = [ = eV (e wtdt (2 — 143)

F(w) = f_ ” f(t)e ™“tdt = /0 ” ft)e *dt (2 —144)

I det sidste udsagn af (2-143) er benyttet, at z(10(¢) = 0, ¢ < 0, hvilket folger af
(2-123) i forbindelse med h(t) = f(t) = 0, ¢t < 0. Det sidste udsagn af (2-144)
fglger af (2-110).



32

2.7 Bevaegelig understgtning

m m

=] . FHC k() fe (-7)
fu

Figur 2-20: Bevaegelig understgtning.

Svingninger fremkaldt af understgtningens bevaegelser forekommer i mange til-
feelde. Et vigtigt eksempel er jordskaelv.

I figur 2-20 angiver z(t) flytningen af massen fra den statiske ligeveegtstilstand.
y(¢) er flytningen af understgtningepunktet, regnet positiv i samme retning som
z(t). Den relative flytning af massen i forhold til understgtningen er da givet ved

2=z—19 (2_‘145)

Forleengelsen af fjederen er z = ¢ — y, og straekningshastigheden af deemperen er
2 = ¢ — . Fglgelig pavirkes den fritskarne masse af de i figur 2-20 viste kreefter.
Newtons 2. lov giver

mi = —h(z —y) — ol —§) =

miz + cz + kz = cy(t) + ky(t) , t >0 (2 — 146)

Ved indfgring af (2-146) antager (2-147) formen
mi + ¢z + kz = —mij(t) , >0 (2 — 147)

Det antages, at understgtningens beveegelse y(t) er en kendt funktion af tiden.
(2-146) og (2-147) er herved bragt pa standardformen (2-38), og angiver beveegel-
sesligninger til bestemmelse af henholdsvis den totale flytning z(t) og den relative
flytning z(¢). Formuleringen (2-147) foretraekkes ofte i jordskeelvsdesign, da det er
den relative flytning, der er bestemmende for pavirkningen pa bzrende konstruk-
tionselementer.

Kraften pa understgtningen regnet positiv i retning af z og y bliver, se figur 2-20
fu(t) =kz+4cz (2 — 148)

Den stationzere bevagelse gnskes bestemt, nar beveegelsen af understgtningen er
harmonisk, dvs.

y(t) = Re(Ye™?) = |Y| cos(wt — a) (2 — 149)



Y = |V]e*®

Belastningsleddet 1 (2-146) er da givet ved

f(t) = Re(Fe™)

F=(k+iw)Y
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(2 — 150)

(2—151)

(2 - 152)

Den stationzere bevagelse til (2-146) fglger da af (2-68) ved anvendelse af (2-7),

(2-45), (2-77)
z(t) = Re(Xe™!) = | X| cos(wt — )
X = |Xle”V = Hw)(k +icw)Y

k+icw _ 142Bi
m(w? —w? + 2(wewi) ~  1— 2+ 2(Pi

: i . 14 4(2p2
— | 1+2¢Bi v —
- | 1-B%+2¢p | e e \/(1 — (2)2 + 422

hvor

2¢p°
1= ﬂz 4 4C2ﬂ2

tan ¥, =

Heraf fglger

_ 14 4¢282
= \/(1 —py +agp |

‘I’=\I’1+C¥

(2-153)

[V |e~#(¥1+e) (2 — 154)

(2 — 155)

(2 — 156)

(2 - 157)

T, B) = ILi'ill = 1/% betegnes transmissionskoefficienten.

Belastningsleddet i (2-147) bliver

f(t) = Re(Fe™)

(2 — 158)
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F = mw?Y (2 —159)
Den stationaere bevaegelse til (2-147) fglger af (2-68)
2(t) = Re(Ze™?) = | Z] cos(wt — ¢)

w‘Z

2 2 :
w§ — w? 4 2¢wowi

Z = |Z|e”* = H(w)mw?Y =

: . 2 .
i = ﬁ2ﬂ)2 T T @

. 2
= | LRSI
hvor ¥y er givet ved (2-81) Heraf fglger

/62
VoEr o & =16

2] =

v="U,+a (2 — 162)

Kraften pa understgtningen bliver ved (2-148), (2-160)

fu(t) = Re(Fye™") = |F,| cos(wt — 7) (2 —163)
F, = |F,le™ = (k4 icw)Z = m(wg + 2(wowi)Z

(1 4 2¢B1)B? 142¢8i | =iV —iax
=mw31_ﬂ2+2cﬁi}’=mw3ﬁ2ll__ﬁq§%13 HYe

1 4 232 ,
) mwgﬁz\/(l “Fp e e (=164
Heraf fglger
2 1 4 2132
|Fo| = mw? B \/ = [;;)Zii = 1 (2 — 165)

y=T; +a (2 — 166)
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U er givet ved (2-155).

Af (2-157) og (2-166) folger, at z(t) og fu(t) er i fase under harmonisk beveegelse
af vederlaget.

Eksempel 2-6: Jordskalvspavirkning af 1-etages rammekonstruktion

Im x m
f = fy
1 I fl f2 fl
a ET ‘ ~ ET |
|
€ 1y | g B fi=125z
y(t) petl] et el g
T T Y T ITrTr B
Z=x—y

Figur 2-21: Jordskzlvspavirkning af system af 1 frihedsgrad.

Figur 2-21 viser en 1 etages ramme, der pavirkes af en vandret flytning y(t) af vederlaget.
Bjzlken har den samlede masse m, og antages uendelig stiv overfor sivel axial- som bgj-
ningsdeformationer. Sgjlerne antages masselgse, linezrelastiske med bgjningsstivheden ET
og lzengden a. Sgjlerne antages fuldt indspaendt i vederlaget og bj=lken. Bevaegelsesligningen
gnskes opstillet.

Systemet har 1 frihedsgrad, der vaelges som bj=lkens vandrette flytning . Bjalken skaeres
fri, og forskydningskraefterne f; = 12%2 og dempningskraften f; = cz pafgres som ydre
kreefter, hvor z = z — y. Ved Newtons 2. lov haves

m£=—2-12—sz—cz', z=z—y =>
a
mz4cz4+kz=-myj,t>0 (2 — 167)
ET
k=24-;3— (2 —168)

(2-167) er herved identisk med standardformen (2-147).

Dzempningen skyldes dissipation i sgjlerne. Hver af disse bidrager lige meget til deempnings-
kraften. Heraf fglger, at belastningen f, pa hvert af sgjlefundamenterne bliver

1 EI 1,
ho=Jibola=12—ga¥ god (2 — 169)
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2.8 D’Alemberts princip

LLLLL LSS

c
I:XX *—-kx ch&
lf(t) fi=—mji<i#-f(t)

Figur 2-22: D’Alemberts princip.

Newtons 2. lov for den fritskarne masse lyder

mi = —kz — cz + f(t) (2 —170)

Ligningen skrives formelt pa formen

0= -—mZ —kz — cz + f(t) (2-171)

(2-171) kan opfattes som en statisk ligeveegtsligning, hvor inertikraften f; = —mz
pafgres som ydre belastning pa den fritskarne masse. f; regnes positiv i retning
af frihedsgraden z. Dette udtrykker d’Alemberts princip: f; = —md pafgres som
ydre kraft, hvorefter alle beregninger foretages ved formelle statiske beregninger.
D’Alemberts princip finder ogsa anvendelse ved multi-frihedsgradssystemer og ved
kontinuerte systemer.

Det skal understreges, at d’Alemberts princip er et rent regneteknisk fif uden fysisk
indhold, der letter opstillingen af bevaegelsesligningerne. Der eksisterer saledes
ingen “inertikraft”. Derimod er (2-170) en observerbar fysisk kendsgerning. Nar
massen pafgres en kraft lig hgjresiden af (2-170), maler man netop en acceleration
af den angivne stgrrelse.
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Eksempel 2-7: Plan uendelig stiv homogen bjeelke

7t » (1-7)¢ .
a) A B El=co = C
K Ay, U
B
yeo {
b) -
k 77;7 \"*:l\}(l 7)te
’ (——dx)xa

P B xg ()]
- s o\ i,

[ |}-ma-ni

Figur 2-23: Inertibelastning pd plan uendelig stiv homogen bjalke med fjedrende under-
stgtning. a) Definition af frihedsgrad. b) Inertibelastning pa differentielt bjalkeelement. c)
Inertibelastning pr. leengdeenhed og statisk sekvivalent inertibelastning refereret til masse-
tyngdepunktet.

Figur 2-23a viser en plan uendelig stiv homogen bjzlke ABC af samlet laengde { og samlet
masse m. Massen pr. lengdeenhed er herved konstant 4 = 5. AB har lzengden v/ og BC har
lzengden (1—+)I,+ €]0, 1[. I B er anordnet en fast simpel understgtning og i punkt A en lineser
elastisk fjeder med fjederstivheden k. Figuren viser bjeelken i den statiske ligevaegtstilstand.

Bevaegelsesligningen for sma svingninger om denne gnskes opstillet.

Da bjzelken er uendelig stiv, har systemet 1 frihedsgrad. Denne valges som drejningen § om
punkt B, regnet positiv som vist i figur 2-23a.

Der indfgres en koordinat z langs bjaelken, malt fra punkt B og regnet positiv mod punkt
C, se figur 2-23b. Et bjalkeelement af lzngden dz, beliggende ved koordinaten z, har
massen Tdz. Elementets flytning bliver z8, og accelerationen herved z. Elementet pavirkes
herved af en inertibelastning pa —(%dz)xé, regnet positiv 1 samme retning som flytningen.
Inertibelastningen pr. leengdeenhed varierer linezrt, og er vist i figur 2-23c.

Endvidere fritskaeres fjederen ved punkt A, idet fjederkraften k - 416 pafores som ydre be-
lastning. I henhold til d’Alemberts princip kan systemet nu analyseres ved rent statiske
ligeveegtsligninger.

Lodret kraftligeveegt bestemmer den ukendte reaktion pa bjeelken i punkt B. Ved at tage
moment om punkt B udgar reaktionen af momentligningen, der herved direkte bestemmer
bevaegelsesligningen

vl )
k-'le-'yl:/ (——dzzf) -z =
1 . l
S =+ ) mi+ by P0 =0 =
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§4+wio=0 (2 -172)

32

k
P .} _
e —-3v+3¥? m (2 -173)

Det bemszerkes, at den her benyttede anvendelse af D’Alemberts princip er zkvivalent med
impulsmomentsztningen opstillet i punkt B.

Da bjeelken er uendelig stiv, er inertibelastningen statisk zkvivalent med en enkeltkraft f;
og et moment M; refereret til et vilkarligt punkt langs bjeelken. Refereres f; til punkt B
findes

- /(1-1)1 (_?d“é_) _ _m(% _-y)té' (2-174)

—

" a-nt, 1 .
MB) = / (——I—d::mﬁ)z = —5(1 — 3v 4 3v)mi%4 (2 - 175)
—~1

Koordinaten af massetyngdepunktet G er zg = (%- — v¥)l. Refereres belastningen derfor til
massetyngdepunktet, bliver den statisk zkvivalente belastning

P o mii (2 - 176)

M@ = MB _ (g = _jsbe (2-177)
1

Jg = ymi’ (2 - 178)

hvor yg = zg# er massetyngdepunktets flytning, g = 0 er massetyngdepunktets rotation
og Jg er masseinertimomentet om massetyngdepunktet.

Inertibelastningen pa den udbredte masse kan da pafgres som en enkeltkraft f'.(G) = —mjjg og

et moment MEG) = —Jglg refereret til massetyngdepunktet. Flytningen ys og rotationen
0 af massetyngdepunktet udtrykkes derefter som linezere funtioner af den udbredte masses
frihedsgrad. Dette princip kan generaliseres til vilkarlige udbredte uendeligt stive masser.

2.9 Indirekte pavirkning

£(t)

Figur 2-24: Indirekte pavirkning af punktformig masse.
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Ved indirekte belastning forstas, at den ydre kraft f(¢) ikke angriber ved massen.

Figur 2-24 viser en linezrelastisk, simpelt understgttet bjaelke med en koncentreret
masse m og en indirekte virkende ydre kraft f(¢). Flytningen ved massen (pkt.
1) betegnes z;. Flytningen ved kraften (pkt. 2) betegnes z,. En enhedskraft
ved pkt. 2 giver nedbgjningen é;2 ved pkt. 1. En enhedskraft ved pkt. 1 giver
nedbgjningen 61; ved pkt. 1. I pkt. 1 virker inertikraften f; = —mz;. I pkt. 2
virker den ydre kraft f(t).

z1 er sammensat af nedbgjningsbidrag fra f og f;. Herved
z1 = 611 fi + 612f(t) =

1 é
miy + —z1 = —2 (1) (2 — 179)
b11 611

Pavirkes systemet af den direkte virkende kraft fi(t) ved massen i pkt. 1 og de
indirekte virkende kraefter f(t),..., fa(t) 1 punkterne 2,... ,n findes mere gene-
relt

2y = b1 (—mi1 + fi(t) + > 61 fi(t) =

j=2
L —f(t)+izn:5 fi(®) (2 — 180)
! 611 te ‘511 j=2 e

(2-180) og (2-181) er herved reduceret til standardformen (2-38).

81j er influenstallet for nedbgjningen i pkt. 1 fra en enhedskraft i pkt. j. Influ-
enstallene for ofte forekommende tilfzelde ved statisk bestemte retlinede Bernoulli-
Eulerbjeelkekonstruktioner med konstant tveersnit er anfgrt i appendix B.
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3. SVINGNINGER AF SYSTEMER AF n FRIHEDSGRA-
DER

For et system af n frihedsgrader fastleegges systemets bevagelse ved n koordinater.
Systemet bestar af et endeligt antal koncentrerede punktformige masser og af et endeligt
antal udbredte stive masser. Beskrivelsen af beveegelsen af hver koncentreret masse
krzever 1, 2 eller 3 koordinater. For stive udbredte masser kraeves 1, 2 eller 3 koordinater
til fastleeggelse af massetyngdepunktets placering, og herudover 1, 2 eller 3 koordinater
til fastleeggelse af rotationer om dette.

3.1 Grundligning for deempede, tvungne svingninger

masselas
elastisk bjzlke

Figur 3-1: Tvungne, dempede svingninger af system af n frihedsgrader.

Flytnings- og rotationsfrihedsgrader betegnes under et z; og den tilhgrende masse eller
det tilhgrende masseinertimoment betegnes m;. Ved udbredte masser refereres flyt-
ningsfrihedsgraderne til massetyngdepunktet, og m; er masseinertimomentet om dette.

fi(t) betegner den ydre belastning pa massen m; udover den statiske belastning. Er z;
en flytning, er f;(¢) en kraft. Er z; en rotation, er f;(t) et moment. f;(t) regnes positiv
i samme retning som ;.

Eventuelle deempningselementer pa systemet skaeres frit. Kraften fra disse pa massen
m; betegnes f4;. f4; regnes positiv i modsat retning af z;.

Ved opstillingen af beveegelsesligningerne benyttes d’Alemberts princip. Inertikraften
hgrende til z; bliver —m;Z;, regnet positiv i samme retning som z;. Hvis z; er en
flytning, er —m;Z; en kraft. Hvis z; er en rotation, er —m;Z; et moment.

Under forudszetning af linearitet, tilvejebringes flytningen z; i den :. frihedsgrad som en
sum af flytningsbidrag fra de ydre dynamiske belastninger f;(t), deempningskreefterne

faj og inertikraefterne —m;&; fra alle frihedsgrader z;, j =1,...,n
zi =) 6;(fi — f4 —mji;) (3-1)
Jj=1

(3-1) opskrives for alle frihedsgrader z;, 1 = 1,...,n.

6;; er influenstallet for deformationen i frihedsgrad z; fra en enhedsbelastning f; = 11
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frihedsgrad z;. Af Mazwells setning folger

Sij =(53, (3_2)

Pa matrixform kan (3-1) skrives

x = D(f(t) — f; — Mx) (3-3)
T fi(t) fa
X= , f(t) = , fa= (3_4)
Tn fn(t) fdn
mq 0 0
0 mg --- 0
M=1. . . @=8)
0 0 -+ mp
811 612 ... bin
b1 22 ... b2q
D=1 5 u (3-6)
61:1 6112 s 6nn

Massematricen M er her diagonal, fordi flytningsfrihedsgraderne er refereret til masse-
tyngdepunktet af de udbredte masser. Ved andre valg fas ikke-diagonale massematricer.

D givet ved (3-6) betegnes deformationsmatricen. Som fglge af (3-2) er denne symme-
trisk, hvorfor

D=D" (3~ %)
(3-3) skrives pa formen

DMx +x = D(f(t) — fa) (3-8)
Den potentielle energi U fra en statisk belastning f € R™ bliver

1
= ; £'Df (3-9)

Da U er positiv for alle f # 0, indebeerer (3-9), at D er positiv definit. Heraf fglger, at
D har en invers matrix K, der betegnes stivhedsmatricen

K=D"! (3 - 10)
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(3-7) indebezerer, at ogsd K er symmetrisk. (KD =E = DTK? = ET = DK7T =
E = KT=D"1=K).

(3-8) multipliceres foran med D~ = K. Herved

Mx + Kx = f(t) — {4 (3-11)
Indfgres f = Kx, folger af (3-9)

1 1
VxeR“:|x|>0=>U=§xTKTDKx=§xTKx>O (3-12)

K er saledes ogsa positiv definit. De foregaende udsagn om definitegenskaberne af D
og K forudsztter, at konstruktionen er fastholdt mod stiftlegemebevegelser. For visse
strukturer (skibe, fly) er dette ikke tilfeeldet. Her geelder (3-11) fortsat, men K er
singuleer med en rang n — n,, hvor n, er antallet af uafhangige stiftlegemebevaegelser.
D og dermed formuleringen (3-8) eksisterer ikke i dette tilfzelde. For konstruktioner,
der ikke er fastholdt mod stiftlegemebeveegelser, er K kun positiv semidefinit.

Af (3-11) fglger, at den j. sgjle i K kan bestemmes som den statiske belastning f pa
masserne, der fremkalder deformationstilstanden

xe={0’ ‘#I (3:=+13)

1, i=j

Eksempel 3-1: Fastleeggelse af deformationsmatrix for 3-etagers rammekon-
struktion

Etagebjalkerne i den pi figur 3-2 viste 3-etagers bygning antages uendeligt stive. Sgjlerne er Ber-
noulli-Eulerbjaelker, alle med bgjningsstivheden EI. Deformationsmatricen D gnskes bestemt.

1. sgjle i D bestemmes ved at pafgre en kraft fi = 1 ved z; og bestemme udbgjningerne efter
frihedsgraderne z1, 23, 3.

Forskydningskraften er 1 mellem 3. og 2. etage, mellem 2. og 1. etage og mellem 1. etage og

understgtningen. 3. etage deformeres herved 5757 i forhold til 2. etage, 2. etage deformeres ;&;ﬁ

i forhold til 1. etage, og 1. etage deformeres -6“% i forhold til understgtningen. Herved

a3 a3 a’ 6 a°
611 = + + = e
24FT  24FE1 6ET 24 ET
Boy = a3 4 a? _ 5 a3
217 94EI " 6EI ~ 24 EI
a3 4 a3
631 e
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m L m
EI EI- a

]| —=2 %
EH El- a

=z m1 '%2{3 T
EI- EI- a

011 fi=1 61z J13
021 G2 fe=l |4
d31 32 J33 f3=1

Figur 3-2: Opstilling af deformationsmatrix for 3-etagers ramme.

2. sgjle i D bestemmes ved at pafgre en kraft fo = 1 ved z2 og bestemme udbgjningerne efter
I1,Z2,T3.

Forskydningskraften er 0 mellem 3. og 2. etage, 1 mellem 2. etage og 1. etage og 1 mellem 1. etage

og understgtningen. 3. etage deformeres herved ikke i forhold til 2. etage, 2. etage deformeres

—2:‘; i 1 forhold til 1. etage, og 1. etage deformeres % i forhold til understgtningen. Herved

P a3 > 5 a®
12 =922 = 94EI " 6EI _ 24 EI
a 4 a3
R e N T
6FET 24 ET

P4 analog made ses

4 ad
$1a = b9q = b33 = — —
13 23 33 24 EI
Herved
4 6 5 4
= 5 5 4 (3 - 14)
24ET 4 4 4
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Eksempel 3-2: Fastlaeggelse af stivhedsmatrix for 3-etagers rammekonstruk-
tion

Stivhedsmatricen for den i eksempel 3-1 omtalte plane ramme gnskes bestemt.

}Fl—lf ———r /,Iﬁ-l | v »ia _£12 b— K13
Ty v v ov=— " ' i
| J | V =12EI/a3
| | V. =3EI/33
< = - E/ N 77777 3->Koo R — o, Iy
3 g 1 Gl
Kz3 v =~ ¥ 1% Vv 14
V=125 \
4 V. S My
iy sl A /4! :——Kﬂl | v ava VAV, "KV V-q—-‘ﬁ//V Z Z —-:-
i f H P ZZ4>Kas
Y Ww Y% A
V=128

Figur 3-3: Opstilling af stivhedsmatrix for 3 etagers ramme.

I figur 3-3 er de ydre kreefter K;; pafgrt de fritskdrne masser sammen med de elastiske kreefter.
Disse skal vzre 1 ligevaegt. Herved

EI EI A
K1 = 24--3—' Ky = —24—3 Kiz=0
a a
EI ET ET
K21 = —24—3— K22 = 48—3' I(z:’, = —24—3 > =
a a a
ET ET
K31 =0 K3 = —24—3 Kiaz = 30—3
a a 7/
24 -24 0
EJ]
K= o —24 48 -—24 (3 -15)
¢ 0 —24 30

(3-11) multipliceres skaleert med x. Herved
xT(Mx + Kx) = xTf(t) - xTf; =

d : .
(T +U) =x"f(t) - %" (3 - 16)
T'= %J’:TM)': (3 -17)

fi(t)z:dt = fi(t)dz; angiver arbejdet, som den ydre kraft f; udfgrer pa massen m; i
Igbet af det differentielle tidsinterval dt. Fglgelig angiver xTf = T, Zifi det samlede
arbejde fra de ydre kreefter pa systemet pr. tidsenhed.
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Tilsvarende angiver —xTf; = — Y. | #; fs; det samlede arbejde fra deempningskraef-
terne pa systemet pr. tidsenhed.

Hgjresiden af (3-16) angiver herved nettotilvacksten af ydre arbejde pr. tidsenhed. Dette
ma netop veere lig tilvacksten af systemets mekaniske energi pr. tidsenhed. Heraf fglger,
at T givet ved (3-17) angiver systemets kinetiske energi. Ved udledelsen af (3-16) er M
antaget symmetrisk, dvs.

M =MT (3 —18)

Energiligningen i formuleringen (3-16) er omvendt kun gyldig, nar (3-18) er opfyldt. Da
T er positiv for alle x # 0, fglger at M er positiv definit.

Antag midlertidigt, at f(¢) = 0. (3-16) kan herved skrives

d
:’chd=—a(T+U) (3-19)

Hgjresiden af (3-19) angiver tabet i mekanisk energi pr. tidsenhed. Fglgelig er xTf; lig
energien, der pr. tidsenhed dissiperes bort som varme.

Systemet af deempningskreefter fy kaldes dissipativt, hvis det for enhver hastighed x af
systemet geelder

xTf; >0 (3 —20)

Nar (3-20) er opfyldt, sker der i henhold til (3-19) et stadigt tab af mekanisk energi, nar
systemet ikke er pavirket af ydre kreefter.

For at lgse bevaegelsesligningen (3-11) ma en konstitutiv betingelse opstilles for deemp-
ningskraefterne f;. I den mest generelle formulering kan f; afheenge eksplicit af flytningen
X, hastigheden x og tiden ¢

fd = fd(x,)'(, t) (3 - 21)

Ved en lineert viskos dempningsmodel forstas

f, = Cx (3 - 22)

C betegnes dempningsmatricen. Denne kan evt. afhange af tiden svarende til den
eksplicitte afhaengighed af ¢ i (3-21). Dampningskraften f;; pa massen m; afhzenger i
almindelighed ikke blot af dennes hastighed z;, men ogsa af andre massers hastigheder,
hvorfor C ikke er en diagonalmatrix. Yderligere kan anfgres, at i modseetning til mas-
sematricen M og stivhedsmatricen K er C i almindelighed hverken symmetrisk eller
positiv definit.
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Af (3-20) og (3-22) fglger, at en linesert viskos deempningsmodel er dissipativ, hvis og
kun hvis deempningsmatricen er positiv definit

Vx€ER":|x|>0 = xTCx>0 (3 —23)

Eksempel 3.3: Dampningsmodel for udkraget bjzelke

Daempningskrzefterne for det i figur 3-1 viste system bliver

fa1 = co(21 — 22)

faz = co(22 — 21)

=
fas = caz3
faia =0
fd =Cx (3 N 24)
co —co 0 0
—c c 0 0
E= 3 3 cs 0 (3 —25)
0 0 0 0

Dzmpningsmodellen er siledes linezert viskos. Derimod er dzempningsmodellen ikke dissipativ.
Saledes medfgrer xT = [, —%1,0,0] , xT = [0,0,0, £4], tillige med vilkirlige linearkombinationer
af disse hastighedsvektorer, at f; = 0. Derimod er deempningsmodellen positiv semidefinit

VX ER":|x|>0 = xTCx >0 (3 —26)

C kan saledes skrives som en sum af en symmetrisk matrix C, og en antimetrisk matrix
C.

C=C,+C, (321
1 T

cs=§(c+c) (3 —28)

C,,:%(C—CT) (3 —29)

Der gelder da

Vk € R": xTCx=xTC,x (3 —30)

idet XTC,x = 1 xTCx — 1 xTCTx = 0.
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C er saledes dissipativ, hvis og kun hvis C, er positiv definit. Da C, er symmetrisk,
er dennes egenveerdier alle reelle. C, er da positiv definit, hvis samtlige egenveerdier er
positive.

Dzempningskraften f; kan ved (3-22) og (3-27) skrives

fa=fas + fao (3 —31)
fs, = C,x (3 - 32)
fio = Cox (3 — 33)

Idet x7f4, = xTC,x = 1(%xTCx — xTCTx) = 0, folger at x og fy, star vinkelret pa
hverandre, hvorfor f;, intet arbejde udfgrer. Det dissipative arbejde er herved udeluk-
kende knyttet til komposanten fi,. fis er imidlertid i almindelighed ikke parallel med
hastighedsvektoren x. Hastighedsvektorer, hvor dette er tilfseldet, opfylder

£, = A% (3 — 34)

Ved (3-32) findes

C % = Ak (3 — 35)

(3-35) viser, at de sggte hastighedsvektorer er egenvektorer til C,. Proportionalitets-
faktoren ) i (3-34) er en af egenverdierne til C,.

Ved indsztning af (3-22) i (3-11) findes herved bevagelsesligningen

Mi + Cx +Kx=£(t), t>0 (3 — 36)

(3-36) skal lgses med hensyn til begyndelsesbetingelserne

x(0) = X , %(0) = %o (3 - 37)

(3-36), (3-37) er grundligningerne pa standardform for tvungne svingninger af et lineaert
viskos deempet system af n frihedsgrader.
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Eksempel 3-4: Grundligninger for 2-frihedsgraders system

£,(t) (1)

o 01 '_—1 Cz l_-? C3
T T 3
Iy mg
VWA

kb 5%, k 53 kU
™ xy. %05 Xp,%g.%p
'_.1_’1(f) _L(t)
C1X] = -~ ~ = C3Xp
ca Xy —%1)
g ko (xp—x1) Mz
klxlu _;.2.. 2 - .;__kaXz

TS I

Figur 3-4: Tvungne svingninger af deempet 2-frihedsgraders system.

Bevagelsesligningerne for det i figur 3-4 viste system af 2-frihedsgrader gnskes opstillet.

Den deformerede tilstand i forhold til ligevaegtstilstanden fastlaegges ved koordinaterne x;,z,. Mas-
serne skaeres fri, og de indre fjederkrzefter og deempningskrafter i den deformerede tilstand pafares
som ydre krafter med de i figur 3-4 viste fortegn.

Newtons 2. lov gzelder for hver af masserne

myz1 = —kiz1 + ka(z2 — 21) — 121 + c2(22 — 21) + f1(8) } ( )
3-38
mads = —kazz — k2(z2 — 1) — cagz — c2(22 — £1) + f2(t)
P& matrixform kan (3-38) skrives
Mi + Cx + Kx = £(¢) (3 - 39)
3 fi(t)
= o B =
x=[0] =1
0 + ky + k k (3 = 40)
m g +ex  —c2 1tk —k2
. = K=
M [0 mg] y & [ —c9 cz+c3] ! [ —ko kz+k3]

Systemet er linezert viskos deempet. I dette tilfzelde er deempningsmatricen positiv definit, hvorfor
systemet er dissipativt.

3.2 Udazmpede egensvingninger af n frihedsgraders systemer

Differentialligningen for udeempede egensvingninger fglger af (3-36), (3-37) for C =0,
f(t) =0

M#+Kx=0,t>0
(3 — 41)

x(0) = xo , %X(0) = %o
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Lgsninger til (3-41) sgges pa formen |

x(t) = Re(®e™?) (3 —42)

(3-42) angiver kun en harmonisk bevzegelse, hvis w er reel, jf. (1-3). Dette vises senere
at veere tilfzeldet. Forelgbig antages w at veere kompleks, ligesom @ antages at veere en
kompleks vektor.

Indseettes (3-42) i (3-41) findes ved argumentationen anfgrt i forbindelse med (2-67)
Vi€ R: Re((-w’M +K)@c“') =0 =

(K-w’™M)®=0 (3 —43)

(3-43) er et homogent ligningssystem til bestemmelse af ®. En ngdvendig betingelse for
ikke-trivielle lgsninger @ # O er, at determinanten til koefficientmatricen er lig 0, dvs.

det(K —w?M) =0 (3 —44)
(3-44) repreesenterer en n. gradsligning i w?, der bensevnes den karakteristiske lig-
ning eller frekvensbetingelsen. Rgdderne i denne betegnes w?,w3,...,w2. Svarende til
rgdderne w?,w?, ... ,w? eksisterer egentlige lgsninger &M & . &™) Maengden af

disse lgsninger benzevnes systemets udempede egensvingningsformer.

Szetning 3-1: Hvis M og K begge er symmetriske matricer, og enten M eller K er
positiv definit, er samtlige egenveerdier og tilhgrende egensvingningsformer reelle.

Bevis:
Antag, at M er positiv definit. (3-43) opskrives for den k. egensvingningsform, dvs.

K&k = M3k (3 — 45)
Ved kompleks konjugering af (3-45) folger
Ko®* = (wi)"Ma* (3 — 46)

Er derfor (w?, ) en lgsning til egenvzerdiproblemet, er ogsé ((wi)*, ‘I’“‘)*) en lgs-

ning.

(3-45) ganges foran med (*I'(")*)T, og (3-46) ganges foran med &7, Herved
(M) TKe® =2 (@®*) " Mae®) (3 — 47)

dPTK®* = (L2)"dNTMPH)* (3 — 48)
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(3-48) transponeres. Af K7 = K og M7 = M fglger
(@®*)TKTe® = (2)*(@®*)"MTa® =

((ﬁ(")*)TK&I’”‘) — (w%)‘(@(k)*)TMq,(k) (3 —-49)

Ved subtraktion af (3-49) fra (3-47), findes herved

(< - @))") (@P")"M8® =0 (3 - 50)

(3-50) kan kun vezere opfyldt, hvis en af fglgende betingelser er opfyldt
Wl = (w})* (3 -151)

(q)(k)*)TM@(k) =1 (3 —52)

Hvis (3-51) ikke er opfyldt, dvs. w? # (wz)*, og wi derfor er kompleks, ma (3-52)
ngdvendigvis veere opfyldt, og ®*) m4 i s fald veere kompleks. Det eftervises nu, at
(3-52) aldrig kan gzlde, og (3-51) derfor ma veere opfyldt. Lad ®*) = a + ¢b, hvor a
og b er reelle vektorer. Herved

(@®*)"M&® = (a — ib)"M(a + ib)
= a"Ma + b”Mb + i(a”Mb — b"Ma)
=a’Ma+bTMb >0 : (3 —53)

Imaginzerdelen i det nzestsidste udsagn forsvinder, idet bTMa = (bTMa)T =a’MThb
= aTMb. Det sidste udsagn af (3-53) fglger, fordi M er positiv definit.

Nar w? er reel, bliver koefficientmatricen i (3-43) reel. Herved mé ogsé lgsningen &(¥)
vere reel.

Hvis K er positiv definit, mens M ingen definitegenskaber opfylder, omskrives (3-45)
pa formen AMK®F) = MR )\, = 1/w?. Man viser derefter pd samme made, at Az
og dermed w? er reel. Dette slutter beviset for sztningen.

Szetning 3-2: Hvis M og K begge er symmetriske og positiv definitte matricer, er
samtlige egenveerdier positive.

Bevis:

Af (3-45) fglger

STK H(k)

P il p— =
Wk = ZTMe® ' F= DbZeeon (3 - 54)
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Savel taeller som nsevner pa hgjresiden af (3-54) er positive som fglge af, at K og M er
positiv definit. Heraf fglger w? > 0.

Nar w? > 0 fglger, at wy bliver reel. Idet ®(* er en reel vektor, kan (3-42) skrives

x(t) = W coswpt , k=1,...,n (3 — 55)

(3-55) repreesenterer en harmonisk beveegelse, hvor samtlige komponenter er i fase, jf.
(1-1).

Bevaegelsen (3-55) betegnes den k. udempede egensvingningsbevegelse, og wy er den k.
udempede cykliske egenfrekvens. I det fglgende antages egensvingningerne ordnet efter
voksende cykliske egenfrekvenser, w; < wp < +-+ < wy,, med mindre a.nqlet anfgres.

Egenveerdiproblemet kan alternativt formuleres ved hjelp af deformationsmatricen.
Ganges (3-43) foran med D = K~! fremkommer egenverdiproblemet

1

: (3 - 56)

(DM -)E)®=0, A=
W

(3-43) og (3-56) bestemmer samme cykliske egenfrekvenser wy og egensvingningsformer
& (k)

Hvis (¥ er en lgsning til (3-43) eller (3-56), er ogsa c®*) en lgsning, hvor ¢ er en ar-
bitraer konstant. Egensvingningsformerne er saledes bestemt pa neer en vilkarlig faktor.
En vilkarlig af komponenterne i ®(¥) kan herved velges lig 1, hvorefter de gvrige n — 1
komponenter bestemmes ved at udveelge vilkarlige n — 1 ligninger med rangen n — 1 af
(8-43) eller (3-56).

Eksempel 3-5: Egensvingninger af 2-frihedsgraders system

Cykliske egenfrekvenser og egensvingningsformer gnskes bestemt for det i eksempel 3-4 definerede

system.
Ved (3-40) kan (3-43) skrives
kq +kg—w2m1 —ks ‘1‘1] - [0]
[ —ky ks 4 ks = wims | |@:] = Lo (9=51)

Den karakteristiske ligning (3-44) bliver

mimaw? — (ﬂu(kz + k3) + mz (ki +k2))w2 +kiks + kiks + k2ks =0 =

2

w 1(k k k k k k k k3\? k2
l}z—(1+2+2+3:{5\/(1+2*2+3) PO ) (3 - 58)
2 2 mi ma mi ma mims

Wo
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Nér w? = w? eller w? = w? indszttes i (3-57), kan de tilsvarende egensvingningsformer (1) og &(?)
bestemmes. Szttes koordinaten @gl) = 1, giver (3-57) herved fglgende ligninger til bestemmelse af
koordinaten @g')

(k1 + k2 — w?ml):b{‘) — ka1 =10
, 1=1,2 (3 —59)
- kgfbg') -+ (kg + k3 — w?mz)l =0

Man viser let, at begge ligninger (3-59) bestemmer samme vaerdi 'I'.(l'-), nar (3-58) er opfyldt. Herved
findes egensvingningsformerne

_ S | J—
() = [k1+kzl—w?m1 ] i §18 (3 - 60)

Figur 3-5: Egensvingningsformer for dataeksempel.

Lad specielt ky = ks = ks =k, m1 = m , ma = 2m. (3-58) giver

()2
w: }= (;-I-):@)% (3 —61)

Wa

Af (3-60) findes
) = [\/5 - 1]
1

3@ = [—(sff % 1)] (3 - 62)

Egensvingningsformerne (3-62) er skitseret i figur 3-5.
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Eksempel 3-6: Egensvingninger af matematisk dobbeltpendul

IRV, : 5 E P g
a ka (63— 6;)
k k
L
81 ) 2\
. s * m m

Figur 3-6;: Egensvingninger af matematisk dobbeltpendul.

2 matematiske penduler er koblet vha. en svag fjeder k, der er udeformeret, nar pendulerne begge
er i lodret position. Positionen af pendulerne fastlaegges ved vinklerne 6; og 3, der regnes positiv
mod uret.

Pendulerne skzeres fri ved fjederen, og den indre fjederkraft ka(#, — 61) pafgres som ydre kraft.

Impulsmomentszetningen anvendes pa de fritskdrne penduler, idet momenter tages omkring un-
derstgtningspunktet. Reaktionen i understgtningspunktet gar herved ud af ligningerne. Idet der
forudsaettes sma svingninger om ligevaegtstilstanden, bliver bevzegelsesligningerne

mi?f, = —mglb; + ka®(82 — 61)
p (3 —63)
m126‘2 = —mgwg — kaz(gz - 61)

Det erindres, at momenterne af de ydre krafter regnes positiv i samme retning som frihedsgraderne
6; og 2. P4 matrixform antager (3-63) formen

ml® 0 6, mgl + ka? —ka? 617 _[o
[ 0 ”"’2] [92]+[ —ka® mgl+k02] [92] - [0] (3 —64)

(3-64) er af samme type som (3-57). Resultater opnéet i forbindelse med (3-57) kan derfor direkte
overfgres ved at satte

ki =mgl , ko = ka® , ks = mgl }
(3 - 65
my =mi? |, my =mli® )

Cykliske egenfrekvenser bliver ved (3-58)

2

4 } = {% (3 - 66)
k 2 -—

w t+omir

Egensvingningsformer bliver ved (3-60)

ka?
&) = | mgl¥kaZ—§miZ | = [1]
1 1

(3 - 67)

ka? 1
Q(z) = I:mgi+kaz—(fl+2fn-%)mlz] = [— ]
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$(1) gvarer til, at pendulerne bevaeger sig i fase, siledes at fjederen er udeformeret. ®(2) svarer
til at pendulerne beveeger sig i modfase. Fjederen deformeres svarende til en knude i midtpunktet.
Folgelig er wy > wy.

Ved (3-55) bestemmes n linezert uafhaengige lgsninger x(t) = ®*) coswit, k=1,...,n,
til den homogene differentialligning (3-41). Man efterviser let, at x(t) = ®* sinwyt,

k = 1,...,n repracsenterer yderligere n linesert uafhesengige lgsninger til (3-41). Den
fuldstaendige l#sning til den homogene differentialligning (3-41) kan dermed skrives som
en linearkombination af de herved bestemte 2n linezert uafheengige lgsninger

x(t) = a1 &M coswit + -+ + an®™ coswnt

+b4 & ginwit 4+ --- 4+ b, ™ sinw,t (3 —68)

Lgsningen til begyndelsesveaerdiproblemet (3-41) er da givet ved (3-68), nar koefficien-
terne al = [ay,...,a,] og bT = [by,...,b,] veelges, sd begyndelsesbetingelserne opfyl-
des. For t = 0 haves

xo = a; ™ + ... 4 a, 8™
= (3 —69)
%o = byw @V + -« + byw, ™
a= P—IXO (3 - 70)
b=0"1P 'x (3-171)
hvor
P=[a0... 3| (3-12)
(551 0 0
0 wy, --- 0
o=1. . . . (3=78)
0 0 -+ wy

P betegnes modalmatricen. Sgjlerne i denne udggres af komponenterne i egensving-
ningsformerne. Da disse er linezert uathengige, eksisterer P~1.

Eksempel 3-7: Egensvingninger af 2-frihedsgraderssystem

Egensvingningen af det i figur 3-5 definerede system gnskes bestemt for begyndelsesbetingelserne

5 = [‘3] , %o = [g] (3 — 74)
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Modalmatricen P fglger af (3-62) og (3-72)

SR

1 =

¥3 l+3@
P-l__.[_:@ i—)e@] (3 =175)
6 2 6

Af (3-70), (3-71), (3-74) fglger heraf
a] _[1]V3 wibi] _ [0
[02] a [—1] 64 [wzbz] a [0] =76}
Ved indszetning af (3-76) i (3-68) findes den sggte bevaegelse

(t)_M([ ]cosw11+[f+ ]COSWgt) , 120
/3— \/7 P /3+f[

Eksempel 3-8: Egensvingninger af dobbeltpendul

(3-177)

Egensvingningen af det i eksempel 3-6 definerede system gnskes bestemt for begyndelsesbetingel-
serne.

[3333 - [ﬂ ’ [gigg” - [g] » (3 — 78)
Modalmatricen P fglger af (3-67)
P= [; _:] =

(3 — 79)

fav]
1
-
|
B | =
| |
|
[
-t
——)

Af (3-70), (3-71), (3-78) fglger herved

[23] - [-ll]g ’ [32]= [g] (3 - 80)

Ved indsztning af (3-80) 1 (3-68) findes den sggte bevaegelse

[z;g;] =%([1]C°S“’1‘+ [_ll]coswzt) L0

L3

m 12

(3 - 81)
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(3-81) kan skrives

E I RO -
(s72) s (=)

Nar fjederen mellem pendulerne er tilstraekkelig slap, eller a € [, geelder

k a® g
2;12 <<? (3 —83)

Nar (3-83) er opfyldt, gzelder

g k a? | \/E( kazl)
ws \/: Fa—e 1+ 5g) =+ 2w (3 - 84)

1k o
= = (3 — 85)
m . /13g

Der er her benyttet vV1+z~1+4 7 , |z |& 1. Herved kan (3-82) skrives

Asinwot sinw;t

[g;g” - [Acoswot cosw1t] (3 —86)

Figur 3-7: Amplitudemodulerede svingninger af matematisk dobbeltpendul.

Grafen for bevagelserne (3-86) er vist i figur 3-7. Gensvaret reprasenterer egensvingninger med
den cykliske egenfrekvens wi, 1 hvilken amplituden varierer harmonisk med en cyklisk frekvens
wp € wy. Fenomenet betegnes amplitudemodulation eller beating.

Systemet er konservativt, hvorfor der ma ske en langsom overfgrsel af mekanisk energi fra et pendul
til et andet i takt med amplituderne zendres.

Det bemaerkes, at (3-86) kun approksimativt tilfredsstiller (3-64) som fglge af den approksimative
rakkeudvikling (3-84).
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3.3 Tvungne harmoniske svingninger af n frihedsgraders systemer

Det antages, at den ydre kraft f(t) i (3-36) er harmonisk varierende, dvs.

f(t) = Re(Fe'“?) (3 —87)

Pa komponentform haves

f](t) Re(Flei“t) Re(l Fl | e—ial eiwt)

fn-(t) Re(F;le"“") Re(| F, | e—ian ¢it)

| Fy | cos(wt - al)
: (3 — 88)
| Fy | cos(wt — ay)

Faserne a; er givet ved

Re(Fj) = Re(| Fj | e™**) =| Fj | cosa; }
. =
Im(FJ) = Im(l FJ' | e_"”f) = — | Fj |sinaj

Im(FJ') 5
_RE(FJ) ) J—'la"'vn (3—89)

tanaj =

Herved kan (3-36), (3-37) skrives

Mi + Cx + Kx = Re(Fe'") } (3 - 90)

x(0) =x¢ , %(0) =%o

Den stationaere lgsning til (3-90) sgges pa formen

x(t) = Re(Xe™) , X e C" (3-91)

Ved indsaetning af (3-91) 1 (3-90) findes ved argumentationen anfgrt i forbindelse med
(2-67)

Vi€ R: Re([(-w’M +iwC + K)X —F|e*') =0 =

X = H(w)F (3 —92)
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H(w) = (~«’M +iwC +K) ™ (3 —93)

(3-91) er en lgsning til den inhomogene differentialligning (3-90), nar den komplekse
amplitudevektor X er givet ved (3-92). H(w) betegnes frekvensresponsmatricen. Denne
afheenger abenbart af det strukturelle system, specificeret ved matricerne M, C, K.
Belastningen indgar derimod kun ved den cykliske frekvens w.

Antag
F=e,- (3-—94)
el=[00 --- 01 0 --- 0] (3 —95)

1 tallet i vektoren e; forekommer ved den j. komponent. Alle gvrige komponenter er
lig 0.
Amplitudegensvaret X = H; fra (3-95) udggr iht. (3-92) den j. sgjle i H(w).

Derneest antages den ydre belastning at veere periodisk med perioden T, dvs.

£f(t) = f(t + T) (3 — 96)

For hver komponent f;(t) geelder dernzaest en Fourierraekke af typen (2-99). Fglgelig kan
f(t) skrives

1 - twmit
f(t) = S0 + m; Re(Fne'“mt) (3 —97)
wmzm?%,m=1,2,... (3 —98)

ag og F,, er vektorer af Fourierkoefficienterne ag, Fy, 1 (2-99) for hver af belastnings-
komponenterne f;(t).

Den stationaere bevaegelse fra belastningen (3-97) bestemmes ved superposition af den
stationeere bevaegelse fra hver af de harmoniske komponenter. Ved (3-92), (3-93) findes

x(t) = %K"lag + ) Re(Xmem?) (3 -99)

m=1

Xm = Hwm)Fm (3 — 100)
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De partikulzere integraler (3-91), (3-99) betegnes x(1)(¢). Den fuldstzendige lgsning til
(3-36), der opfylder (3-37) kan da skrives '

x(t) = xO(t) + xV(2) (3—101)

x(9)(t) er her Igsningen til den homogene differentialligning, der tilfredsstiller begyndel-
sesbetingelserne.

x((0) = xo — x(1(0)
= } (3-102)
x©(0) = xo — xV(0)
For den partikulaere lgsning (3-91) geelder
x((0) = Re(X) = Re(H(w)F) } ( )
3-103
xW(0) = Re(iwX) = Re(iwH(w)F)
For lgsningen (3-99) gelder
x(1(0) = %K'lao + > Re(H(wn)Fy)
= > (3 — 104)

x1(0) = ) " Re(iwaH(wn)Fy)

n=1 J

Lgsningen x(%)(¢) til den homogene differentialligning for givne begyndelsesbetingelser
beskriver deempede egensvingninger af et system af n frihedsgrader. Fastlaeggelsen af
disse beskrives 1 det fglgende afsnit 3.4.

Eksempel 3-9: Harmonisk gensvar af 2-frihedsgraders system

Systemet i eksempel 3-4 pévirkes af den harmonisk varierende ydre belastningsvektor

. Re( F, eiwt
f(t) = Re(Fe'“!) = [REE F;e.-m%] (3 - 105)
Den stationzere harmoniske bevagelse bliver
_ oty _ [Re(Xpeiot) .
x(t) = Re(Xe'“*) = [Re(xze'“‘) (3 — 106)

X bestemmes af F ved (3-92). Frekvensresponsmatricen H(w) bliver ved (3-40), (3-93)

) = [k1 + ko —w2m1 +iw(c1 +Cz) —ky — twes J*] =

—ks — 1wes ko + k3 — wimg + iw(c2 + C:;)
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(3 - 107)

-]_._ . [’cg + k3 — w?my +iw(c2 +C3) ka + iwces
D k2 + iwcsa k1 + k2 — w?my + iw(c1 + c2)

D = det(-w?M + iwC + K)

= (kl + kg — wzml + iw(c1 4 cz)) (kz + k3 — w2m2 4+ iw(cz + ca)) - (kg + iwc2)2 (3 — 108)

3.4 Tvungne svingninger af systemer af n frihedsgrader som fglge af arbitrar
pavirkning

Betragt et linesert viskos deempet system af n frihedsgrader, der befinder sig i1 hvile til
tiden t = 0~. Til tiden ¢ = 0 pafgres en enhedsimpuls i den j. frihedsgrad, mens de
gvrige frihedsgrader antages ubelastede. Bevaegelsen som fglge heraf betegnes h;(t). I
henhold til (3-36) bestemmes h;(t) af differentialligningen

Mh; + Ch; + Kh; = e;4(t) (3 —109)

Vektoren e; er givet ved (3-95).

Enhedsimpulser pafgres pa skift i alle n frihedsgrader, hvorved n lgsningsvektorer h,(t),
..., hy(t) opnas. Komponenterne i disse organiseres sgjlevis i en matrix h(t), der be-
tegnes impulsresponsmatricen, i.e.

h(t) = [hy(t)ha(t) - - ha(t)] (3 - 110)
Mezngden af differentialligninger (3-109) kan herved samles i fgplgende matrixdifferenti-
alligningssystem

Mh + Ch + Kh = E§(t) (3 111)

E er enhedsmatricen. Sgjlevektorerne pa hgjresiden af (3-111) er dermed identisk med
hgjresiden af (3-109).

Da systemet er i hvile, fgr pavirkningen pafgres, er

h(0")=h(0")=0 (3-112)

Ved impulsbelastninger gzelder som for 1 frihedsgraders systemer, at flytninger er kon-
tinuerte, mens hastigheder er diskontinuerte. Heraf

h(0*)=0 (3-113)
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(3-111) integreres fra t =07 til t = 0%. Ved (3-112) og (3-113) findes
ot ot

M h(t)dt—I—C / h(t)dt + K | h(t)dt=E / §()dt =

0-

M (h(0*) — h(07)) + C(h(0*) —h(07)) =E =
h(0*t) =M™ (3 -114)

Af (3-111), (3-113), (3-114) fglger, at impulsresponsmatricen kan bestemmes som lgsning
til begyndelsesveerdiproblemet

Mh+Ch+Kh=0,¢>0
(3-115)

h(0*)=0, h(0t) =M™

Af (3-115) fglger, at sgjlevektorerne hj(t) , s =1,...,n i h(t) repreesenterer n linezert
uatheengige lgsningsvektorer til det deempede egensvingningsproblem.

Af (3-115) folger

h(0t)=-M'CcM™ (3 —116)

Af (3-114), (3-116) og ved differentiation af (3-115) findes fglgende begyndelsesveerdi-
problem til bestemmelse af h(t)

ML +CclhyKh= 0,t>0
di? dt
(3—117)
h(0%) = h(0+) =-M"1CM™!

T dt
Af (3-117) fglger, at sgjlevektorerne h;(t), j =1,...,n i h(t) representerer yderligere
n linezert uafhangige lgsningsvektorer til det deempede egensvingningsproblem.

Betragt stgrrelsen
t
x0(t) = [ et - n)t(r)ar (3-118)
0
Ved differentiation af (3-118), og anvendelse af (3-113), (3-114) findes

J'{(l)(t) = h(t - )f(t) + /t h(t - 7)f(r)dr = /t h(t — 7)f(7)dr (3-119)
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%xW(¢) = h(t — )f(t) + f t h(t — 7)f(r)dr =
0
M™f(t) + ]Ot h(t — 7)f(r)dr (3 —120)

Af (3-118), (3-119), (3-120) findes

Mx® 4+ cx® + Kx® =

£(t) + /t [Mh(t — 7) + Ch(t — 7) + Kh(t — 7)]f(r)dr , t > 0 (3-121)

Det fglger af (3-115), at leddet i den skarpkantede parentes i integranden pé hgjresiden
af (3-121) er lig 0. Fglgelig haves

M + Cx® + Kx™M = f(t), t >0 (3 -122)

(3-122) viser, at x1(t) er et partikuleert integral til (3-36). Af (3-118) og (3-119) fglger,
at det partikuleere integral tilfredsstiller begyndelsesbetingelserne

xW(0) =xM(0) =0 (3—123)

Den fuldstzendige lgsning til (3-36) kan skrives

x(t) = xO@1) + xM(¢), t >0 (3—124)

x(®)(¢) angiver den transiente del af beveegelsen, der bestemmes som lgsning til den
homogene differentialligning (3-36). Af (3-37), (3-123), (3-124) fglger, at den sggte
transiente bevaegelse skal tilfredsstille begyndelsesbetingelserne

x©(0) = x¢ , x(0) = %o (3 — 125)

Det fglger heraf, at x(o)(t) beskriver den dempede egensvingningsbevagelse fra begyn-
delsesbetingelserne x(0) = xo , %x(0) = Xo.

Ovenfor er bestemt 2n linesert uafthezengige lgsninger h;(t), flj(t), F = Liew,n til den
homogene differentialligning (3-36). Heraf fglger, at enhver lgsning til den homogene
differentialligning (3-36) kan skrives som en linearkombination af h;(t), Bj(t),
j=1,...,n. Specielt for x(9)(t) haves

xO(t) = 3 hy(B)a; + 3 by (3-126)

=1
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Pa matrixform kan (3-126) skrives

x((¢) = h(t)a + h(t)b (3 —127)

al = [ancita) 5 B = [Bss s walia) (3 —128)

Ved differentiation af (3-127) findes

x(©(t) = h(t)a + h(t)b (3 —129)
Udviklingskonstanterne a, b bestemmes ved indsaetning af begyndelsesbetingelserne
(3-113), (3-114), (3-116), (3-125) i (3-127), (3-129)

Xg = 0a+ M~ b

Xy =MTa-MCM'b

a= CXO + MXO
(3 —130)
b = MXU
Ved indseetning af (3-130) i (3-127) findes herved
x(t) = (h(t)M + h(t)C)x, + h(t)Mx, (3 —131)

Ved indszetning af (3-118) og (3-131) i (3-124) findes lgsningen til (3-36), (3-37) pa
formen

x(t) = (h(#)M + h(£)C)xo + h(t)Mx, + / t h(t — 7)f(r)dr (3 — 132)

Den dempede egensvingningsbevaegelse, der tilfredsstiller begyndelsesbetingelserne
(3-37), findes specielt for f() =0

x(t) = (h(t)M + h(t)C)xo + h(t)Mxo (3 — 133)

Savel beveaegelsen ved tvungne svingninger som egensvingningsbevagelsen af et linezert
viskost deempet system er herved bestemt, hvis impulsresponsmatricen h(t) kendes.
Linezer svingningsteori for systemer af n frihedsgrader har i princippet til formal at
bestemme denne.

(3-111) ganges med e~*“! pa begge sider af lighedstegnet, efterfulgt af en integration
over intervallet ] — oo, 00[. Af betingelserne h(—o0) = h(—oc0) = h(c0) = h(c0) = 0
findes ved delvis integration

o0 oo o0
M f h(t)e~*“'dt + C f h(t)e™*“'dt + K j h(t)e™*“'dt =
- 00 —00 —0Q
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E f s(e “tdt =

—00

oo
(—w*M 4 iwC + K) f h(t)e"*!dt =E =
] h(t)e—“*dt = (—wM + iwC + K) (3 — 134)

Ved integraler af typen ffooo h(t)e~*!dt forstds matricen, der dannes af Fouriertrans-
formationen af hver af n x n komponenter i h(t).

Af (3-93) og (3-134) flger
H(w) = j h(t)e™*!dt = / h(t)e™*“!dt (3 —135)
— 00 0

Af (3-135) og (A-14) fglger, at H(w) er den Fouriertransformerede af h(t). Ved (A-13)
findes herved

h(t) = %/ H(w)e™'dw , t >0 (3 —136)

I princippet er problemet herved lgst. Man starter med at beregne H(w) af
(3-93). h(t) beregnes dernast af (3-136). I praksis er metoden dog ssedvanligvis ui-
gennemfgrlig savel numerisk som analytisk. I stedet angives i afsnit 3.6 og afsnit 3.7
analytiske bestemmelser af h(t), gyldig for en stor klasse af konstruktioner.

3.5 Ortogonalitetsegenskaber for udeempede egensvingningsformer

Satning 3-3: Egensvingningsformer ®() og ®() hgrende til forskellige egenveerdier
w? og wf opfylder ortogonalitetsbetingelserne

| | 0 . i

2OTMPV) = { Iy : ij (3-137)
| | i i

ST — { ™ : ij (3 —138)

M; er den udempede modalmasse i den 1. egensvingning defineret ved

M; =®OTM®  i=1,...,n (3 —139)
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Bevis:

Udgangspunktet tages igen i (3-43). Denne opskrives for den i. og j. egensvingning

K& = u?Ma? (3 — 140)
Ko = wiMe? (3 — 141)

(3-140) ganges foran med ®()7T, og (3-141) ganges foran med ®()T, Herved

dUTK®® = L2 TMs) (3 —142)
dTKSW = w2 TMa) (3 — 143)

(3-142) transponeres. Ved udnyttelse af symmetriegenskaberne KT = K, MT = M
findes

OTKT() — 26OTMTH() =
dOTKSD = ?d(OT M) (3 — 144)

Ved subtraktion af (3-143) fra (3-144) fglger

(w? —w?)@OTM3) =0 - (3 —145)

Er w? # w?, folger (3-137) heraf. Men gelder (3-137), folger af (3-144), at ogsa (3-138)
geelder. Dette slutter beviset for saetningen.

Udover forudszetningen w? # w? haenger beviset pa symmetriegenskaberne af K og M.
Symmetrien af K er en fglge af Maxwells szetning. Ligesom satning 3-1 er saetning 3-3
derfor blot at betragte som et lemma til Maxwells satning.

Nar de cykliske egenfrekvenser er forskellige, siges egenveerdierne w? at veere simple.
Antag nu w? er en k-dobbelt rod til den karakteristiske ligning (3-43), hvor i+ k —1 < n.
&) 0+ PU+k-1) hetegner de tilsvarende k linesert uafhaengige egensvingnings-
former knyttet til egenveerdien w?, der ikke ngdvendigvis opfylder (3-137) og (3-138). I
sa fald geelder

Szetning 3-4: Enhver linearkombination af lineaert uafhaengige udeempede egensving-
ningsformer hgrende til samme egenveerdi er selv en egensvingningsform hgrende til
egenveerdien.
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Bevis:

Betragt

OO = ;8 4 g, @) 4 ... 4 g @D (3 — 146)

Pastanden fglger herefter ved anvendelse af (3-43), idet

K¥®) = ¢, K& 4 g, KO+ 4 ... 4 g KO+
a1w?M®W 4 a,2MBCHD ... 4 g MUY = WZME () (3 — 147)

Saetning 3-5: Det er altid muligt at valge et system af egensvingningsformer, der
opfylder ortogonalitetsbetingelserne (3-137), (3-138).

Bevis:

Nar egenvaerdierne er simple, er sztningen identisk med szetning 3-3. Antag nu, at egen-
veerdien w? er en k-dobbelt rod til den karakteristiske ligning med tilhgrende udeempede
ikke-ortogonale egensvingningsformer &), ®(it1) @(+k-1) Betragt dernaest line-
arkombinationerne

o) — ()

gt — ) + agi+1)‘§(i+l)
4 (3 —148)

Plitk=1) — () 4 agi+k—1)¢,(.'+1) +.._+aii+k-1)@(i+k—1) ,

Efter seetning 3-4 er samtlige linearkombinationer i (3-148) egensvingningsformer med
2

egenveerdien w

Af sztning 3-3 fglger, at enhver linearkombination af typen (3-148) er ortogonal pa
enhver egensvingningsform &), hvor w? # w?. Det skal derfor blot eftervises, at
egensvingningsformerne W() w0+ W(+k=1) kap velges indbyrdes ortogonale i
betydningen (3-137).

Koefficienterne afi+k_1),l = 2,...,k bestemmes trinvist, saledes at ortogonalitetsbetin-
gelsen (3-137) overholdes. Eksempelvis bestemmes agH'l) af betingelsen

\I,(i)TM‘I,(H-I) —4) =5
i i i+1 i i
NOTMB® + oV TMSH) = =

(i+1) _ FOTNMHH)

2 T T EOTMHD 8 = 1a9)




67

Den omtalte metode for valget af egensvingningsformerne ¥(¥), w(+1)  gitk-1)
betegnes Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetode.

3.6 Udvikling i udeempede egensvingningsformer

Lgsningsvektoren x(t) til (3-36), (3-37) er en n-dimensional vektor. Til ethvert tids-
punkt ¢ kan x(t¢) skrives som en linearkombination af n linesert uafhengige basisvek-
torer. Som basisvektorer kan man specielt veelge de udeempede egensvingningsformer

& 3@ . &) Herved haves

x(t) = g1 ()@ + ()P + - + ga(t) 2™ (3 — 150)

Koordinaterne g1(t), g2(t),...,¢n(t) 1 den valgte basis i det n-dimensionale vektorrum
betegnes de udempede modalkoordinater. Da x(t) sendrer sig med tiden, er det klart
at ogsa modalkoordinaterne ma endre sig i tiden. (3-150) kan opfattes som en linezer
transformation fra frihedsgraderne q7 = [q1,42,...,¢xs] til frihedsgraderne x, der pa
matrixform lyder

x(t) = Pq(t) (3 —151)

Modalmatricen P er givet ved (3-72).
Beveegelsesligningerne gnskes formuleret i modalkoordinaterne. Med henblik herpa ind-

seettes (3-150) i (3-36), hvorefter ligningen ganges foran med $()7. Herved

n
> (Ma0g; + Ccag; + K@Vg)) =1(t) =
Jj=1

n

Z(@(i)TM‘I)U)éj + @(i)TCQU)q‘,J. + @(i)TK@(i)qj) — (I)(i)Tf(t) e

Jj=1
o I : ; 1
&tar Y (@OTCeW ;) + wig; = A_/f-F"(t)’ i=1,...,n,t>0 (3 —152)
1 j=l 1
Fi(t) = ®97Tf(2) (3 —153)

I det sidste udsagn af (3-152) er ortogonalitetsbetingelserne (3-137) og (3-138) benyttet.
Kun for j = ¢ bidrages til summationen. Fj(t) betegnes modalbelastningen i den 1.

egensvingning.

For at lgse (3-152) kreeves kendskab til begyndelsesbetingelserne ¢;(0), ;(0) for modalko-
ordinaterne udtrykt ved begyndelsesbetingelserne for de oprindelige koordinater. Med
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henblik herpa indszttes (3-150) i (3-37), hvorefter ligningerne ganges foran med ®()TM.
Herved '

n A
Xo = Z & g;(0)
j=1

¢ =

X0 = Y 8g;(0)
j=1 y

L, )
3OTMx, = > @OTM&U)g;(0)

< 2
¥ b (3 — 154)

3OTMx, = Y #WTM&Vg;(0)

J=1 /

Ved ortogonalitetsegenskaberne (3-137), (3-138) fglger heraf

1 i
gio = gi(0) = —M_@( )T Mxq
' ,i=1,...,n (3 — 155)

: ; 1 o6 g
Gio = 6i(0) = 7= 8T Mg
1

Af (3-151) fglger, at begyndelsesbetingelserne for modalkoordinaterne alternativt er
givet ved :

q(O) = P_IXG }

3 — 156
4(0) = P, ( )

Ved sammenligning af (3-155) og (3-156) findes fplgende udtryk for den inverse modal-
matrix

Flf (1] 0
0 7 i )

p-l=| M | P™ (3—157)
0 0 s _ﬂ%:

For linezert udeempede egensvingninger er C = 0, f(t) = 0. Herved reduceres (3-152)
til

Gi+wigi=0,i=1,...,n, t>0
(3 —158)

¢i(0) = qio , 4i(0) = gio
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(3-158) har lgsningen, jf. (2-8)

t

q,-(t):q;(O)cosw,-t—}-ﬂ—sinw.-t y b=l .aom ; 220 (3 —159)
w

Lgsningen til egensvingningsproblemet fremkommer ved indszetning af (3-159) 1 (3-150)

%x(1) = i &) (qj([]) cosw;t + qifo)

=1

sinwjt) (3 —160)

Ved indsetning af (3-156) ses (3-160) at veaere identisk med (3-68), (3-70), (3-71).
(3-152) skrives pa formen

) L [fwiM 1 ;
gi + 2w; (Ciq:' + z L:)JMJ C.—,-qj) +wiq; = ﬁFg(t) s t=1,...,mn, t > 0(3 - 161)

j=1
il

hvor

HOTCH

Cg—m"-,‘L:l,...,n (3—162)

dOTCel)

ij = WE 1) B

(3-161) er ikke lettere at lgse end det oprindelige differentialligningssystem med mindre
koefficienterne (;j; = 0. Herved dekobler differentialligningssystemet (3-161) til simple
differentialligninger af 2. orden med konstante koefficienter, der bestemmer hver sin
modalkoordinat. Betingelsen for dekobling er abenbart

(3 - 163)

| _ 5 it
dOTCcop) = { z 7 ! (3 —164)
2GwiM; , 1=

I henhold til (3-137), (3-138), (3-164) er egensvingningsformerne saledes i tilfeelde af
dekobling ortogonale vaegtet med alle 3 systemmatricer M, C, K.

Af regnetekniske grunde ignoreres koblingsleddene i (3-161) ofte, selv nar (3-164) ikke
er opfyldt. Fejlen ved denne fremgangsmade kan vurderes ved en perturbationsanalyse,
som det vises senere i dette afsnit. Hvis (3-164) geelder, eller koblingsleddene ignoreres,
haves

1 .
Gi + 2Giwigi + wiqi = P i=1,.,n,t>0 (3 — 165)

(i betegnes dempningsforholdet i den 1. egensvingning.
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Lgsningen til (3-165), der opfylder begyndelsesbetingelserne (3-155) bliver, jf. (2-136)

qi(t) = Ei_(:"°”"'t(<;','(0) coswq, it + gi(0) + (iwigi(0) sinwd,;t)
Wd,i
¢
+/ hi(t — T)Fi(r)dr, i =1,2,...,n (3 — 166)
0
eyl = (3 — 167)
ety = J © ,  t<0
:( ) - { me"(;iw;t Sinwd,,-t : >0 (3 _ 168)

wq,; er den i. dempede cykliske egenfrekvens. hi(-) betegnes impulsresponsfunktionen
for den i. egensuvingning. Det skal understreges, at disse begreber kun har mening for
en konstruktion, hvor dekoblingsbetingelsen (3-164) er opfyldt.

Nar (3-166) indsattes i (3-150) opnas den fuldsteendige lgsning til (3-36), (3-37). Ved
indseetning af (3-153), (3-155) kan lgsningen udtrykkes ved den oprindelige belastnings-
vektor f(t) og begyndelsesbetingelserne xy og Xo. Resultatet bliver

x(t) = A(t)xo + B(t)%o + /0 bt — 7)f(r)dr (3 — 169)
A(t) = [g(ﬁj(t) +2j5h;(1)) @D @DT| M (3 - 170)
B(t) = [2:: hj(t)ti'(j)@(j)T] M (3 — 171)
h(t) = i h;(1)@0) T (3-172)

(3-172) angiver en analytisk lgsning for impulsresponsmatricen, der er gyldig, nar de-
koblingsbetingelsen (3-164) er geeldende.

Af (2-139), (3-135), (3-172) findes for frekvensresponsmatricen

H(w) = (~w*M 4 iwC + K) ™’

=) Hjw)aVa0T (3 - 173)

=1
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1
MJ' (wf —w? 4+ ZCjij,')

Hj(w) = /_ Z hi(t)e~'dt = (3 — 174)

Hj(w) betegnes frekvensresponsfunktionen i den j. egensvingning. Denne stgrrelsen er
ligeledes kun meningsfuld, nar dekoblingsbetingelsen (3-164) er opfyldt.

Sattes w = 01 (3-173) og (3-174), findes fglgende interessante raekkeudvikling for K1,
der betegnes Mercers setning

n
1 PRy
-1_p E: D HNT -
K™ = ,-=1“’J2'MJ' (3 —175)

Idet det antages, at dekoblingsbetingelsen (3-164) ikke er opfyldt, betragtes koefficien-
terne (;; defineret ved (3-163).

Antag C er symmetrisk, i.e. C = CT. Af (3-163) fglger da, at (;; opfylder symmetri-
betingelsen

Gij = Gji (3 —176)

Betragt matricen

2wy M, ¢y 2vwiwaMiMyCia -0 2 /wiwa My M, (hy

& = 2v/wawy Mo My (21 2wy M v 2 wawn Moy M, Cap

2\/wnw1M,,M1 Cnl 2\/0.?"(4)2M,,M2 n?2 aea 2wnMn(n
- [@(1)@(2) v g Q(")] TC [Q(l)@(” e q,(“)] = PTCP (3 _ 177)

Antag systemet er dissipativt, svarende til at C er positiv definit. Da modalmatricen
er ikke-singuleer, fordi sgjlevektorerne er linezert uafhaengige, fglger at ogsa A er positiv
definit. Lad xT = [0---0 z; 0---0 z; 0---0], hvor kun den i. og j. komponent er
forskellig fra 0. Herved haves

T
T x; 2w M;(; 2\/wiijiMjCij] [wu]
x'Ax = >0 3—178

[fi ] [2\/ijiMjMaCj=’ 2w;iM;¢; zj ( )

Uligheden (3-178) skal opfyldes for vilkarlige [z;,z;] # [0,0], svarende til at koeffici-
entmatricen af den kvadratiske form pa hgjresiden af (3-178) er positiv definit. Da
¢i > 0A(; > 0 er dette tilfzeldet, hvis og kun hvis determinanten er positiv. Dette fgrer
til betingelsen

CijCii < GGy (3 —179)
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Er yderligere C = CT opnas ved (3-176) og (3-179) falgende ulighed for dissipative
symmetriske deempningsmatricer

| G 1< VGiG5 (3 — 180)

Med henblik pa at opna en tilnzermet analytisk lgsning, nar dekoblingsbetingelsen (3-
164) ikke er opfyldt, skrives (3-161) pa formen

1
gi + 2w; (CiQ's +CZ CU J+w q.) = .F.'(t), t>0
i ¢ e i=1 n
nﬁ- 3 yeeey

4i(0) = gio, 4i(0) = dgio

(3 —181)
¢=, max |G| (3 —182)

Systemet antages svagt deempet. Af (3-180) fglger heraf

(< max ( <1 (3 —183)

i=1,...,n

Under forudsaetning af (3-183) kan en tilnzrmet analytisk lgsning opnas ved en per-
turbationsanalyse. Princippet i denne er, at lgsningen ¢;(t) til (3-181) skrives som en
potensrakke i1 parameteren ¢ < 1, dvs.

ai() = ¢ + (V) + e W)+, i=1,...,n (3 —184)

Funktionerne g, )(t) k=0,1,... i (3-184) betegnes k. ordenslgsningerne. Disse anta-
ges uafheengige af (. Som vist i det fslgende bestemmes disse funktioner trinvist som
lgsning til samme lmeaere dlfferentla,lhgmng med forskellige inhomogeniteter og begyn-

delsesbetingelser q " (0) = qf; ), i (0) = q,(,f ),
Seettes t = 01 (3-184) findes

gio = q.o’ +0g9) + %@+ |
,i=1,...,n (3 —185)

dio = ¢ + 4% + 2P +

(3-185) ma vere opfyldt for vilkarlig veerdi af (. Heraf folger

© (0) _ .
q; —QlO 41 —qo ¥

(1) ,(ko ' p 8= e (3 —186)
Q=040 =0k=12...
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Indsaettes lgsningsantagelsen (3-185) i (3-181) og samles led med feelles faktor ¢ k findes

i
i+ 2wid" + wig” = —Fy(t)

M;
H [0+ 20ud® + g+ 20,y (200 G )
et
+c2[ P 42w + w?® + 2w, Z,/“” C” ‘”(t) , i=1,...m
J=1
ki

(3 —187)

Med samme begrundelse som ved udledelsen af randbetingelserne (3-186) ma faktorerne
i de skarpkantede parenteser af (3-187) veere lig 0. I forbindelse med (3-186) opnas

herved fglgende differentialligningssystem til bestemmelse af q‘(k) (t)fori=1,...,n

—Fi(t), t>0
M; (3 — 188a)

¢”(0) = ¢:(0), 4{”(0) = Gi(0)

(0) -+ 2(1 1qg + Wy q(O)

i + 26wig® + gV = —2u; z,/“” C” i), t>0

=1 (3 — 188b)

J#

dM0) =0, ¢Y©0)=0

i@ 200 _ _oy, 3 @i Gis )
+2C!w Q1 +w l; LLJ{M;‘ CqJ (t)$ t>0

J#i

(3 — 188c)

qf”(m 0, ¢ (0)=0

(3-188a) er identisk med (3-165), hvorfor g¢; )(t) er givet ved (3-166). 0. ordens lgsningen
svarer saledes til lgsningen, hvor modalkoblingen ignoreres.

Den herved opnaede lgsning for ¢; )(t) indsaettes pa hgjresiden af (3-188b), der herved

bliver en kendt funktion af tiden. Herved kan 9.( )(t) bestemmes. Lgsningen bliver
abenbart

(O(t) = 20, E w15 C&, /0 hit = 1)O(r)dr, i=1,...,n (3 — 189)
J#l
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(3-189) kan dernzest indsattes pa hgjresiden af (3-188c), der herved bliver en kendt
funktion af tiden. Herved kan qu) (t) bestemmes. Processen kan fortszttes ubegranset.
k. ordens lgsningen bliver

(k) gy _ Zﬂ wiM; Gij [ -(k=1) e
q; (t)—-2w,~ w——c' h,(t—T)qJ (T)dT, 2—1,...,?’),, k=1,2,...
G Ut 0

J#Ei

(3 — 190)

Hvis f(¢) i (3-153), og dermed samtlige modalbelastninger Fj(t), indeholder en har-
monisk komponent med den cykliske egenfrekvens w;, vil qgo)(t) bestemt ved (3-188a)

resonanspavirkes, mens dette ikke er tilfzeldet for q,@)(t) , ¢ # j. Dermed bliver qu)(t)
relativt stor, fordi bidraget qgo)('r) i summationen pa hgjresiden af (3-189) er stor. I
dette tilfzelde kan det andet led pa hgjresiden af (3-184) blive sammenlignelig med det
forste led for ikke-resonanspavirkede modalkoordinater, selv hvis { < 1. En praktisk

tilneermelse i1 dette tilveerelse er herved

w;M; t . , _ )
q,-(t)gqf")(t)—2w,-1/w{M’_<,-,-/o hi(t =) O(r)dr , i=1,..n, i # ]

ai(t) = ¢\"() o A=)

(3-191)

Ved teet sammenliggende egenfrekvenser, fx. w; =~ w;, kan egensvingningsgensvaret i

g'rg-o)(t) resonanspavirke qfl)(t), jf. (3-188b). I dette tilfzelde ma modalkoblingerne tages
i regning, men kun mellem den . og den j. egensvingning.

For ( < 1 kan modalkoblingerne generelt ignoreres 1 tilfzelde af veladskilte egenfrekven-
ser.

3.7 Udvikling i d=mpede egensvingningsformer

Betragt identiteten
Mx-Mx=0 (3—192)

Kombineres (3-192) med (3-36) fremkommer
5 ¥ 15 S (2]

eller
Az + Bz =F(t), t>0}

et (3 - 194)
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2(t) = [x(t)- 20 = ["“] (3 — 195)

(1), %o
F(t) = [fg): (3 — 196)
a=g V] e=[s (3-197)

I det fglgende forudszttes, at C er symmetrisk og positiv definit. Da samtidig M og K
er symmetriske, bliver A og B symmetriske. Selv om M, C og K alle er positiv definit,
er dette ikke tilfeeldet for hverken A eller B. Saledes haves for zT = [xT, x7]

zTAz = xTCx + 2xTMx
(3—198)

z'Bz = xTKx — xT Mx

Afhzengig af stgrrelsen og fortegnet af komponenterne i vektorerne x og X, kan hgjresi-
derne af (3-198) veere positive eller negative.

Egensvingninger af systemet (3-194) er givet ved

Az+Bz=0,t>0
(3—-199)
z(0) = z¢
Lgsninger sgges pa formen
z(t) = Re(We') (3 —200)

hvor ¥ er en konstant kompleks vektor af dimension 2n, og A er en kompleks konstant.

Ved indsztning ses, at (3-200) er en lgsning til (3-199), hvis og kun hvis ¥ er en Igsning
til det linezere egenvaerdiproblem af dimension 2n

(AA + B)¥ =0 (3 —201)

Den ngdvendige betingelse for lgsninger til det homogene ligningssystem er, at deter-
minanten til koefficientmatricen er lig 0. Dette fgrer til den karakteristiske ligning
det(AA+B) =0 (3 —202)

(3-202) repreesenterer en 2n. gradsligning i A med reelle koefficienter. Rgdderne i denne
udggr egenvaerdierne Aj, j = 1,...,2n. For hver egenveerdi eksisterer en ikke-triviel
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lgsning ¥(9) til (3-201), der er bestemt pa neer en arbitreer faktor. Egenveerdierne A; kan
vaere savel reelle som komplekse. Afheengig heraf bliver koefficientmatricen i (3-201),
og dermed egenvektorerne () tilsvarende reelle eller komplekse.

(3-201) er af preecis samme form som (3-43). B svarer til K, A svarer til M og A svarer
til —w?. Analogt til M og K er A og B symmetriske. Kun denne egenskab er ngdvendig
for at bevise ortogonalitetsegenskaberne (3-137), (3-138). Der geelder derfor for savel
reelle som komplekse egenvektorer

. : 0 , i#j
FOT Al — { . i ij (3 — 203)
. . 0 . i#]
‘I’(')TB‘I’(J) s { _Ajmj ; ij (3 — 204)
hvor
m; = WOT AL (3 — 205)

m; betegnes den dempede modalmasse. Denne er kompleks, nar ¥ er kompleks.

Det fremgar af (3-201), at (A}, ¥7) er en lgsning til egenveerdiproblemet, hvis (A;, ¥;)
er en lgsning. Alle komplekse egenveerdier forekommer saledes i par, der er hinandens
kompleks konjugerede. Det samlede antal komplekse egenvaerdier er herved et lige antal.
Da det totale antal egenveerdier er 2n, er ogsa antallet af reelle egenvaerdier et lige antal.

Den afggrende forskel pa egenverdiproblemerne (3-43) og (3-201) er, at hverken A eller
B er positiv definitte i modsatning til M og K. I forbindelse med beviset for sztning
3-1 blev egenskaben, at M er positiv definit, benyttet til at udelukke betingelsen (3-
52), hvorved det bliver logisk tvingende, at (3-51) er gezeldende. Nar A; er kompleks, er
AT # Ajen egenveerdi med egenvektoren W(9)* # ¥ (), T henhold til (3-203) og (3-204)
er dermed (\If(j)*)TA‘I'U) = (\If(j)*)TB‘I’(j) = (. Dette er i overensstemmelse med, at
nar den til (3-51) analoge betingelse ikke er opfyldt, ma den til (3-52) analoge betingelse
ngdvendigvis opfyldes.

Egenvardierne skrives pa formen

hvor pj og vj er reelle. Herved kan komponenterne i (3-200) skrives

Tl = Re(\Ilgcj)e(_"f iy )t)

— Re( \Ilij)

e—icv,- e(—u,- -§-t'v_,-)t)
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= |\I'ij)| e #it cos(vjt—aj) , k=1,...,2n (3 —207)
T (50

tanakz—L?.))- , B=1, ... ,20 (3 — 208)
Re(2;”)

Egensvingningerne (3-207) ma alle klinge bort for ¢ — oo, da systemet er forudsat
dissipativt (C er positiv definit). Der ma derfor altid geelde, at realdelen y; er positiv.
Nar A; er kompleks, angiver (3-207) en underkritisk deempet egensvingning med den
deempede cykliske egenfrekvens v;, jf. (2-52) og figur 2-9. Tilsvarende, nar A; er reel
(vj = 0), angiver (3-207) en overkritisk deempet egensvingning, jf. (2-48) og figur 2-11.

Af (3-195) og (3-199) fslger, at egenvektorerne har formen

w:[f;] (3 — 200)

Ved indseetning af (3-197) og (3-209) i (3-201) ses, at @ er Igsning til egenveerdiproble-
met

(M +AC+K)®=0 (3 —210)

(3-210) er igen et homogent ligningssystem. Den karakteristiske ligning bliver

det A M+ AC+K) =0 (3—211)

(3-210) er ikke-lineeert egenveerdiproblem af orden n. Rédderne A; til de karakteristi-
ske ligninger (3-202) og (3-211) er identiske, og egenvektorerne () til (3-210) udggr
halvdelen af egenvektoren ¥(¥) til (3-201). Undertiden veelger man alligevel at lgse egen-
veerdiproblemet (3-201) af dobbelt orden, da dette er linezert og pa en standardform,
for hvilke effektive numeriske algoritmer er tilgengelig.

Egenvektoren &) af dimension n betegnes den dempede egensvingningsform i den j.
egensvingning. Ved (3-197), (3-205), (3-209) fplger, at den deempede modalmasse kan

skrives

m; = dNTcedl) 4+ 2AJ..I,(J°)TM¢I,(J') (3—212)

I det fglgende antages, at samtlige egensvingninger er underkritisk deempede. Egen-
svingningsformerne samles i fglgende komplekse modalmatrix af dimension n x 2n

P=[&1 &1 @ @+ ... o )] (3 —213)
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Egensvingningsformerne ®(1), @ ... &) kan alle velges, si de tilsvarende egen-
veerdier har positiv imagineerdel v;. Egenvektorerne ®()*, &)* &(™)* har herved
tilsvarende egenverdier med negativ imaginaerdel. Herved kan egensvingningsformerne
) @ ... &M ordnes efter voksende veerdier af v;, dvs. 0 < 1y <1y < -+ < vy,

Lgsningen til (3-194) er en reel 2n-dimensional vektor. Betragt raekken

() = 37 Wgs(6) + W3 1) (3 - 214)

(3-214) kan alternativ skrives pa fglgende ensbetydende mader

z(t) = 2 Z": Re(T{g;(1)) (3 —215)

j=1

2(t) =2 )" (Re(¥)Re(g;(t)) — Im(¥)Im(q;(1)) ) (3 — 216)

i=1

(3-216) er en udvikling af z(t) efter de 2n linesert uafhaengige basisvektor Re(\I'U)),
Im(¥W), j =1,...,n, hvilket viser gyldigheden af (3-214). g;(t) betegnes de dempede
modalkoordinater. Disse er komplekse ved underkritisk deempede egensvingninger, og
reelle ved kritisk og overkritisk deempede egensvingninger.

(3-214) indsaettes i (3-194). Herved

n n 3
ZA(‘I;(j)éj+\I;(j)*é;)+Z B(q;(i)qj+\11(i)*q;) =F(), t>0

= =1
= ’ L (3-217)
> (wg;(0) + ¥1)*g3(0)) = 2o
=1 J

Ved anvendelse af (3-203), (3-204) for henholdsvis egensvingningsformerne W(?) og ¥(i)*,
t=1,...,n findes

gi — Aigi = i‘1['(")TF(t), t>0
m;

Li=1,...,n (3 — 218)
g(0) = —wOT Az
my

it — gt = = (FO)TR(t) , ¢ >0
m; '
: yi=1,...,n (3—1219)
g;(0) = — (¥O*) T Az,
my
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I (3-219) er benyttet, at modalmassen svarende til egenvektoren W()* er lig
(TONTATO* = (FOTATO)* = m*. (3-219) er den kompleks konjugerede af (3-
218), og indeholder dermed ingen ny information. Af betydning er derfor kun den
komplekse differentialligning af 1. orden (3-218), der er &kvivalent med 2 koblede reelle
differentialligninger af 1. orden for henholdsvis real- og imaginzerdelen af ¢;(t). Dette
skal sammenlignes med, at de udeempede modalkoordinater i det dekoblede tilfzelde er

bestemt ved den reelle differentialligning af 2. orden (3-165), der ligeledes er ackvivalent
med 2 differentialligninger af 1. orden.

Specielt for flytningsgensvaret findes ved (3-195), (3-209), (3-215)

x(t) =2 i Re(®Wg¢;(t)) (3 — 220)

De dempede modalkoordinater bestemmes af (3-218). Lgsningen bliver
t 1
qi(t) = it (f e—)\.-r.___'Il(z)TF(‘r)dT + q,'([])) ,i=1,...,n (3 — 221)
0 m
Ved (3-196), (3-209) fglger
vOTF(r) = 8O7Tf(r) (3 —222)

Begyndelsesbetingelsen ¢;(0) er givet ved (3-218). Ved (3-195), (3-197), (3-209) haves
o L2 17[Cc M][x
=201 | (Moo [

1

m;

T ((C+ MM)xo + Mxg) , i=1,...,n (3 —223)
Ved indsztning af (3-221), (3-222), (3-223) i (3-220) findes endelig

n t
(1) =2 Re(-@8D@OT[ [1MO(r)ar +654(C+ A, M)x0 ¢4 Mico)

=1 2

= (h(t)M + h(t)C)xo + h(t)Mx, + f t h(t — 7)f(r)dr (3 — 224)

s eAJ't i .
= —3(NaWT
h(t) =2 J_Ezlj Re ( e



80

=9 Z e Hit (Re —Q(’)'I'(-’)T) cosvjt — Im(——Q(J)@(’)T) sinv; t) (3 —225)
mj

(3-224) er identisk med (3-132). (3-225) angiver den analytiske lgsning for impuls-
responsmatricen baseret pa udvikling i deempede egensvingningsformer, der er mere
generel end den tilsvarende lgsning (3-172) baseret pa udeempede egensvingningsformer
og modal dekobling, da der her kun forudszettes, at C er symmetrisk. Egenskaben
C = CT er ngdvendig for at kunne bevise ortogonalitetsegenskaberne (3-203), (3-204).
Nar C er symmetrisk, dekobler modalkoordinatligningerne saledes totalt ved udvikling
1 deempede egensvingningsformer.

Det kvasi-statiske gensvar findes ved at ignorere ¢; i (3-218) hvorved

1 1
ai(t) = — \I!(’)T F(t) = —/\—-‘I:(')Tf(t) (3 — 226)

] ]

Ved indseetning af (3-226) i (3-220) findes

x(t) = K~'f(t) = 2 i Re(«pU) ———aWT(1))

= imj

(22 Re( «1:0)@(1“")) f(t) =

=2 i Re( o 21 eIT) (3 —227)

=1

(3-227) angiver analogien til Mercers seetning (3-175) ved udvikling i deempede egen-
svingningsformer.

pj og vj i (3-206) skrives pa formen

d d
[lj S C‘f )l ;,;‘ )
d d)\2

(0= L (3 — 228)
J 2 2
b+ ¥

N (3 - 229)
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Ved deempede egensvingninger, hvor kun den j. deempede egensvingningsform pavirkes,
angiver Cj(-d) deempningsforholdet i egensvingningen. Det er 1 princippet CJ('d) og wj(;d), der
males ved et egensvingningsforsgg af et linezer viskos deempet system af n frihedsgrader
ved identifikationsmetoden givet ved (2-60), (2-61). Kun nar dekoblingsbetingelsen (3-
164) er opfyldt, er C§d) = (; og wf-d) = wj, hvor (; er deempningsforholdet defineret ved
(3-162), og wj er den j. udempede cykliske egenfrekvens. Nar konstruktionen er svagt

(d)

deempet, og egenfrekvenserne er vel adskilte, er forskellen pa C}d) 0g (; og pa w;

helt uvaesentlig.

og Wy

Eksempel 3-10: Dazmpede egensvingninger af 2 frihedsgraders system

For systemet 1 eksempel 3-4 veelges k1 = k3 = k3 = 100 N/m, m; = 1 kg, my = 2 kg, ¢; = 0.1
kg/s, c2 = 0.2 kg/s, ca = 0.3 kg/s. Herved er, jf. (3-40)

10 03 -0.2 200 —100
M= [o 2] kg, C = [—0.2 0.5 ]kg/s’ = [—100 200 ]N/m (3 - 230)

Dempede egensvingninger gnskes bestemt fra begyndelsesbetingelserne z1(0) = 0.1 m, z2(0)
= 0, 2:(0) = 0, 2(0) = 0. Bevaegelsen bestemmes dels ved udvikling i deempede egensving-
ningsformer, dels ved udvikling 1 udeempede egensvingningsformer, idet eventuelle modalkoblinger
ignoreres.

De udzmpede cykliske egenfrekvenser bliver ved (3-61)

wy = 7.96225 s~} } ( )
3.— 231
wo = 15.38189 s~!

De udzempede egensvingningsformer er givet ved (3-62). Dzmpningsforholdene (1, {; og den modale
koblingskoefficient (12 udregnes herefter ved indsztning af (3-230) i (3-162), (3-163)

¢1 = 0.00911151, ¢z = 0.01316171 } )
(3 — 232
12 = 0.0027667
Af (3-231) og (3-232) fglger ved (3-167)
Cron = 0.0725481 =1, wy = 7.961920 s~ }
(3 — 233)
Cawg = 0.2024520 571, wq o = 15.38056 s~ !
Af (3-155) fglger
¢1(0) =0.0288675m , G¢(0)=0 } ; ,
3 — 234
g2(0) = —0.0288675 m , ¢2(0) =0

Nar modalkoblingen ignoreres, er udzempede modalkoordinater givet ved (3-166). Heri indsattes
F;(7) = 0 og (3-234). Lesningen givet ved (3-150) bliver herved

0.0211325

(u) — ,—Cwyt
x) = c"s“’dvlt[o.ozsss"!s

} + et ginug  t [0.000192557]

0.000263037
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0.0788675

—0.0288675 (3 - 235)

]+e—42“=*sinwd,2t[ 0.001038112 ]

—(awat
+e coswg 2l [ —0.000379978

Enheden af alle led i (3-235) er m. Da koblingskoefficienten {12 # 0, vil (3-235) kun vzere en
tilnzermet lgsning til (3-39).

De daempede egensvingningsformer bestemmes ved indsatning af (3-230) i (3-210). Herved frem-
kommer egenveerdiproblemet

A2 40304200  —0.2)A — 100 ® ] _ [0
—02A—-100 2X2+0.5XA+200] [®2] ~ |0 (3 - 236)
Den karakteristiske ligning (3-211) bliver
23* +0.112% + 400.11A% + 120X + 30000 = 0 (3 — 237)
Lgsningen til (3-237) bliver
A1 A2
= - :l:‘iV1 ) = — 2 + iV (3 - 238)
Al A2
py = 0.0725486 s™1 | 1y = 7.962008 s~}
(3 - 239)
pz = 0.2024514 571 | vy = 15.38039 s7!

A = )1 inds=ttes 1 (3-236). G’gl) veelges pd vanlig vis til 1, hvorefter @gl), bestemmes af én
af ligningerne. Samme fremgangsmade benyttes for A = A2. Herved opnis fglgende deempede
egensvingningsformer

&) = 0.732058 i 0.00504816
~ | 1.000000 0.00000000
(3 — 240)
®(2) _ [~2731308] _ . [0.0363826
~ | 1.000000 0.0000000
De dzzmpede modalmasser bliver ved (3-212)
my = —0.117704 + 40.38061
(3 — 241)
ma = 6.113805 + 290.9639:

Ved indszetning af (3-230), (3-238), (3-240), (3-241) i (3-223) findes begyndelsesbetingelserne

1(0) = 0.0144375 + 0.000140395i
(3 — 242)

g2(0) = —0.0144375 + 0.0000492613

De da2mpede modalkoordinater bestemmes af (3-221). Heri indszttes (3-242) og F(t) = 0. Lgsnin-
gen givet ved (3-220) bliver herved
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0.0211368

(@) (g) = e-s1t
= C°S”1t[o.0238751

] _ P e [0.000351321]

0.000280791

0.0788632

—0.0288751 (3 —243)

] — e~ F2t gin ot [-—0.001319643]

—pat
+e cos vt [ 0.000098521

Enheden af alle led i (3-243) er m.

Savel x(4)(t) som lgsningen x(*)(t) ved udvikling i udeempede egensvingningsformer tilfredsstil-
ler begyndelsesbetingelserne. x(4)(t) tilfredsstiller tillige bevaegelsesligningen eksakt. Indsettes
derimod x(*)(t) i (3-39) med f(t) = 0, kan resultatet skrives

Mx(¥) 4+ Cx(*) + Kx(¥) = e(t) (3 — 244)
hvor
-6 -2
- 3.83-10 il i 1.9906 - 10
e(t)=e coswg 1t [—8.29 . 16~7 +e sinwg 1t —1.4572 . 10-2
—6.62- 106 : 3.8458 . 102
—(awat —(awat _

+e coswg ot [—8.64- 10_4] +:e sinwy ot [10.5070_10_2] (3 — 245)

Enheden af alle led i (3-245) er N. Residualbelastningen e(f) pa hgjresiden af (3-244) angiver
ubalancen mellem interti-, deempnings- og elastiske kreefter. e(t) er den direkte fglge af at ignorere
modalkoblingen mellem de udzmpede modalkoordinater. Komponenterne pi hgjresiden af (3-
245) skal sammenlignes med komponenter af inertikraefterne og de elastiske krzefter, der alle er af
stgrrelsesorden 10 N.

Den numerisk stgrste forskel mellem den tilnarmede lgsning (3-235) og den eksakte lgsning (3-243)
optraeder til tiden ¢ = 0.54 s i komposanten z; (t) og bliver | zgu)(0.54) - zgd)(0.54) | = 0.00071 m.
Dette skal sammenlignes med, at z;(t) er af stgrrelsen 0.07 m. Lgsningen er vist nedenfor pa figur
3-8.

Konklusionen pa undersggelsen er, at forskellen mellem den tilnzrmede lgsning med udvikling
1 udeempede modalkoordinater, hvor der ses bort fra modalkoblinger, og den eksakte lgsning er
ignorabel. Dette skyldes, at de cykliske egenfrekvenser er veladskilte, og at systemet er letdeempet
(¢i < 1), jf. bemaerkninger i forbindelse med (3-191).

Ved inds=etning af (3-239) i (3-228), (3-229) findes

(2) = 0.00911147 , o{*) = 7.96234 s~
(3 — 246)
¢t = 0.01316182 , Wi = 15.38172 571

Ved sammenligning (3-231), (3-232) og (3-246) ses, at der er en helt ignorabel forskel pa henholdsvis

w; og wge) og pa (; og ('(e).
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t m]
| X2l 10 (3 (1) %39 (1))

0.04

= P [\ /\/X i

1 2 3 4 5  t[s]

0.1

x9D(t)
- [\ [\ / 10+ (M (t)—x(1))
v

—0.057

-0.1 + + 4 + S—
0 1 2 3 4 5 t[s]

Figur 3-8: Dampede egensvingninger af 2 frihedsgraders system.

3.8 Systemreduktion

I de foregdende afsnit 3.6 og 3.7 blev angivet analytiske metoder til bestemmelser af
gensvaret for et system af n frihedsgrader, der i princippet er baseret pa en omformu-
lering af det oprindelige problem i et nyt sat frihedsgrader. Ved metoden i afsnit 3.6
diagonaliseres masse- og stivhedsmatrix, hvorimod deempningsmatricen i almindelighed
ikke diagonaliseres. Ved metoden i afsnit 3.7 diagonaliseres alle 3 systemmatricer, nar
blot deempningsmatricen er symmetrisk, hvorved en total dekobling af de omformule-
rede frihedsgrader opnas. Metoderne kreever kendskab til alle n egensvingningsformer,
hvilket kan veere vanskeligt at opna, hvis n er meget stor. Der er derfor god grund
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til at undersgge muligheden for at reducere antallet af dynamiske frihedsgrader fra n
til ny < n, idet der tilsvarende kun kreeves kendskab til n; egensvingningsformer og
tilhgrende egenfrekvenser.

En fremgangsmade, hvor antallet af frihedsgrader indskraenkes, betegnes en systemre-
duktion. Systemreduktion er altid forbundet med tab af ngjagtighed. Minimeringen af
ungjagtigheden kan kun foretages, nar valget af dynamiske frihedsgrader sker ud fra en
fysisk indsigt i problemet.

Systemet (3-161) er baseret pa en udvikling i udeempede egensvingningsformer. Baseret
pa en indledende frekvensanalyse antages, at den ydre dynamiske belastningsvektor f(t)
indeholder harmoniske komponenter beliggende i et passende interval. Antag, at n; af
modalkoordinaterne har cykliske egenfrekvenser i det omtalte frekvensinterval, mens de
resterende n — n; modalkoordinater har cykliske egenfrekvenser uden for intervallet.
Dynamisk forsteerkning som fglge af resonanspavirkning vil herved hovedsageligt gore
sig geeldende for de fgrstnzevnte n; modalkoordinater. For disse indfgres betegnelsen
dynamisk pavirkede modalkoordinater. For de gvrige er dynamiske virkninger som fglge
af inerti- og deempningskraefter ignorable. Modalbelastningen F;(t) i (3-161) afbalance-
res i dette tilfeelde primeert af den modale elastiske tilbagefgringskraft w?M;q;(t). For
disse frihedsgrader indfgres betegnelsen kvasistatisk pavirkede modalkoordinater. Egen-
svingningerne nummereres, s de dynamisk forsteerkede frihedsgrader svarer til de ny
forste frihedsgrader. (3-161) kan herved skrives

q:+2w(<tQ:+Z‘V Cuq;)‘{"w i = llﬂ(t)ai=1:---1nl (3_2473)
nh

gi(t) = M ———Fi(t) = M ®OTE(t) , i =ny +1,. (3 — 247b)

Ved indseztning af (3-247b) i (3-150) og ved anvendelse af (3-175) haves

x)=3 689+ Y g1)@0

i=1 i=ni+1
- : - 1 S
2 Z q,'(t)Q( ) + ( Z m‘p( )‘I’( )T) f(t)
=1 i=n;+1 1o

i ~ _1 Z0a 1 zoa
- Z t)q,( ) + (Z e )T _ Z ag_Mg.( ) )T) £()

i=1 3 g=] ¥

ni . ni 1
=2 a2+ (K-l -2 m@“’@"”‘) £(t) (3 -248)



86

Transformationen (3-248) kraever kendskab til ®(), w;, i = 1,...,n4, tillige med fleksi-
bilitetsmatricen K~1. De dynamiske modalkoordinater ¢;(t),z = 1,...,n;, bestemmes
ved lgsning af det koblede, reducerede differentialligningssystem (3-247a).

Sidsteleddet pa hgjresiden af (3-248) repreesenterer den kvasi-statiske del af gensvaret.
Undertiden ignoreres dette bidrag, hvorved

ny

x(t) = Y q(t)@? (3 — 249)

=1

Det er klart, at (3-249) bliver en stadig bedre approksimation til (3-248), jo teettere n,
er pa n. Man tester i praksis gyldigheden af (3-249) ved at undersgge fglsomheden p3
lgsningen x(t), nar ny ¢ges med 1.

Modalkoordinaterne ved udvikling i deempede egensvingningsformer kan ligeledes deles i
n; dynamisk pavirkede modalkoordinater, og n —n; kvasi-statisk pavirkede modalkoor-
dinater. De kvasi-statisk pavirkede modalkoordinater er givet ved (3-226). For (3-220)
foretages en omskrivning analog til (3-248). Ved (3-226) og (3-227) findes

x(t) = 2 ,.Z Re (q,-(t)cp(*)) ¥ (K~1 _2 i Re(_ Al_m_tx'(*)@wT)) £(£) (3 — 250)

De dynamisk pavirkede modalkoordinater er fortsat givet ved (3-221).

De anfgrte reduktionsmetoder er baseret pa en opdeling i henholdsvis dynamisk pavirke-
de modalkoordinater og modalkoordinater, for hvilke inerti- og deempningsbelastninger
er ignorable. Guyan! har angivet en alternativ reduktionsmetode, der er baseret pa en
analog opdeling af de oprindelige frihedsgrader x(t) i en undervektor x;(¢) af frihedsgra-
der, der er pavirkede af inerti- og deempningskraefter, mens disse pavirkninger antages
ignorable for de resterende frihedsgrader samlet i undervektoren x,(t¢). Dimensionen af
x1(t) er ny, og dimensionen af X,(t) er n; = n — n;. For frihedsgraderne i x,(t) afba-
lanceres de ydre belastninger herved udelukkende af de elastiske tilbagefgringskreefter.
Under denne forudsatning kan (3-36) skrives pa formen

[1\%” g] [2] t [Con g] [2] + [ﬁﬁ EZ] [2] = [Eg;] ,t>0 (3—251)

—M1x; og —C;;X; angiver inerti- og deempningsbelastningen af frihedsgraderne i x;.
f1(t) og f2(t) er undervektorer af f(t), der henholdsvis angiver de ydre belastninger
af frihedsgraderne i x; og x2. K1, Ki2 og K3; angiver undermatricer i den opdelte
stivhedsmatrix K.

Af de sidste ny ligninger i (3-251) fglger

K;I;X1 + Kaoxz = f2(t) =

1R. Guyan: Reduction of Stiffness and Mass Matrices, AIAA Journal, Vol. 3, pp. 380 (1965).
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x2(t) = K33 fa(t) — K35 Kipxa(2) (3 — 252)
(3-252) indseettes 1 de fgrste n; ligninger af (3-251).

Miix; + Cuxy + (Kn — K12K2_21KT2)XI = f1(t) — K12K5, £(2) (3 —253)

(3-253) er herved bragt pa standardformen (3-36), men af reduceret dimension n; <
n. Den reducerede stivhedsmatrix er givet ved Kﬁ? = Ky — K12K7' KL, og den
reducerede belastningsvektor er givet ved fl(r)(t) = fi(t) — K12 K5 ().

x1(t) bestemmes fgrst ved lgsning af (3-253), hvorefter de resterende kvasi-statiske fri-
hedsgrader x;(t) bestemmes af den linezere transformation (3-252).

Guyanreduktion betegnes alternativt statisk kondensation. X; og X, betegnes i denne
forbindelse henholdsvis mester- og slavefrihedsgrader.

3.9 Dzmpningsmodeller

I dette afsnit skal specificeres, hvorledes en klasse af deempningsmatricer C kan opstilles,
som samtidig opfylder dekoblingsbetingelsen (3-164).

Udgangspunktet er, at en mengde af modale deempningsforhold (3,(z,...,(x, k < n
er kendt. Dette kan f.eks. ske ved maling af halvbandsbredden ved resonansforsgg som
beskrevet i forbindelse med figur 2-16.

Betragt deempningsantagelsen

C =aM + a;K (3 — 254)

Ved (3-137), (3-138) fplger heraf

FA0gT 16) e ao@(i)TM.I,(J') iy T ()

{0  1F (3 — 255)

aM; +aw?M; , i=j

Fglgelig er modellen (3-254) en tilstraekkelig betingelse for dekobling. Ved sammenlig-
ning med (3-164) fglger, at modaldeempningsforholdene bliver

a a i
&l+§wh3=L“wn (3 — 256)

1
¢ = E(ao + aw?) =
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De modale deempningsforhold (; og {; antages fastlagt ved malinger. Parametrene a
og a; kan herved kalibreres ud fra (3-256) for : = 1,2

6]-1z llz] -

C2 5‘3,-2 %wz 4

ap | _ 2w1w2 wa —wi Cl

[al]‘ws—w%[—::: ——Hc] \8=280)

Med parametrene ag og a; bestemt ved (3-257), giver (3-254) korrekte veerdier for de 2
fgrste modaldeempningsforhold. De gvrige modaldeempningsforhold i modellen er der-
neest bestemt af (3-256) og vil 1 almindelighed veere forskellig fra eventuelle tilsvarende
malte deempningsforhold.

Deempningsmodellen (3-254) betegnes Rayleighdempning eller proportional dempning.

Betragt dernaest deempningsmodellen

c=Y tm (KM") M (3 — 258)
melrl
Indexmeengden I = {--+ ,—2,-1,0,1,2,- - } i summationen i (3-258) omfatter i princip-

pet en vilkarlig delmengde af positive eller negative hele tal. Matrixpotensprodukterne
i (3-258) fortolkes pa fglgende vis

(kM1)" = (kM) (kM) - (KM7T) , m >0 (3 — 259)

(KM"I)m=E, =0 (3 — 260)

KM'I)m= kM) (kM) - (kmt)
By i) o

Matrixprodukterne pa hgjresiderne af (3-259) og (3-261) bestar af m faktorer. Det
sidste udsagn af (3-261) fglger af identiteten

- o) -1
(KM—I) = (MK™) (3 — 262)

(3-258) betegnes Caugheys dempningsmodel.! Denne er &benbart en generalisering
af Rayleighs deempningsmodel, der opnas for I = {0, 1}. Det vises i det fglgende,

1T. K. Caughey: Classical Normal Modes in Damped Linear Systems, J. Appl. Mech., Vol. 27, pp.
269-271 (1960).
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at Caugheys deempningsmodel opfylder dekoblingsbetingelsen (3-164) og samtidig er i
stand til at reproducere lige s& mange malte deempningsforhold, som der medtages i
reekken (3-258). Der geaelder saledes ortogonalitetsegenskaben

397Ca) = ¥ 4,807 3 0,807 (KM—I)mMgp(.f)
mel melrl

y , i# ]
:{ (Smerome?™)Mi , i=j (3 - 263)

Gyldigheden af (3-263) er abenbart vist, hvis det for alle m € I kan vises, at fglgende
ortogonalitetsegenskab er geldende

; m . 0 i :
OT(KM™!) Mael) = { : 3 — 264
( ) WM, L i=j ( )

For m = 0 og m = 1 fglger (3-264) af (3-137) og (3-138). For m > 1 vises gyldigheden
af (3-264) ved induktion. Herved antages, at (3-264) geelder for m = p, p = 1,2,...,
hvorefter gyldigheden af udsagnet eftervises for m = p+1. Ved (3-143) og (3-264) haves
umiddelbart

Q(‘)T(KM“I)PHM@U) = 80T (KM™1) KM~ M8V

= 8(O7T(KM) K8\ = 28607 (KM 1) MW

0 y TFE]
_ { A (3 — 265)
For m = —1 haves ved (3-137), (3-143), (3-262)
,;.(f)T(KM—l)‘qu,(j) — $OTMK M3
— _}E@(")TMK-IKQ(J') = lz.;.(")TM@(j)
“j “
0 , 1FE]
= 3 — 266
{ wiiM; | i=j ( )

(3-266) viser gyldigheden af (3-264) for m = —1. Dernzest antages (3-264) at geelde for
m=—p, p=1,2,.... For m = —p — 1 fglger heraf ved (3-143), (3-262) og (3-264)

.I.(i)T(KM-l) “P_IM.I.(J') o .I,(i)T(KM—l) B (KM—I) - M)
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- %@(*)T(Km—l)—pMK-lxé(ﬂ
“i
1 g -p : 0 it %7

= —dOT (KM} M) = { . -
ratiC GTPM; i 3-2%0)

Ved induktionsbeviserne i forbindelse med (3-265) og (3-267) er gyldigheden af (3-264)
herved eftervist.

Ved sammenligning med (3-164) findes modaldzempningsforholdet til

1 1 .
Gi=go D amwi™ =3 ) ami™, i=1..,n (3 - 268)
mel mel

Teoretisk kan medtages sa mange led i raekken, der gnskes. I praksis bliver antallet af
led begraenset af, at de modale dzempningsforhold (; kun kendes for de lavere egensving-
ningsformer.

Kendes eksempelvis (1, (2,(3 svarende til de 3 laveste egensvingningsformer, kan man
tage 3 led med i reckken. Vaclges disse svarende til m = 0, m = 1 og m = 2, fremkommer
deempningsantagelsen

C= aoM + G'.IK + azKM-lK (3 e 269)

ap, a, az bestemmes da af ligningssystemet

1 wlf w1 w% Qg G1
sla @ @ |a=1G (3 — 270)
'wl.{ w3 wg' az Cs

Den korrekte modaldeempning opnas i lige sa mange egensvingningsformer, som medta-
ges 1 raekken. For de gvrige egensvingningsformer er deempningsforholdet bestemt ved

(3-268).

3.10 Rayleighs brgk
Lad x veere flytningen, der fremkaldes af den statiske belastning f, dvs.

Kx = f (3 -271)

Flytningsvektoren x kan i henhold til (3-150) skrives som en linearkombination af de
udeempede egensvingningsformer

x =D 4 ;8@ 4 ... 4 ¢, ™ (3-272)
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Man kan nu danne brgken

2 - ——
Indszettes (3-272) 1 (3-273) findes ved (3-137), (3-138)
- Yimy Yy 2igy BWTKSW)
. Z?———l E?:l QinQ(t)TM@(J)
_ CMw? + EMow? + - + 2 Muw? o om

@M + @M+ -+ 2 M,

Ifglge den tidligere omtalte ordning af de cykliske egenfrekvenser er 0 < w; < wy <
oo < wy. Folgelig geelder

Mo} + GG Mpw? + - + EMaw} _ o (3 - 275)
R = M +@EMy+ -+ @2 M, '
IMiw? + @ZMyw? + - 4 g MWt
w2<91 1Wy T g iiaW, n¥n%n _ o2 3—927
B2 M+ @M+ + 2M, i oo
Herved haves
w} Swh <wl (3-217)

(3-277) betegnes Rayleighs princip. w% betegnes Rayleighbrgken. Teelleren i denne
er lig den maksimale potentielle energi, og neevneren gange wk er lig den maksimale
kinetiske energi, nar systemet bevaeges harmonisk med amplitudevektoren x og den
cykliske frekvens wg.

(3-56) ganges foran med M, hvilket fgrer til egenveerdiproblemet

MK-'M&® = \,M&®, ) = (3 - 218)
Wy

Nu dannes brgken

xTMK-'Mx
xTMx

Koy = (3 - 279)

(3-272) indsattes i (3-279). Ved (3-137) og (3-266) findes

]\ Yo T 6g; @ TMK 'MW
" i E}':l gig; 2NTM L)
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@M, 2+(IM2“2'+ +¢: M,
M1+q M2+ +qM

1
w?
Wn

GMigr + Mg+ + i My
EM + @My + -+ 2 M,

__.1 =
__w%

xTMx

xTMDMx (3 —280)

1
2<_=
wl_/\

(3-280) angiver en alternativ formulering af Rayleighs princip, udtrykt ved deformati-
onsmatricen D.

Rayleighs brgk benyttes til at beregne en tilnzermet veerdi for den 1. cykliske egenfre-
kvens. Man starter med at skgnne en passende belastningsvektor f, hvorefter x beregnes
af (3-271). w% beregnes derneest af (3-273) eller (3-280).

Eksempel 3-11: Bestemmelse af laveste egenfrekvens af 2 frihedsgraders
system ved Rayleighs brgk

Systemet er defineret i figur 3-5, og stivheds- og massematrix er givet ved (3-40).

For belastningsvektoren skgnnes f = [1] , hvorved

SEFINHEH

Af (3-273) findes

| % ]l w -

,_Li
BN

Ved sammenligning med (3-61) haves

k k
wi= 0.634-% cwh = 0.667— < Wl = 2.366— (3 - 283)

-1
Den benyttede belastningsvektor afviger en del fra den eksakte, hvor f = [E’;‘ ;: ] [\/51-_ 1]

o [%(7 —Iaﬁ)] _ [0.5102]

. Alligevel er den skgnnede cykliske egenfrekvens (3-282) tilstraekkelig
ngjagtig.
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3.11 Svingninger fremkaldt af bevagelser af understgtningerne

Bygningssvingninger fremkaldt ved bevaegelser af understgtningerne har stor praktisk
betydning. Ved jordskelv er der saledes risiko for, at konstruktionen herved bringes i
en brudgreensetilstand.

Deformationskomponenterne for alle konstruktioners understgtningspunkter samles i
vektoren y(t). I det mest generelle tilfzelde har hvert understgtningspunkt 3 translati-
onskomponenter og 3 rotationskomponenter. Deformationshistorien y(¢) antages givet.

Fgrst bestemmes de kvasistatiske deformationer x(°)(¢) af massepunkterne fra deforma-
tionen y(t) af understgtningerne, dvs. deformationerne svarende til at inertikraefterne
ignoreres. Pa grund af lineariteten geelder

x(O(t) = Uy() (3 — 284)

Influensmatricen U kan bestemmes ved szedvanlige fleksibilitetsmetoder. U er geome-
trisk bestemt, nar konstruktionen er statisk bestemt.

Lad x(t) betegne de totale flytninger af massepunkterne. x(t) udggres af x(°)(¢) plus
flytningen fremkaldt af inertikreefterne, dvs.

zi(t) = 2 (t) + Zﬂ: 8ij(—m;i;) (3 —285)

Eller pa matrixform
x(t) = x(9(t) - DM% =

Mx + Kx = Kx(©(t) = KUy(t) (3 — 286)

De relative flytninger af massepunkterne i forhold til de kvasistatiske deformationer
x(®)(t) defineres ved

2(t) = x(t) — x(2) (3 — 287)
Ved (3-284), (3-287) kan (3-286) skrives

Mi + Kz = —Mx(0(¢) = —-MUjy(1) (3 — 288)

Ligningssystemerne (3-286) og (3-288) for de lokale og de relative flytninger er herved
bragt pa standardformen (3-36) med henholdsvis f(t) = KUy(t) og f(t) = —MUy(t),
og kan lgses ved de i denne forbindelse indfgrte metoder.
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Eksempel 3-12:

1
a) 1 b) c) z
= '3} =4
* N T R—— 1 i
i - Ir i
I i t f
|
| ! ! ':
I Xo I
[ il I i
= == m —_— - -+
| i li ]
o | i |
1l 1l X 1l 11
-+ I+ 11 __-’..'_3 [ H
== m I i
u :: :: ::
a il il I il
i 1l I 1
L. s
777 P TGP P I I
~
==t =1 —= =t
V=1 y Yo=0 y=1

da
U=} 2a U
a

Figur 3-9: Bevagelser af understgtninger af 3 etagers ramme.

B =03 [ b0

B3 = = ra
S |

Den i eksempel 3-1 beskrevne 3-etagers ramme pavirkes af forskellige deformationer af understgt-
ningspunkterne. I eksempel a) fir begge understgtningspunkter samme vandrette flytning y i
rammens symmetriplan. I eksempel b) undergar hele fundamentet en rotation som et stift legeme.
I eksempel c¢) fir understgtningspunkterne forskellige vandrette flytninger y; og y» i rammens sym-

metriplan.

De gzldende influensmatricer for de 3 tilfzelde er anfgrt under figurerne.

Antag bevagelsen af understgtningen er harmonisk

y(t) = Re(Y ™)

(3 — 289)

Den stationzre totale flytning x(¢) og den stationzere relative bevagelse z(¢) bliver da

ogsa harmoniske. Disse sgges pa formen
x(t) = Re(X ')

z(t) = Re(Z ")

(3 — 290)

(3 —291)

Ved indseetning af (3-290) i (3-286) findes ved den sadvanlige argumentation

Re ([(——sz 4 K)X - KUY] ef“") =0 =

X = Hw)KUY

(3 —292)



95

-1

H(w) = (K — w’M) (3 —293)
Tilsvarende findes ved indsztning af (3-291) i (3-288)

Re([(—wM + K)Z - w?MUY] ¢') =0 =

Z = w*H(w)MUY (3 — 294)

Frekvensresponsmatricen (3-293) er i dette tilfeelde reel, da systemet er udeempet. H(w)
kan enten udregnes direkte af (3-293) eller modaludviklingen (3-173), (3-174) kan be-
nyttes. X og Z bliver reel, hvis Y er reel, dvs. hvis pavirkningens komposanter er i
fase.

3.12 Indirekte pavirkning

£(t)
mq mg 3

A A, L, B T,

Figur 3-10: Indirekte pavirkning af multifrihedsgraders system.

Hidtil er antaget, at de ydre belastninger angriber ved konstruktionens masser. I dette
afsnit undersgges tilfzeldet, hvor en enkelt ydre kraft f(¢) pavirker massesystemet in-
direkte, se figur 3-10, med henblik pa at bestemme flytningerne z,,...,z, af masserne
my,..., My, og flytningen z, af kraftens angrebspunkt.

Flytningen z;, ¢ = 0,1,...,n frembringes som en sum af flytningsbidrag fra den ydre
kraft f(t) og fra inertikraefterne —m;&; virkende ved masserne

zo(t) = boof(t) + o1 (—mli'l) s ol 50n(_mn£'n) (3 —295)

z1(t) = b10f(t) + 611 (—mud1) + -+ + b1n(—mnin)

: (3 — 296)
Tn(t) = bnof(t) + 6n1(—m131) + -+ + bnn(—mnia)

P3 matrixform kan (3-295), (3-296) skrives
zo(t) = boo f(t) — dg M (3 —297)

x(t) = do f(t) — DM (3 — 298)
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hvor :
10
do= | : (3 — 299)
6110
z1(t)
x(t)=| (3 — 300)
‘rn(t)
Ved multiplikation foran med K = D~ kan (3-298) skrives
M + Kx = Kdo () (3 — 301)

(3-301) er herved bragt pa standardformen (3-36) med f(t) = Kd,f(¢). Man starter
med at lgse (3-301), hvorefter z((t) bestemmes af (3-298).

Antag f(t) er harmonisk varierende pa formen

f(t) = F coswt (3 —302)

Systemet er udeempet. Frekvensresponsmatricen bliver da, jf. (3-173), (3-174)

©  HUFWHT
H(w) = Z Mq’(;q’_ ) (3 — 303)

Den stationzere harmoniske bevaegelse bestemmes af (3-91), (3-92) med F = Kd,F.
Ved (3-303) findes

x(t) = Re(X &*?) : (3—-304)
X =H(w) KdoF = F E 1) (3 — 305)

Den stationzere harmoniske beveegelse af kraftens angrebspunkt bliver ved indsztning
af (3-302), (3-304), (3-305) i (3-297)

zo(t) = Xo coswt (3 —306)
dTMtI’(J)tI’(J)TKdo
Xow)=F (500 +w Z &= (3 - 307)
Ved benyttelse af frekvensbetingelsen ®TK = w?@(j)TM kan (3-307) skrives
(dTM2O)
Xo(w) = F | 600 + w? Z 2) (3 —308)
= (1- %)
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4. SVINGNINGER AF BJELKEKONSTRUKTIONER

Bjeelkekonstruktioner er kontinuerte systemer. Disse behandles separat som fglge af deres
vigtighed, og fordi det er muligt pa relativt simpel vis at illustrere karakteristiske egenska-
ber for kontinuerte systemer.

I det fglgende betragtes alene plane Bernoulli-Eulerbjzelker med retliniet akse. Endvidere
antages samtlige bjeelkeelementer uendeligt stive over for aksialdeformationer.

4.1 Bevaegelsesligninger for bj=lkeelement

z N© N(©

T‘—!— T =X
dx

duy
+E dx

/-statisk ligevaegtstilstand

Uy

f m Q+32d

dy
Figur 4-1: Tvungne, deempede svingninger af bjeelkeelement.

Der indlaegges et lokalt (z, y, z)-koordinatsystem i bjeelkeelementet. Origo O placeres ved
bjeelkens ene endetvzersnit, z-aksen er sammenfaldende med linien gennem bgjningscen-
trene i den statiske ligeveegtstilstand, og (z, y)-planen er sammenfaldende med konstrukti-
onsplanen. Idet bjzlkeelementets leengde er [, far det andet endetveersnits bgjningscenter
herved koordinaten (z,y,z) = (1,0,0).

I figur 4-1 er vist et differentielt bjelkeelement af leengden dz i savel den statiske ligevaegt-
stilstand som den deformerede tilstand. Elementet er skaret fri, idet de indre snitkrzefter er
pafgrt elementet 1 de 2 tilstande. Forkortet refereres i det fglgende til elementets snitflader
ved abscisserne z og = + dz som henholdsvis venstre og hgjre snitflade.

Flytningen af bgjningscentret fra den statiske ligevaegtstilstand ved venstre endepunkt er
(uz(z,t),uy(z,t)) i henholdsvis z- og y-aksens retning. De tilsvarende flytninger ved hgjre

endepunkt er (uz + a—;fd:c, wy + %’- dz) .

I den statiske ligevaegtstilstand virker en normalkraft N(°), regnet positiv som trak. N(©)
antages uafheengig af tiden og konstant i stgrrelse langs bjzelken.
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I den deformerede tilstand virker belastningerne pr. lseengdeenhed f.(z,t) og fy(a: t) i
henholdsws z- og y-aksens retning. Inertibelastningerne pr. leengdeenhed —u(z) 25 u,(z, t)
og —u(z) 27 uy(:v,t) indregnes i disse i henhold til d’Alemberts princip. Egentlige ydre
dynamiske belastninger pr. langdeenhed antages kun at virke i y-aksens retning. Herved
fas

2

£u(8) = ~Foa = (&) oia(e, ) (4-1)

2
Fy(e1) = £, 1) = fy = (=) oz y(a:) (4-2)

;Ed)(:c, t) er den ydre dynamiske belastning pr. leengdeenhed i y-aksens retning, og f; 4, fy,4
er deempningsbelastningen pr. laeengdeenhed i z- og y-retningen, regnet positiv i z- og y-
aksens negative retninger, se figur 4-1. p(z) er massen pr. lzengdeenhed af bjalken.

I den deformerede tilstand virker pa venstre snitflade snitkraftkomposanterne N og Q,
regnet positive i henholdsvis z- og y-aksens negative retninger, se figur 4-1. Desuden er
snitfladen pavirket af et bgjningsmoment M, regnet positiv i z-aksens positive retning. Pa
hgjre snitflade er disse stgrrelser sendret differentielt til NV + %—‘:dx, Q + %fdm, M+

%dw, alle regnet positive i modsat retning af de tilsvarende stgrrelser pa venstre snitflade.

Dynamiske bevegelsesligninger opstilles herefter ved at udtrykke kraftligeveegt i z- og
y-aksens retninger og momentligeveaegt om z-aksen for det fritskarne differentielle bjzelke-
element, pa samme made som i det statiske tilfzlde.

Som geometrisk betingelse benyttes, at plane tvaersnit forbliver plane, svarende til Bernoul-
li-Eulerteorien. Elasticitetsmodulet er E, og bgjningsinertimomentet om z-aksen er I.
Herved haves fglgende feltligninger?

Statiske betingelser:

o 4 fa(z,) =0 (4-3)
2+ fylet) =0 (4-4)
%g—Q+N%W-0 (4—5)

Geometriske og fysiske betingelser:

Ou,
Oz

IM. P. Nielsen og L. Pilegaard Hansen: Mekanik 3.3, Del 1. Spandinger og deformationer i rumbjzlker,
Den private Ingenigrfond (1978).

=0 (4 —6)
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0*u

M = —EI5~

(4-7)
(4-6) udtrykker, at bjelken er usammentrykkelig i z-retningen, og indebarer u,(z,t) =
u.(t). Ved (4-4), (4-5) haves ved elimination af @

*M
922

2 (M@ )32) + fy(z,) =0 (4-9)

N(z,t) 1 (4-8) er givet ved (4-3). Da f;(z,t) i henhold til (4-1) er bestemt af u,(z,1t), og
derfor er ignorabel ved sma flytninger ud fra den statiske ligeveegtstilstand, kan N(z,t) i
(4-8) erstattes med den statiske referenceveerdi N(%). Ved (4-2), (4-7), (4-8) findes fglgende
partielle differentialligning for bevaegelsen i y-retningen

2
2 (o7 - 20 %) T g0 o

(4-9) skal lgses mht. givne rand- og begyndelsesbetingelser, der formuleres i det fglgende.

Begyndelsesbetingelserne fastlaegges ved en given flytning u,o(z) og hastighed u, () af
alle massepartikler til tiden ¢t = 0

uy(z,0) = uyo(z) , dy(x,0) = uyo(z) , = €0, (4 —10)

Randbetingelserne er dels geomnetriske, dels mekaniske.

{

A

“/statisk ligevagtstilstand

g.__X
Yg(t) Bl(t) Y1(t)
R x(t) ~dt) x,(t) = %(t)

Figur 4-2: Geometriske randbetingelser.
Geometriske randbetingelser indebeerer, at der ved bjeelkens endetvzersnit er foreskrevet

givne flytninger zo(t),z:(¢) 1 z-retningen, flytninger yo(t), y1(t) 1 y-retningen og rotationer
6o(t), 61(t) 1 z-retningen. Da bjaelken er usammentrykkelig i z-aksens retning, ma gaelde

:ZIQ(t) = J:l(t) = uz(x,t) (4 o= 11)
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Ved bevaegelser i y-aksens retning haves randbetingelserne

uy(0,1) = yo(?) , o uy(lt) = y(t) }
) t>0 (4-12)
b?;uy(oat) - gﬂ(t) 3 a"_zuy(l: t) _— 61 (t)
" L v
Mo(t) M(O't) M(tt) QeTt)
No(t) il ( E Nl(t)
Qq(t) ‘Q (0*t) Ql(t)l (1)
e
4

Figur 4-3: Mekaniske randbetingelser.

Mekaniske randbetingelser svarer til, at der ved bjzelkens endetvaersnit £ = 0 og z = [ virker
givne ydre kraefter Qo(t), @1(t) i y-aksens positive retning og momenter My(t), M; () langs
z-retningen. Fortegnet for de anfgrte randbelastninger er defineret i figur 4-3. Specielt er
My = M; = 0 ved faste simple understgtninger, og Qo = My = 0 og Q; = M; =0
ved frie ubelastede rande. Snitkreefterne for z = 0% og z = [~ skal veere i ligevaegt med
randbelastningerne. Herved haves, se figur 4-3

Q(O+! t) = _Qﬂ(t) y Q(I—vt) . Ql(t) } t>0 (4 B 13)
M(0t,t) = My(t) , M(I™,t)=-M(t) |

For differentialligningen (4-9) skal opfyldes 2 af de 4 ved (4-12) og (4-13) specificerede
geometriske eller mekaniske randbetingelser ved henholdsvis randtveersnittene z = 0 og
pie=s b

I (4-5) lineariseres leddet N 2%, svarende til at N erstattes med N(®), Ved anvendelse
heraf og anvendelse af (4-7) kan (4-13) udtrykkes i flytningen u,

62
— BI(0) 5—5uy(0,t) = Mo(?)

5 ot 5 , >0 (4 — 14)
- -é;(EI(O)@uy(O,t)) +NO =,y (0,8) = ~Qolt)
62
— EI() 5uy(l,t) = —Mi(2)
* ,t>0 (4 - 15)

2
- (e Zmt0) +40 Zuit) =00
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De geometriske randbetingelser (4-12) kaldes homogene, nar hgjresiderne er identisk lig 0.
Tilsvarende betegnes de mekaniske randbetingelser (4-14), (4-15) homogene, nar hgjresi-
derne er lig 0.

Eksempel 4-1: Fast indspaendt, bevaegelig simpelt understgttet bj=lke

(0)
N il x

Len %

S t)

y ¢

¥
c

Figur 4-4: Fast indspeendt, beveegelig simpelt understgttet bjzelke.

Flytningen uy(z,t) ud fra den statiske ligevaegtstilstand af det i figur 4-4 viste bjeelkeelement skal
tilfredsstille falgende randbetingelser:

Geometriske randbetingelser:

8
uy(0,8) =0 , -é-;uy((),t) =0, uy(l,£)=0 (4 —16)

Mekaniske randbetingelser:

—E’I(I)%uy(l, t)=0 (4-17)

Samtlige geometriske og mekaniske randbetingelser er homogene.

Dzmpningsbelastningerne pr. laengdeenhed f; 4 og f, 4 antagesi det fglgende udelukkende
forarsaget af dissipation i materialet. Dette forudseetter tgjninger i strukturen. Som fglge
af (4-6) antages derfor om deempningsbelastningen i z-retningen

fe,a(z, 1) =0 (4 —18)
Ved indseetning af (4-1), (4-18) i (4-3) og efterfglgende integration findes

N(z,t) = No(t) + ix(®) [ n(adu, >0 (4 - 19)

No(t), Ni(t) angiver normalkraften ved henholdsvis venstre og hgjre rand i den deforme-
rede tilstand og kan foreskrives som statiske randbetingelser, se figur 4-3. I henhold til
(4-19) er flytningsfeltet u.(z,t) = u-(t) herved bestemt af differentialligningen

Ni(t) — No(?)

Caayde t>0 (4 —20)

iL(t) =



102
fol p(u)du angiver den samlede masse af bjeelkeelementet. Ny (t) — No(t) og ti.(t) er hen-

holdsvis den samlede ydre pavirkning og accelerationen i x-aksens retning. (4-20) udtryk-
ker derfor blot Newtons 2. lov for beveegelser i z-aksens retning.

- ~
-
- 5
’

Yo

Figur 4-5: Stivlegemebevaegelser fra geometriske randbetingelser.

Daempningsbelastningen i y-retningen vil kun blive specificeret for statisk bestemte bjzel-
keelementer. Safremt geometriske randbetingelser (4-12) er foreskrevet, eksisterer i dette

tilfzelde en bgjningsmomentfri stivlegemebevaegelse ug,o)(a:, t), der opfylder samtlige geome-
triske randbetingelser, se figur 4-5. At stivlegemebevaegelsen er bgjningsmomentfri inde-
beerer, at denne er en linezr funktion af z

ul®(z,t) = ao(t) + a1(t)z , z €]0, | (4-21)

Tgjninger i bjeelkeelementet forarsages herved af differensflytningsfeltet (u,(z, t)—ugo)(m, t)).
Som fglge heraf antages fq ,(z,t) pa formen

fan(@:t) = (@) (g, ) — iz, 1)) , () >0 (4-22)

Dempningsmodellen (4-22) betegnes lineert viskos. Ved indseetning af (4-22) i (4-9) findes
differentialligningen for linesert viskose bgjningssvingninger af en Bernoulli-Eulerbjealke

g d*u, 0 (0) Oty Ou, d%u,
B2 (Ef (=) 52 ) N (N E) tel@) gy T ) a

3u§,0) (d)
=c(z)—,~ + fy"(z,1) , t >0 (4 — 23)

Ofte skyldes de koncentrerede kraefter Qo(t), Q1(t) og momenter My(t), M;(¢) pa rand-
tveersnittene inertibelastninger fra koncentrerede masser eller masseinertimomenter, eller
skyldes indre deemper- og fjederkraefter, der pafgres, idet bjelken skeeres fri fra deemper-
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og fjederelementerne. Eksempler pa forekomsten af sadanne koncentrerede pavirkningsele-
menter ved givne modelantagelser er givet i eksempel 4-2.

ey
mo-Jo; -
* ol } A g
I@ 2 4,(0,8), L-11,(0.)
kg 7 u,(0,t), ,{0,t), i, (0,t)
T

Figur 4-6: Mekaniske randbetingelser ved bjzelkeranden z = 0 pga. koncentrerede masser,
dzempere og fjedre.

Figur 4-6 viser et snit i bjelken ved randen z = 0, hvor der er placeret en udbredt
masse med massen mg og masseinertimomentet Jo om z-aksen. I y-aksens retning virker
et lineser viskost deempningselement med dempningskonstanten ¢g og en lineser elastisk
translationsfjeder med fjederstivheden ky. Endelig er placeret en rotationsfjeder med ro-
tationsfjederstivheden ry. Ved d’Alemberts princip findes herved fglgende udtryk for de
koncentrerede belastninger Qo (), Mo(t) pa hgjresiden af (4-14), (4-15)

Qo(t) = —kouy(0,t) — cotiy(0,t) — mqiiy(0,t)

9 & (9 (4 — 24)
My(t) = —ro 6—$uy(0,t) — JOW (é;“y(o,t))
i €1
o a1y
Lo (0,6), Lty (0, —f— J—> s ;@rl
[
uy(t't)' ﬁy(ﬂ,t), ﬁy(ﬂ:t)‘ 4 ‘— ki

Figur 4-7: Mekaniske randbetingelser ved bjaelkeranden r = pga. koncentrerede masser,
deempere og fjedre.

Figur 4-7 viser det tilsvarende problem ved randen z = . Med symboler defineret i figuren
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findes randbetingelserne

Ql(t) = —kluy(l‘!t) - Clay(lv t) = mlﬁ‘y(lvt)

0
My(t) = —riz—uy(Lt) = Jy

52
ot?

Iuy(l,t))

Eksempel 4-2: Eksempler pa koncentrerede pavirkningselementer

§>g El.u c X
El ET4 5
=0 M1=0
A D |
I 7777 7
a) ¥ i /
B ELp (84
EJ, EI
ro=4%’ @1; ;@ r=4%
8 .

o
h
B

(4 - 25)

Figur 4-8: a) Plan 1-etages rammekonstruktion med masselgse sgjler. b) Ekvivalent system.

Den plane ramme i figur 4-8a bestar af sgjlerne AB, CD og bjzlken BC. Sgjlerne af lzengden a
er fast indspeendt i punkterne A og D. Bevagelser af rammen i bjelken BS’s lengderetning er
forhindret ved en fast simpel understgtning i punkt B. Sgjlerne AB og CD antages homogene med
bgjningsstivhederne Ely og EIy. Hvis massen af sgjlerne kan forudsattes ignorabel sammenlignet
med massen af bjelken BC, kan spjlerne skvivaleres ved linezre, deempningsfri rotationsfjedre med
fjederkonstanterne rg = 4%&‘- og 11 = 4%’—1. Udampede egensvingninger af rammekonstruktionen
kan herved analyseres ved hj=lp af det 1 figur 4-8b viste sekvivalente system.
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A Elg=wug B ELu C Elj=wu; D
77777 | 7777777777
’ ao , ¢ i} ai :
a)
. ? B ELu € .
Jo=gHoas° [ : ,t [ J1=g5ma’
72 £ i3
b) . A

Figur 4-9: a) Plan simpelt understgttet bjaelke med uendeligt stive udkragninger. b) Ekvivalent sy-
stem.

Den plane bjzelkekonstruktion i figur 4-9a bestar af bjzlkerne AB, BC og CD. Bjalkerne er bgjnings-
stift forbundet i punkterne B og C, hvor konstruktionen er simpelt understgttet. Bjzlkerne AB og
CD af lzengderne ag og a; er homogene med bgjningsstivhederne Ely og EI; og masserne pr. laeng-
deenhed pg og pi. Hvis bgjningsstivheden ET af bjelke BC kan forudsettes ignorabel sammenlignet
med bgjningsstivhederne Elp og EI, kan de dynamiske virkninger af de udkragede bjzlker AB og
CD =kvivaleres med udbredte masser i punkterne B og C med masseinertimomenterne Jy = % poay
og J1 = %pl a} om en linie vinkelret pd konstruktionsplanen gennem bgjningscentrene i B og C.
Udampede egensvingninger af konstruktionen kan herved analyseres ved hjalp af det i figur 4-9b viste
zkvivalente system. I figur 4-9a er den sammensatte bjzlke ABCD antaget retliniet. Det zkvivalente
system 4-9b gzelder imidlertid, uanset hvilken vinkel bjzlkerne AB og CD danner med bjzlke BC.

4.2 Udempede bgjningsegensvingninger af bjazlkeelementer

Differentialligningen for udeempede bgjningsegensvingninger af bjzelkeelementet fglger af
(4-23) for c(z) = 0, f9(z,t) = 0.

I de geometriske randbetingelser (4-12) antages alle tvangsflytninger lig 0, dvs. yy(t) =

I de mekaniske randbetingelser (4-14), (4-15) ma der i randbelastningerne ikke indga egent-
lige ydre belastninger eller koncentrerede deempningskreefter. Heraf fglger, at Qo(t), @1(2),
My(t), My(t) er givet ved (4-24), (4-25) med ¢ = ¢; = 0. Udeempede egensvingninger
fremkommer herved som lgsningen til randvzerdiproblemet
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& Puy\ 8 [Py Oy
EF(EI(;E) Oz? ) oz (N Oz ) + () otz o

Geometriske randbetingelser:
uy(0,8) =0 , Wyl 1] =10

0 0

(,—ﬂuy((],t) ={) s -a—;;‘uy(l,t) =0

y ;>0
Mekaniske randbetingelser:

— BI0) 21y (0.8) = —ro 2oty (0,8) = Jo iy (0,)

= BI0) Ly (0) = 1 (1, 0) + Ty iy (1,1)

2

) )
-5 (EI(O)—zuy(O, t)) 4 N(O)-a—Iuy(O, £) = koty(0, £) + moiiy (0, )
_9

oz

2

(EI(I) uy(l,t)) + Nf")a%uy(t,t) = —kyuy (1,t) = maiy (1,t) |
(4 —26)
Lgsningen til (4-26) sgges pa formen
uy(z,t) = ®(z)coswt (4 —27)

Ved indsztning ses, at (4-27) er en lgsning, hvis og kun hvis &(z) er lgsning til fglgende
linezere egenveerdiproblem, der er illustreret i figur 4-10



d?
o

£ (er52) - & (v

Geometriske randbetingelser:
®(0)=0 , ®() =0

d d
—2(0)=0, —&0)=0

Mekaniske randbetingelser:

) -

=0

EI(O)—idfitﬁ = (ro — w?Jo) i<1>(0)

EI(I) =) = —(r —w Jl)—q»(t)

dd (EI(O) @(0)) - N(°)&—£f1>(0) = — (ko — w?mq) ®(0)

d

dd (EI(I) q:(z)) - N(°>E;<1>(1) = (k1 — w?m1)®(0)
mo.Jo, X E(), u() !
"OQ%\ Ty =@ l :@rl

% ko é(x) $ky
L T

K
£

g
A

Figur 4-10: Definition af parametre i egenveerdiproblem.

De mekaniske randbetingelser for en fri rand fglger af (4-28) ved at satte kg = ry =

Jo=0eller k&y =,

=m1=J1=0.

S 4-
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28)

Mg =

Amplitudefunktionen ®(z) skal opfylde 2 af de 4 specificerede geometriske eller mekaniske
randbetingelser ved henholdsvis randtveersnittene t =0 og z = [.

(4-28) er abenbart tilfredsstillet af den trivielle lgsning ®(z) = 0. Lgsningsmzengden til

egenveerdiproblemet afhzenger af parameteren w. For diskrete veerdier w = wy,w,,...
sisterer ikke-trivielle lgsninger ®(1)(z), &3 (z),...
udempede cykliske egenfrekvenser. De tilhgrende lgsninger ()(z), ®(2)(z), .

til (4-28) Wwi,woe,...

ek-

angiver bjeelkens
. betegnes
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bjeelkens udempede egensvingningsformer. De cykliske egenfrekvenser forudsattes i det
folgende ordnet saledes, at wy Swp < -+ -,

Der findes uendeligt mange udeempede cykliske egenfrekvenser. Denne egenskab karakte-
riserer bjeelken og andre kontinuerte systemer i forhold til diskrete systemer med n fri-
hedsgrader. Dette forhold vil blive naermere omtalt i forbindelse med den generelle omtale
af kontinuerte systemer i afsnit 5.

Hvis ()(z) er en ikke-triviel lgsning til (4-28), er ogsé c®(Y)(z) en lgsning. De udaempede
egensvingningsformer er saledes bestemt pa nar en vilkarlig faktor.

(4-28) lgses i det fglgende for specialtilfeeldet, hvor EI og p er konstante. Herved kan
differentialligningen i (4-28) skrives
dt® NOP2 26  pu?lt
ded EI d¢? EI

®=0 (4 - 29)

hvor

Den fuldstaendige lgsning til (4-29) kan skrives

d(z) = Asin)\% % Bcos,\% % Csinhv% + Dcoshv? , z€[0,]] (4 — 31)

hvor A, B, C, D er integrationskonstanter, og A? og v* er de positive rgdder i ligningerne

4 N2 A2 pw? 4

A® =0

EI EI (4 - 32)
NO2 pw? it

5 - e — =)

EI EI
Er specielt N(®) = 0, reduceres (4-31), (4-32) til
&(z) = Asin,\§ ¥ Bcos)\% + C’sinh,\—ali + Dcosh)x? , z€10,]) (4 — 33)
2[4

3o 5 —

- (4 - 34)

(4-31) eller (4-33) indsaettes i de 4 gaeldende randbetingelser i (4-28). Herved fremkommer
4 homogene linezre ligninger til bestemmelse af A, B, C, D, der altid kan ordnes pa formen

A

0
KO | Sl =]0 (4 — 35)
pl Lo
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K(\,v) bliver via parametrene A, en kendt funktion af den cykliske frekvens w, dvs.
K = K(w). '

(4-35) har altid lgsningen [A, B, C, D] = {0, 0, 0, 0], der ved indseetning i (4-31) eller
(4-33) bevirker den trivielle lgsning ®(z) = 0. Den ngdvendige betingelse for ikke-trivielle
lgsninger [A, B, C, D] # [0, 0, 0, 0] og dermed ikke-trivielle egensvingningsformer er, at
determinanten af K(w) er lig 0. Dette fgrer til frekvensbetingelsen

det(K(w)) =0 (4 — 36)

Lgsningerne w;, j = 1,2,... til (4-36) bestemmer de udeempede cykliske egenfrekvenser.
For hver af disse eksisterer ikke-trivielle lgsninger [A1), B C(9) D] £ (0,0,0,0] til (4-
35), der sammen med de tilsvarende egenveerdier A;, v; ved indseetning i (4-31) eller (4-33)
bestemmer bjeelkens udeempede bgjningsegensvingningsformer &) (z).

Eksempel 4-3: Bgjningsegensvingninger af simpelt understgttet bjslke med
konstant tvaersnit

*
*

Figur 4-11: Simpelt understgttet bjzlke med konstant tvaersnit.

En simpelt understgttet bjalke med konstant tvzersnit og med normalkraft N(°) = 0 har lengden /.
Koordinataksens begyndelsespunkt ¢ = 0 veelges i venstre endepunkt. Hgjre endepunkt fir herved
koordinaten z = [.

Randbetingelserne for egensvingningsformerne ved de faste simple understgtninger bliver ved (4-28)

d2
d2

Ved indsztning af (4-33) i randbetingelserne (4-37) ved z = 0 findes

B+D=20
A2 (4 —39)
F(—B-}'D)"—‘O

Mulige Igsninger til (4-39) opfylder enten B4+ D =0AA=0eller B=D=0. B4+ D=0AA=0
indebzerer ved indssetning i (4-33), at ®(z) = 0. Folgelig er A = 0 ikke en egenvaerdi. For ikke-trivielle
egensvingningsformer gzlder derfor B = D = 0 A A # 0. Under denne betingelse reduceres (4-33) til

&(z) = AsinAf} + Csinh.\? (4 — 40)



110

Dernest indszttes (4-40) i randbetingelserne (4-38) ved z ={

AsinA 4 CsinhA =10

22 22 =
—-AITsinA+C'l—23inh/\=0
sin A sinh A A 0
A? . A% . -
- sin A I—,smhz\ C 0

(4 —41)

Frekvensbetingelsen opnas ved i overensstemmelse med (4-36) at saette determinanten til koefficient-

matricen lig 0. Herved

A2
2-{7 sinAsinhA =10

(4 — 42)

Da A = 0 som nzevnt ikke er en egenverdi, og da sinhA =0 & A =0, er (4-42) kun opfyldt for

sinA=0 =
Aj=ygm,i=1,2, 0.

De udzmpede cykliske egenfrekvenser fglger af (4-34)

j2x? [EI .
W= 12 —"_,121,2,...

De tilsvarende udzmpede egenfrekvenser bliver

> )
wj jém [ET
;= == = — — 31 R e
fJ 21‘. 212 p y J y &y

Indszttes (4-43) i (4-41) findes
CsinhAj =0 =
C=0
Ved (4-40), (4-44), (4-47) bliver egensvingningsformerne

@UHzM:AﬁnOW%),j=1ﬂwu

(4 — 43)
(4 — 44)
(4 — 45)
(4 — 46)
(4 - 47)
(4 — 48)

Grafen for (4-48) er en sinuskurve med j halvbglger. I grundsvingningen med j = 1 er egensvingnings-

formen er halvbglge af en sinuskurve.
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Eksempel 4-4: Bgjningsegensvingninger af fast indspaendt, fri bjaelke med kon-
stant tvaersnit

Figur 4-12: Fast indspeendt, fri bjeelke med konstant tvaersnit.
En bjalke af lzengden I med konstant tveersnit og med normalkraft N(°) = 0 er fast indspeendt i den

ene ende og fri og ubelastet i den anden. Koordinatsystemets begyndelsespunkt z = 0 valges ved den
faste indspeending. Den frie rand far herved koordinaten z = {.

De geometriske randbetingelser ved indspeendingen bliver, jvf. (4-28)

®(0) = %@(0) =0 (4 — 49)

Randbetingelserne ved den frie rand bliver

d? d3
20 =152 =0 (4 - 50)

Ved indsztning af (4-33) i (4-49) findes

B4+D=0
} (4 —51)

%(A-}-C):O

Mulige lgsninger til (4-51) opfylder enten B4+ D = 0A X = O eller B4+ D = 0A A+ C = 0.
B+ D = 0A X = 0 indebzrer ved indsatning i (4-33), at ®(z) = 0. Fglgelig er A = 0 ikke en
egenvaerdi. For ikke-trivielle egenvaerdier geelder derfor B+ D = 0A A+ C = 0A X # 0. Ved
inds#tning heraf reduceres (4-33) til

P(z)=A (sina\% - sinh)\?) + B (cos .\% - cosl‘u\%) (4 - 52)
Dernaest indswttes (4-52) i (4-50), hvilket forer til det homogene ligningssystem
A? 3
- F(sin)\ +sinhA)A — -ﬁ(cos)\ +coshA)B =0
X A3
- I—a(cosA +coshA)A - l?(—sin/\ +sinhA)B =0

sinA +sinhA cosA+ coshA Al _[o
cosA+coshA —sinA+sinhA| |B| = |0 (4 —53)
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Ved anvendelse af cosh? A —sinh? A = 1, cos? A +sin? A = 1 bliver frekvensbetingelsen herved
sinh? A —sin? A — cos? A — 2cos Acosh) — cosh’ A =0 =

coshAcosA+1=10 (4 — 54)

De 3 laveste lgsninger til (4-54) bliver
A1 = 1.8751041
Az = 4.6940911 (4 — 55)
Az = 7.8547574

De tilsvarende cykliske egenfrekvenser folger derefter af (4-34)

A} [BI
Wi = 7 o 35312000 (4 — 56)

Af den fgrste ligning (4-53) fglger, at egensvingningsformerne kan skrives

() (z) =K ((cos Asd-cosh A.—)(sin X% —sinh «\.—%) —(sin A;+sinh ;) (cos/\;?—cosh X ?)2
4 - 57)

Graferne for de 3 laveste egensvingningsformer er skitseret i figur 4-13.

5?(x) a8 (x)

(1)
§'¢\() —N ——5—X

Figur 4-13: Egensvingningsformer for fast indspzendt, fri bjaelke med konstant tvzersnit.

Eksempel 4-5: Bgjningsegensvingninger af simpelt understgttet bjalke med
konstant tvaersnit belastet med tryknormalkraft

P
A é(x)l 7;;§7'

4

¥
k A

Figur 4-14: Simpelt understgttet bjaelke med konstant tveersnit belastet med tryknormalkraft.

En simpelt understgttet bjeelke med konstant tvaersnit af leengden [ belastes af en tryknormalkraft P.
Da normalkraften regnes positiv som traek, haves N(®) = —P = N(® < g. Herved antager (4-32)

formen
Pl wt
EI EI
P2 w2l (4= 38)
vt —v? = £ =0

ET Er



113

Randbetingelserne ved de simple understgtninger er uzendret givet ved (4-37), (4-38). Ved indsztning
af (4-31) i randbetingelserne (4-37) findes

B+D=0
22 2 (4 - 59)
—-ITB-l—-EZ—D:O

Mulige Igsninger opfylder enten B4+ D =0A(A=v=0)eller B=D=0. B+ D=0A(A=v=0)
indebzerer ved indszetning i (4-31), at ®(z) = 0. Fglgelig er A = v = 0 ikke egenvaerdier. For ikke-
trivielle egensvingningsformer galder derfor B = D = 0 A (A # 0V v # 0), hvorved (4-31) reduceres
til

¥(z) = AsinA’T” + Csinhv% (4 - 60)

Dernzst indszttes (4-60) i randbetingelserne (4-38)

AsinA+ Csinhv =0

A2 v? = (4 —61)
— ATz-smA+C‘IT sinhvr =10
sin A sinh v A 0
2 § . = (4 —62)
- sin A %,— sinhv [ 0

Frekvensbetingelsen opnas ved at satte determinanten til koefficientmatricen lig 0. Herved

ili(uz + A?)sin Asinhy =0 (4 —63)

(4-63) kan kun opfyldes for
sinA =0 = (4 — 64)
Aj=jm, j=1,2,... (4 —65)
Indseettes (4-64) i (4-62) findes

Csinhv =0 =

C=0 (4 — 66)
Ved (4-60), (4-65), (4-66) bliver egensvingningsformerne

tb(J)(z):Asm(J‘!f;), j: 1,2,... (4_67)

Egensvingningsformerne er siledes identisk med tilfeeldet uden normalkraft, beskrevet i eksempel 4-3.
De cykliske egenfrekvenser w; fglger af (4-58) og (4-65)

4 4 2
9 _ J'm* EI P 1 .
wy = T 7(1—5;]75 i 1= 52 (4 — 68)
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(4-68) kan skrives

1 P )
w; =wj,0 l—j—zg,le,?,... (4 —69)
hvor
u,-'ozjz-T:i %,j:lﬂ,... (4 —70)
PE=W2% (4-11)

wjo er den ved (4-45) anfgrte cykliske egensvingningsfrekvens af bjelken for P = 0. Pg er sgjlens
knaeklast efter Eulers formel.

For j = 1 fas specielt

P
= = _
w1 = w1,0 Pa (4-172)

wy har sdledes en parabolsk variation med P, idet wy | 0 for P | Pg.

4.3 Egensvingningsformernes ortogonalitetsegenskaber

S=tning 4-1: Egensvingningsformerne ®()(z) og () til (4-28), hgrende til forskellige
cykliske egenfrekvenser w; # wj, opfylder ortogonalitetsbetingelserne

!
[ 189 @8 (@)dz +medO©0)8D(0) + 1o-£-59(0) 1 89(0)
0

0, i#j

4 —

+m@MM@WD+h?@“m @mm—{

f(mu) ﬂ%ﬂ*@m@+Nm;¢%ﬂ—ﬂW@}h

. . d . d . . . d : d ;
(¥) (7) &y —ad) (1) (7 — & na0)
+ko @02 (0) + o= 2 (0) =8P (0) + ki 2O MED (D) + 1y — 2D (1) -2 (1)

{0 » i7J (4 —74)

w_ZM', ) t =.7

hvor modalmassen 1 den 1. egensvingning er givet ved
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M; = fly(m)(@(i)(m))zdz + myg (@(i)(O))2 + Jo (%Q(i)(ﬂ))2
+m@90) + 1 (£390), i=12,... (4 - 75)

Bevis:

Differentialligningen i (4-28) opskrives for den j. egensvingning, hvorefter ligningen ganges
med ®()(z) efterfulgt af en integration mht. z over intervallet [0, ]]. Ved partiel integration
og anvendelse af de mekaniske randbetingelser i (4-28) findes

/ 30 (z) ( & (EI(&:) 729)(2)) - —(N<°) dd ‘I'(’)(x))) dz

= w? ] w(z)®) (2)8V)(z)dz =

O (1) (ks — w§m1)<1><i)(1) — 2D(0)(— (ko — wimo)2)(0))
/ 2 80 (g) ( (Er(x)——-q:m(x)) ~ NO dd cpm(m)) 2

= W} /p(x)i’(‘)(a:)@(’)(.r)da: =

Q(*)(O)'i’(j)(O)(ko = w?mo) + q)(i)(l)tI)(J')(l)(kl - w?ml)

_%@i)([) (_ ('—"1 _wJ?JI) (I)(J)U)) n dd

q‘><')(0)(r0 -uﬂJo) 4 50)(0)
/ EI(:c)—CI)(’)( )—@(J)(z)dz / NOL (i'()(:t:)—‘i’(-’)(x)da:

= f w(2)89 ()8 (2)dz =

/01 (EI(x) @“)(x)—cp(ﬂ(x) N(“)%cb“)(x)%@(ﬂ(x)) dz
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. . .
20(0)L20)(0) + k18O (NBI(D) + ry

T

oD (0)2D(0) + 1o~

T

@(i)(l)difﬁ(j)(l)
)

i
= w? (/ 1(2) 8D (2)8W (2)dz + me@M(0)8(0) + JO%‘P(i)(O)di@(j)(O)
@ T

+m; D (DD (1) + JI%

Pa venstresiden af (4-76) kan index ¢ og j ombyttes uden at sendre udtrykkets vaerdi. Dette
ma da ogsa vere tilfeeldet for hgjresiden, hvorved

1
W ( / w(2)8D (2)8D (2)dz + me@®(0)2(0) + J, dd cb(i)(O)di@(f)(O)
0 &

dr
+m @D (13D (1) + Jy __d_@(i)(l) _d_q)(f)(z)
dzx dzx

{
; . . . d . .
= w? ( / w(z) 8 (2)3) (2)dz + me® (0)8P(0) + J(,E«pfﬂ(o);—cp(’)(m
0 T

+m @D ()@ (1) + J, dd

T

@U)(z)%@(ﬂ(z)) =

(wf = wf.) ( /0 ’ ,u(:c)q)(")(a:)<I'm(m)dz+m0'1>(i)(0)‘l>(j)(0)+Jg%@“)(0)%@’(")(0)
+m 8D (e (1) + JI%@“)(I)%@U)(I)) =0 (4—177)

Da w; # w; ma den 2. faktor for ¢ # j veere lig 0, hvilket udtrykker (4-73). Nar (4-73)
geelder, fplger (4-74) direkte af (4-76). Dette slutter beviset for saetningen.

Venstresiden af (4-74) angiver for ¢ = 7 den dobbelte tgjningsenergi, nar bjeelken deforme-
res ud fra den statiske ligeveegtstilstand svarende til egensvingningsformen ®()(z). Denne
er positiv, nar og kun nar den statiske ligevaegtstilstand er statisk stabil'. Udtrykket (4-74)
har derfor ikke mening ved tryknormalkreefter, der overskrider den statiske knaklast.

1M. P. Nielsen og L. Pilegaard Hansen, op. cit.
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[ tilfzelde af multiple egenveerdier vises pa samme made som for szetning 3-5, at det altid
er muligt at udtage en fglge af udeempede egensvingningsformer ®1)(z), ®()(z),---, der
opfylder (4-73), (4-74).

I -
T

mU,JO ml,J m-,J- m
- Bl g :

k k | 'y n>] qb(xl).i %k k ik
NO)(x)

e |
<

73 ¥
A A

Figur 4-15: Udeempede egensvingninger af sammensat retliniet bjeelke.

Figur 4-15 viser en sammensat retliniet bjeelke bestaende af n delbjaelker. Endetvzersnit-
tene af delbjeaelkerne er beliggende ved abscisserne zo,21,...,Zn. o = 0 0g z, = [ angiver
endetveersnittene af den sammensatte bjeelke. Ved abscissen z;, 1 = 0,...,n er place-
ret en udbredt masse m; med masseinertimomentet J; om z-aksen. Desuden er placeret
koncentrerede linezere translationsfjedre med fjederstivheden k; i y-aksens retning, og en
linezer rotationsfjeder med fjederstivhed r; overfor rotationer i z-aksens retning. Bgjnings-
stivheden EI(z), normalkraften i den statiske ligeveegtstilstand N(%)(z) og massen pr.
leengdeenhed p(z) sammenstykkes af tilstraekkeligt glatte delbidrag fra de enkelte delbjeel-
ker. Ligeledes sammenstykkes egensvingningsformerne ®)(z) af lgsninger fra de enkelte
delbjeelker, der ved randsnittene z = 0 og ¢ = ! opfylder randbetingelserne i (4-28), og
ved greensesnittene z = z;, ¢ = 1,...,n — 1 opfylder relevante gennemgangsbetingelser,
der udtrykker kontinuitet af flytning og vinkeldrejning, samt opfyldelse af moment- og
forskydningskraftligevaegt 1 disse snit.

Ortogonalitetsegenskaberne for det i figur 4-15 viste system kan nu vises at vere

/ I u(z)® (2)@0) (z)dz + i me®(z4)80) (24) + Zn: Jkdiqﬂ")(xk)i@(f’(mk)
0 I

dz
k=0 k=0

0 , t#J
={M (4 —78)

[} Z=J
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‘ @ o B d iy d
fo (EI(m)-dx—2‘I'( )(x)gﬁ«bm(x) + N<°)(x)£qa( )(a:)aq)(f)(x)) dz

n ,' ] n d ,' i )
e Zkk@( )(mk)(l)(.‘i)(xk) 7. erkd_$¢( )(-'Ek)a‘i’(’)(wk)
=0

k=0
0, i#]
- .

M; = ]' (@) (@0(@) e+ 3 ms (80 (z0)) + 37 (o0 e
i= U,uz z z ;mk Tk < K\ dz (mk)> (4 - 80)

Beviset for (4-78), (4-79) gennemfgres ikke, men forlgber igvrigt som beviset for szetning
4-1, idet gennemgangsbetingelserne benyttes, efter der er foretaget partiel integration for

delbjeelkerne. Endelig bemarkes, at (4-73), (4-74) fremkommer af (4-78), (4-79) for n = 1.

4.4 Udvikling i udeempede egensvingningsformer

I det fglgende afsnit antages, at de geometriske randbetingelser (4-12) er homogene (yo(t) =
y1(t) = 6o(t) = 61(t) = 0). Endvidere antages, at der ikke forekommer koncentrerede
randbelastninger i form af egentlige ydre randbelastninger (Qo(t) = Q1(t) = My(t) =
M, (t) = 0). Koncentrerede randpavirkninger optraeder herved kun fra evt. koncentrerede
masser, fjedre eller deempere.

Af (4-10), (4-12), (4-14), (4-15), (4-23), (4-24), (4-25) falger, at flytningsfeltet u,(z,1)
bestemmes som lgsning til fglgende rand- og begyndelsesverdiproblem
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Geometriske randbetingelser:

dz oz

uy(0,8) =0 , uy(L,t)=0,t>0

g 0
Euy(O,t) =), a—Iuy(l,t) =0,t>0

Mekaniske randbetingelser:

BI0) 2y 0,1) = ro ety (0,8)+ oty (0,1)

g 6 6

EI(I)@uy(l,t) = - guy(l, f) = J] a—xﬁy(l, t) N t>

9 o2 . d
EE(EI(O)@U_V(OJ)) - N 6—muy(0,t) =
= kou,(O,t) - Co‘!:!.y(o,t) = mg'&y(O,t) ,t>0

d 9? d
a(EI(:)@u,,(z, t)) - N(°> —uy(l,1) =

kluy(l’ t) -+ Clﬁ'y(l: t) + mli‘y(la t) 9

Begyndelsesbetingelser:
uy(z,0) = uyo(z) , ty(z,0) =1uy0(z), z €0,

Lgsningen til (4-81) sgges pa formen

uy(e,8) = Y 8P(2)g;(t)

& 3 (0 &
1) - 5o (NOSL) +c(:c) L+ p(a) 5t = f{0(a,t) , >0

0
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(4 — 81)

(4 — 82)

®U)(z) er de udeempede egensvingningsformer, der bestemmes som lgsning til egenveerdi-

problemerne (4-28). Koefficienterne i udviklingen ¢;(t), 7 = 1,2,...
modalkoordinater. Disse bestemmes som lgsning til fglgende differentialligninger

iw 1 .
QI+2w(<tQt+E J JC]JqJ)"l'w?Qi:HF‘;’(t),1=1,2,...,

i=1

Jj#i

betegnes de udempede

t>0 (4-83)
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hvor
l
Fi(t) = f 30 (2) £ (z, t)dz (4 — 84)
L o(2) (@D (z)) *dz + o (B0 2+ e (39(1))*
= BB e + o300+ 4(000) (4 85)
' o(2) @) (2)8) (z)dz +co®C 2 c1 8¢ .
_ i e2)89 (@)80)(z)dr +020(0)80)(0) +6, 80 ()BI() 3

Cij‘_ 2,/w.~w_,~M.-M,'

M; er modalmassen givet ved (4-75). I de fglgende udregninger eftervises (4-83).

Differentialligningen i (4-81) ganges med ®(*)(z), efterfulgt af en integration over intervallet
[0,1]. Ved anvendelse af partiel integration og de mekaniske randbetingelser i (4-81) findes

f qam(x)( (EI( (N(")%";y)) dz

'}
+ /0 &) (z)c(z)iy(z,t)dz + /ﬂ 3O (z)u(z)iiy(z, t)de

1
:/ Q(i)(:r)f;d)(:c,t)dm =
0

2(0)(kouy (0, t) +cotiy(0,1) +motiy (0, 1)) + @D (1) (kruy (I, 1) + extiy (1, 1) + muiiy (1, 1))

d

25y(0,8)) + B0 (ra oy () + Ty iy (1)

d

Iz Q(')(O)(ro—uy(ﬂ )+ Jo

L4
+ fo ' (EI(:::) 250 )a Y NOL d 30z )3“-”)
4 ]D ' 80)(2)c(z)iy(z, t)de + ]0 I‘I’“’(w)u(m)ﬁy(x,t)dw
= fo ' 60(2)fO(z, t)da (4-87)

Dernzest indseettes (4-82) pa venstresiden af (4-87). Herved

iq‘f,-(t) ( /0 | w(z)® (2)8Y) (z)dz + me@P(0)81)(0) + JO%Q(i)(0)£¢(j)(O)
j=1
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+m @D () (1) 4 Jldicb( >(z) @‘J)(z))

+ i d;(t) ( /0 ' c(z)® (2)8Y) (2)dz + co®?(0)@(0) + c,«I><*'J(1)<1>(J')(z))

+ iqj(t) ( ] (EI(m) <1>('>(x)—q>0>(z)dx +NO L <1>(=>(x)—q>(ﬂ(m))dx

+k0¢(')(0)¢(1)(0)+r0di<15( )(0) Q(J)(0)+k1@( >(1)¢(J>(1)+r1di¢<')(z) tb(J)(I))

1
=f 3 (2)f{D(z,t)dz , t >0 (4 —88)
0

Nar ortogonalitetsbetingelserne (4-73), (4-74) benyttes for det 1. og 3. led pa venstresiden
af (4-88), fremkommer (4-83) umiddelbart.

(4-83) er identisk med (3-160) bortset fra, at antallet af modalkoordinater og modalkoor-
dinatligninger i dette tilfeelde er uendelig. Dette er netop en fglge af, at et kontinueret
system har uendeligt mange frihedsgrader.

F; givet ved (4-87) betegnes modalbelastningen i den i. egensvingning. (; givet ved (4-85)
betegnes dempningsforholdet i den 1. egensvingning.

For at lgse (4-83) ma opstilles begyndelsesbetingelser (gi(0), ¢i(0)) for alle modalkoordina-
ter. Disse kan udtrykkes ved begyndelsesbetingelserne i (4-81) pa fglgende made

\

l
qi(0) = + (/0 p(z)@(i)(z)uy,o(z)dm +mo@(0)uy,0(0)

+J0%¢(‘>(0)%uy,o(o)+ml@“’(:)uy,o(z)wl &%Q(‘J(:)%u%o(:))
f (4 —89)
3(0) = Mlh ( / ()8 (2)ity o(c)dz + mo®P(0)iiy,0(0)

Poam A . d o d.
+Jo @ )(O)E“y,t)(o) +my @O (Diay,0(1)+ 71 E‘i’( )(I)a‘;“y,ua)) J

dz

Af (4-82) folger

o0 .o}

ugo(z) =Y 89(2)g;(0) , dyo(z) =) &Y (z)g;(0) (4 — 90)

J'=1 j=1
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Ved indsztning af (4-90) pa hgjresiderne af (4-89) og anvendelse af ortogonalitetsbetingel-
sen (4-73), folger gyldigheden af (4-89) umiddelbart.

Differentialligningerne (4-83) dekobler, hvis (;; = 0. Er dette tilfaeldet, bliver (4-83) iden-
tisk med (3-165). Lgsningerne er dermed givet ved (3-166), (3-167), (3-168).

Er dekoblingsbetingelserne ikke opfyldt, er analytisk behandling stadig mulig ved den i
afsnit 3.6 beskrevne perturbationsmetode.

Nar modalkoordinaterne er bestemt, bestemmes flytningsfeltet ved indseetning i (4-82).
Andre gensvar som bgjningsmomentet M(z,t) og forskydningskraften fglger dernaest ved
ledvis partiel differentiation

M(z,t) = Y M (2)g;(t

(4 - 91)
A L
MO)(z) = —EIFQ(’)(m)
Q(z,t) = ZQ(")(:B)Qf(t)
=t (4 — 92)

QV(z) = _&d} (E I(x)j?_xq,(j)(x)) 4 N(O)a@;@u)(m)

MU)(z) og Q9)(z) angiver henholdsvis bgjningsmomentet og forskydningskraften ved ab-
scissen z, nar bjelken deformeres svarende til u,(z) = ®U)(z). Det bemaerkes, at (4-91)
og (4-92) angiver tilleegsmomentet og tillaegsforskydningskraften ved svingninger ud fra
den statiske ligeveegtstilstand. Ved dimensionering eller bzereevneeftervisning skal hertil
adderes moment og forskydningskraft fra den statiske belastning.

Eksempel 4-6: Simpelt understgttet homogen bjzlke med overkgrende kraft
P l——
"4
X
\ #
[~ BT
uy(x,t) .

4

¥

jra ¥
A X

Figur 4-16: Simpelt understgttet homogen bjzlke med overkgrende kraft.

Figur 4-16 viser en simpelt understgttet Bernoulli-Eulerbjeelke af leengden [. Tveersnittet antages
konstant med bgjningsstivheden ET og massen pr. lzengdeenhed y. Dampningsbelastningen antages
linezert viskos med den konstante deempningskonstant c.

Bjzlken antages i hvile til tiden ¢ = 0, hvor en kraft P kgrer ud pd bjelken med den konstante
hastighed v. Bevaegelsen af bjzlken gnskes bestemt.
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Bjelkens udeempede cykliske egenfrekvenser w; er givet ved (4-45). Egensvingningsformerne er givet
ved (4-48). Disse antages pa formen ‘

<I’(j)(z)=sin(j1r%) y i= 1,2, e (4 —93)

Ortogonalitetsbetigelsen (4-73) bliver

- . 0, i#j
u®) (2)®V) (z)dz = T (4 —94)
0 Mi y =)
1 .
Mj=-2-pl v =120 (4 — 95)

Dekoblingsbetingelsen er i dette tilfzelde opfyldt, idet

1 1 . 3
) (250) _c ) (513 0) wd 8 y AFJ _
-/0‘ c®'V (z)®Y/(z)dz = - /0 pd' (2)®Y) (z)dz = { diwiMi | i=j (4 —96)

Af (4-94), (4-96) folger

c ;
2(:_,'0-’_,':; ; FE_J - (4 —97)

Belastningen pr. lzengdeenhed kan skrives

Pé(z —wt) , 0<t<t
fgd)(z»t)={

4-98
0 , t<t<oo ( ‘

[0, %] angiver tidsintervallet, hvor kraften er pa bjzelken. Ved (4-84) og (4-98) fglger, at modalbelast-
ningerne bliver

PeW(wt) , o<t<d
Fi(t) = : (4 — 99)
0 y y <t<oo
Da bjzlken er i hvile til tiden t = 0, er
uyln(z) = i‘ﬂ'lo(z) =0 (4 . 100)
Ved (4-89) fglger heraf
g;(0) = 4;j(0) =0, j=1,2,... (4 —101)

Ved (3-166) bliver modalkoordinaterne

min(t, L) _ min(t, L) U
qj(t)zf hj(t—f)P‘I)(J)(UT)d‘r:P] hj(t—r)sin(jr—;r-)df i 3 =21,25
0 0

(4 — 102)
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Impulsresponsfunktionen h;(t) er givet ved (3-168), (4-95), (4-97)

0 s 0
h_f(t)-——{ g o (4 - 103)

t .
u‘,wd)ie 2 sinwg it , t>0

(4-102) kan udregnes analytisk. Bjeaelkens bevaegelse folger endelig ved indsatning af (4-102) i (4-82)

2 x mm(i '
g i ) P smu()z?f 2) / =alt—r) sin(wg,j (t — 7)) sin (jw?) dr (4 — 104)
X

Bgjningsmomentet i bjeelkens midte bliver ved (4-45), (4-91)

M(é :) - —PI D(t) (4 — 105)

o0 i Bl . min(t,{) or
D(t) =38 _— sin(; ) / e~ z2a (") sin((wq,j (t = 7)) sin (j:rrT)d'r
0

wq,; plt 2
i=1

e
L E'I o0 sm(Jz) mm(h,, — (=) g ( (t— )) : ( uT d
Z\/1_—c7 e 2n sin(wq, j 7)) sin ]11’—1— T (4 — 106)

M= %PI angiver det maximale statiske moment. D(t) er en dynamisk forsierkningsfaktor.

4.5 Udempede egensvingninger af plane rammekonstruktioner

ol 4/"%#9"
3 ® ‘F
® ®, |
"2'/“55'\ %{f‘“ﬂ
_Lﬂ I} @ @-%ﬂ. L
2/ v
M= = .7
®

Figur 4-17: Plan rammekonstruktion.
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I det fglgende omtales bestemmelsen af udeempede cykliske egenfrekvenser af simple plane
rammekonstruktioner.

I overensstemmelse med forudsaetningerne i afsnit 4.1 antages alle bjeelker uendeligt stive
overfor axialdeformationer. Dette sewtter et geometrisk band pa mulige deformationer af
rammens knudepunkter. Den lodrette flytning af knuderne 1,...,6 i figur 4-17 bliver
saledes lig 0, medens den vandrette flytning af henholdsvis knuderne 1 og 6, 2 og 5 og 3 og
4 parvis bliver lige store. Den vandrette inertibelastning pa bjaelkerne 7, 8 og 9 fordeler sig
herved med halvdelen pa hver af de tilstgdende bjzlkeknuder. Formelt svarer dette til at
regne med koncentrerede masser lig den halve bjelkemasse 1 de tilstgdende bjaelkeknuder
ved vandrette bevagelser af disse.

/sta tisk ligevagtstilstand

Li

Figur 4-18: Egensvingninger af bjaelkeelement :.

Alle bjelkeelementer antages at have konstant tveersnit mellem endetversnittene. Figur
4-18 viser bjelkeelement ¢ med lengden l;, bgjningsstivheden EI; og massen pr. leengde-
enhed p;. Normalkraften N,-(O) i den statiske ligevaegtstilstand antages at have ignorabel
indflydelse pa fordelingen af bgjningsmomentet, hvorfor der ses bort fra denne i formu-
leringen. Bjslkeelementet antages fri for koncentrerede fjedre eller masser. Forefindes
koncentrerede fjedre eller masser pa et retlinet bjeelkeelement, indfgres fiktive systemknu-
der ved disse.

Der indlaegges et lokalt (z;,y;, 2;)-koordinatsystem for bjeelke i, defineret som vist i figur
4-18. Origo veelges ved bjelkens ene endetveersnit, z;-aksen er sammenfaldende med linien
gennem bgjningscentrene, og (z;, yi)-planen er sammenfaldende med konstruktionsplanen.
Yo,i, 00,i, Qo,i, Mo, angiver amplituden af henholdsvis flytningen i y;-aksens retning, rota-
tionen i z;-aksens retning, kraften pa bjelkeknuden i y;-aksens retning og momentet pa
bjeelkeknuden i z;-aksens retning pa bjalkens venstre endetvaersnit z; = 0 fra de tilste-
dende knuder under udampede egensvingninger af rammen. y;;, 6, Q1,i, M1,; angiver
amplituden af de tilsvarende stgrrelser ved hgjre endetveersnit z; = I;. ®;(z;) angiver
amplituden af flytningen pa tveers af bjelkeaksen. Da systemet er udeempet, er alle disse
stgrrelser 1 fase ved egensvingninger af rammen, og alle amplituder er reelle.
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®;(z;) er lgsning til (4-29) for N(®) = 0, hvorfor Igsningen er givet ved (4-33), (4-34)

®;(z;) = A sin (A‘;—) + B; cos (A%) s sinh()\,-%i-) +.Dj cosh(A,-:;—:)@ —107)

2714
4 _ P L 414 -
N =51 = ki) (4 — 108)
s _ pi Bl oLy
® = e EIL (zg) (- 109)
214
1 _ How’ly _
2= BT, (4 — 110)

Ely, po og lp angiver vilkarligt valgte referenceveerdier af bgjningsstivheden, massen pr.
leengdeenhed og bjeelkelaengden.

A; givet ved (4-108) ma ikke forveksles med egenveerdier af den globale frekvenspara-
meteren A givet ved (4-110). k; givet ved (4-109) angiver den forholdsmaessige stgrrelse
af frekvensparameteren for bjalke :.

Det harmonisk varierende flytningsfelt u, i(zi,t) = ®i(z:) coswt for bjzelke 7 kan opfat-
tes som den stationzre beveegelse fra harmonisk varierende randflytninger [yo ;, 6o i,
Y1,i,01,i] - coswt eller harmonisk varierende randkraefter [Qq i, Mo i, Q1,i, M1 i] coswt.
Formalet med de fglgende regninger er at bestemme [A;, B;, C;, D;] i (4-107) saledes, at
randflytningerne [yo,i, 6o,i, ¥1,i, 61,i] coswt er kompatible til ethvert tidspunkt med flyt-
ningsfeltet ved abscisserne z; = 0% og z; = ], og randbelastningerne [Qq,;, Mo ;, Q1 i,
M, ;] coswt eri ligeveegt til ethvert tidspunkt med snitkraefterne ved z; = 0% og z; = I].

Der indfgres amplitudevektoren

X7 =[yo,i , libosi, v1,i » lif1,:] (4 — 111)

Der geelder de geometriske betingelser, jvi. (4-12)

Yo,i = ‘1’1‘(0) ]
Bo,; = Ez%q"'(o)
' > 4-112
¥1,i = ®i(l;) ( )
d
0= d_xi‘I’i(ti) J
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De mekaniske randbetingelser er givet ved (4-14) og (4-15) med N(®) = 0. Ved indszetning
af harmonisk varierede flytningsfelt og randkraefter, findes fglgende randbetingelser for
amplitudestgrrelserne

Mo ; = —EI; dzja:?(()) )
Qo,i = EI; dgi"ifo)

4-113
My, = BIL d?g:igz,-) { ( )
G- 2 |

Ved indseetning af (4-107) i (4-112), kan [yo,i, 60,i, ¥1,i, 61,i] udtrykkes ved integrationskon-
stanterne A;, B;, C;, D;.

Yo,i 0 1 0 1 A;
li90,£ _ A; 0 A 0 B;
Yi,i | | sin) cos A; sinh ); cosh \; G (4~ 114)
1;6, ; AjcosA; —=A;sin); A;jcosh);  A;sinh); D;

Ved indsatning af (4-107) i (4-113) kan tilsvarende My i, Qo,i, M1 i, @1,i udtrykkes ved
integrationskonstanterne A;, B;, C;, D;

Ko ki 0 A 0 A;
Mo | _EL,| o 1 0 -1 B
LQui| = F M | Mecoshi —Msink —Aicoshh; —Agsinh)| | ¢ | (4129
M, ; —sinA; —cosA; sinh A; cosh ); D;
(4-114) lgses mht. [A4;, B;, C;, D;], der indszettes i (4-115). Herved findes
1iQo,i Yo,i
Mo i 11'90 i
' = k'- A,‘ ' 4—-11
LiQ1,i (X Y1,i ( %)
M, ; 1;61,;
hvor
Fs(Xi)  Fy(Ni) —Fs(h F3(\)
kih) = o | BO) - B =B B (4—117)

—l?_ —Fs(X;)) —=F3(N) Fe(A:) —Fy(A)
Fg(z\.') Fl(z\i) —F4()\i F2(At')



128

Fildi)= AJﬁE:@iE i) =% 430 Sk 69;22100 A+ oA (3~ 118a)
R(x) = 28 '\‘1"3830;\3;22;),\\28@ ot 430 % - 69;2200/\? +oA:)

(4 — 118b)
Fo(Ai)= Ai(iozl)\,{;oiff) =t 41230 X+ 69221300 A5+ o) k4 — 118g)
RN = T ety = 0 0™ ~ ot T (a- s
Fs(X) = /\;(ju;i:xt:sll? :\\ )12+ :;o X+ 692835042500 X +o(X) (4~ 118¢)
Fe(h) = e Ai cfsii,\t:;iismh = 1o zligg % - 692855184800 chy

(4 — 118f)

k;(\i) angiver stivhedsmatricen for bjeelke ¢ under tvungne svingninger fra harmonisk
varierende randpavirkninger.

Funktionerne F;(};), j = 1,...,6, betegnes Kolouseks funktioner.! Ved anvendelse af

(4-108) og den i (4-118) anfgrte asymptotiske variation af Kolouseks funktioner, haves
fglgende raekkeudvikling for k;(w?) i parameteren w?

ki(w?) = ki” = w?m{® — w*m{" + o(w®) (4 —119)
hvor
12 6 -12 6 b
o _EL| 6 4 —6 2

E|-12 -6 12 -6
6 2 -6 4

156 22 54 —13
o _ mlF| 2 4 13 -3
i T 220 | 54 13 156 —22
~18 —§ -9 4

95488 5352 23022 —5043

W 2 5352 1136 5043 —1097

i = 69854400 EI, | 23022 5043 25488 —5352
—5043 —1097 —5352 1136] |

m > (4 — 120)

m

1V. Kolousek: Dynamik der Baukonstruktionen, VEB Verlag fir Bauwesen, Berlin (1962).



o(z) er en matrix med egenskaben lim,_.o o(z)/z = 0.
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Betragt et tilnzermet flytningsfelt u, ;(z;,t), der fremkommer ved interpolation af rand-

flytningerne pa fglgende made

uy,,-(a:,-, t) = N(-Ti)Txi(t)

xi(t) = X, coswt

NT(z;) = [N1(z:), Na(2i), Na(zi), Na(z:)]

Ny(¢) =2¢° - 3¢% +1

Ny(§) =€ —26" +¢

N3(€) = —2¢° + 3¢

Ny(f)=¢€ - ¢

oy
Il

-,

(4 —121)

(4-122)

(4 — 123)

(4 —123a)

(4 — 123b)

(4 —123c¢)

(4 — 123d)

(4 — 124)

X; er givet ved (4-111). Formfunktionerne (4-123) indebarer, at savel flytningsfeltet
uy,i(z,t) som vinkeldrejningen fz—iuy,;(:n,-,t) bliver kompatible med knudepunktsflytnin-

gerne X;(t).

Den potentielle energi og den kinetiske energi af bjalken bliver under forudseetning af

flytningsfeltet (4-121)

U: = 3T (OOt

T, = AT (m%i(2)

(4 — 125)

(4 — 126)
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EL; (' & d?
KO = 3 [ ENO N O

1 (4 —127)
m(® = 2 / N(E)NT(€)dé
0

Ved indseetning af (4-123) i (4-127) ses, at kE") og m§°) givet ved (4-127) er identisk med
de tilsvarende matricer givet ved (4-120).

kE") angiver stivhedsmatricen ved kvasistatiske deformationer. mgo) er den sakaldte kons:-
stente massematriz. Tilleegsordet konsistent refererer til, at den potentielle energi og den
kinetiske energi af elementet afledes af samme tilnzermede kompatible flytningsfelt (4-121).

Den gennemfgrte analyse viser, at den statiske stivhedsmatrix kgo) og den konsistente mas-

sematrix mEO) bestemmes af de 2 fgrste led i reekkeudviklingen (4-119) af bjzelkeelementets
stivhedsmatrix k;(w?) ved tvungne harmoniske svingninger.

I %#gﬂ'\ \
® % 3

3 gl .

Xg 2/“8 “\.: Xg Xg

\ya \Ya

® bt \
5 —
A

=
@

%
¥

x
Roles
3

rofes

a) b) c)

Figur 4-19: Ekvivalente systemer ved symmetriske rammekonstruktioner. a) Ramme sym-
metrisk om planen I — I. b) Ekvivalent system ved antimetriske egensvingningsformer.
c) Ekvivalent system ved symmetriske egensvingningsformer.

Antag, at rammen i figur 4-19a er symmetrisk om en plan I — I. I sa fald vil egen-
svingningsformerne enten vzere antimetriske eller symmetriske om symmetriplanen. Ved
antimetriske egensvingningsformer er knudepunktsfiguren bevagelig. Bjzlkerne 7, 8, 9
far herved en bevzegelse i den lokale z;-retning (pa tveers af I — I-planen). I den lokale
yi-retning er nedbgjningen lig 0 i symmetriplanen, samtidig med at egensvingningsformen
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her har vendetangent og dermed momentnulpunkt. Fglgelig kan antimetriske egensving-
ningsformer analyseres ved det i figur 4-19b viste reducerede system. Inertikrefterne pa
de vandrette bjelker er =kvivaleret ved inertibelastningen pa koncentrerede masser i de
tilstedende knuder lig den halve bjzlkemasse.

Symmetriske egensvingningsformer har fast knudepunktsfigur. Fglgelig far bjzlkerne 7, 8,
9 ingen vandret bevzegelse i den lokale z;-retning. Nedbgjningen i den lokale y;-retning har
haeldningen 0 i symmetriplanet, samtidig med at forskydningskraften her er lig 0. Fglgelig
kan symmetriske egensvingningsformer analyseres ved det i figur 4-19¢ viste reducerede
system.

I figur 4-19b og 4-19c er de vandrette bjalker erstattet af elementer med specielle geometri-
ske eller mekaniske randbetingelser. For disse bjzelkeelementer kan opstilles stivhedsrelati-
oner ved omformning af relationerne (4-116). I det fglgende gives eksempler pa opstillingen
af sadanne specielle stivhedsrelationer.

"7% ] Ml'j
g P14 20, Y01
M
1, QoY Mo
L / 1 Li K 4 &
a) b)

Figur 4-20: Bjelkeelementer med fast simpel understgtning.

Bjeelkeelementet i figur 4-20a er fast simpelt understgttet i venstre randpunkt, hvorfor
Yo0,i = Mo, = 0. Indfgres disse betingelser i (4-116), (4-117) findes

1;Qo,; Fy(Xi) —Fs( A F3(X:) 1,6, .
0 _EL | F(N) —F(\ Fi(Ai) ; % (4—128)
1;Q1,i B | =F(\) Fs(A) —Fu(h) 1_91;‘_
M, ; Fi(A\i) —Fa(Xi Fa(Ai) .
Af den 2. ligning i (4-128) fglger
l;60i = Byl F—I('A—i)liﬂl,i (4 —129)

RO T RO

Ved indseettelse af (4-129) i (4-128) findes den reducerede stivhedsmatrix

[lﬁl,li] -7 [—ﬁg; “roo L] (4-130)
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_ F2(\i) 2)2 cos A; cosh \; _ 5
Feldq) = FelAa)— Fo(\) " sin\;cosh \; — cos A\;sinh \; 4+ 0(4) (4 — 130a)
Aisin A; sinh A;
24 51 2; st =3+0()3)  (4—130b)

o B
Fs(Xi) = Fy(\i) — F5();)  sin);cosh\; — cos A;sinh ),
Fy(\)Fs(X;) _ M}(sin ), cosh ) 4 cos \; sinh );) = 34 o(A7)

sin A; cosh A; — cos A; sinh A;
(4 — 130c)

B() = Fi(d) = Fy(\:)

Tilsvarende findes den reducerede stivhedsmatrix for bjeaelkeelementet i figur 4-20b med

fast simpel understgtning i hgjre endepunkt
iQoi| _ EL | Fr(X;) Fo(Ni)| | o B
Mo,i] 7RO RO 16, (= 180)
I
a) +m
[ . ]
Lt b,

m
2

m
2 Qaylll.

Figur 4-21: Bjzlkeelement med koncentreret masse i endetveersnit. a) Symmetrisk ramme-
konstruktion med symmetrisk egensvingningsform. b) Beveegelig indspzending ved venstre

randtveersnit. c) Bevagelig indspzending ved hgjre randtveersnit.
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For den symmetriske ramme i figur 4-21a tillades en punktformig masse m 1 symmetripla-
nen I — I. Denne fordeles med % til henholdsvis hgjre- og venstre rammehalvdel. Figur
4-21b viser forholdene for den hgjre halvdel af den vandrette bjaelke 1 figur 4-21a, mens figur
4-21c viser forholdene for venstre halvdel af samme. Bemaerk at leengden af delbjalkerne
er [

For bjelkeelementet i figur 4-21b pavirkes massen 7} af en inertikraft med amplituden
+2w?yo,; regnet positiv i retning af yo ;. Af ligevaegtsligningen for den fritskdrne masse
findes Qo,; = Fw?yo,i. Pga. indspaendingen er 6 ; = 0. Indfgres disse betingelser i (4-116),
(4-117) findes

L 2wy, Fs(Xi) —Fs(Ni)  Fa(Ai) Yoi
Mo, - _Ei Fy(Ni) —F3(\) Fi(X) y ) (4 —132)
1iQu,i B =Fs(h)  Fe(h) —Fa(h) | | o
My F(\) —-Fa(x)  FB)] 2
Af den 1. ligning i (4-132) fglger ved (4-108)
o F5()\;) o F3();) 'S
Yo, = Fﬁ(l\t) _ A?'Yi Yi1,i — FG(A,) _ )\?'Yi 1:61,1 (4 i 133)
m
= 4~
T =

Ved indseetning af (4-133) i de 2 sidste ligninger i (4-132) findes

I:‘Ql,i] _ El; [ Fio(Xi,vi) "Flz()\ia‘Yi)] [ Yi,i ] (4 —135)

M 2o =F(y) Fu(hm) ] |16
Fio(Xi,vi) = Fs(Xi) — ﬁ;—? =0+ o(A?) (4 — 135a)
Fii(hi, %) = B(X) - E(_?)(—i%\‘}_v =14 0(}A}) (4 — 135b)
Fo(hi,v) = Fa(\) — BB _ gy o(A?) (4 — 135c)

Fe(Ai) — Afi

Tilsvarende findes den reducerede stivhedsmatrix for bjeelkeelementet i figur 4-21c med
beveegelig indspaending i hgjre endepunkt

[t,—QO,.-] _EL [Fm(/\sm) Fu(f\imr-')] [ Yo, ] (4 — 136)

Moi |~ B | Fi2(hy) Fuu(hi,m) ] | libo,
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Dernaest antages mere generelt, at bjalkeelementet har en mekanisk randbetingelse,
séledes at den I. komponent pa venstresiden af (4-116) er lig nul. Den I. komponent
i elementets frihedsgradsvektor X; kan herved udtrykkes som en linearkombination af
elementets gvrige frihedsgrader ved en relation analog til (4-129), hvorefter en stiv-
hedsmatrix for det aktuelle bjeelkeelement kan opstilles ved indssetning heraf i (4-116),
(4-117). Lad kjx(w?) og kjk(w?) betegne elementet i den j. rakke og k. sgjle af hen-
holdsvis den aktuelle stivhedsmatrix og stivhedsmatricen (4-117) for et bjalkeelement
uden mekaniske randbetingelser. k;i(w?) er da givet ved (sammenlign med (4-130))

kji(w? )ik (w?)

o) (4 —137)

kjr(w?) = kjr(w?) -

Det fremgar, at elementerne i den . rackke og den I. sgjle af k;x(w?) er lig 0. Indszettes
reekkeudviklingen (4-119) pa hgjresiden af (4-137) kan fglgende raekkeudvikling udledes
for k _,-k(wQ)

Fipw?) =y =t - ot + of”) (4~ 158)

hvor

0)4.(0)
7O _ (0 R
FL T £(0)

1

0 0 0),(0 0),.(0), (0)
kﬁ-:)m&) +m_§‘l)k5k) kg‘t kgk my

—(0) (0) -
(0)
ku (kﬁ’))

M = My

b (4 —139)

O D 4 DO _ (@) (0)

k'm : ' m
—(1) _ (1) g1 Tk f] J Tk
My = My — 0
i
0 0 0 0 0 0
X KDkl (mgrl) (m}f’)Y) _EPmE + mP R m
0 0 0 ©) (0
kgl ) kgl) kgl ) kll kll ) y

k;:’, mﬁ), mg? betegner elementet i den j. reekke og den k. sgjle af matricerne k(®),

m(®, m®.
Det viser sig, at 76—‘(1;2) og ﬁﬁ) bestemt ved (4-139) henholdsvis angiver elementet i den j.
raekke og den k. sgjle af den elastiske stivhedsmatrix og af den konsistente massematrix

for et kompatibelt flytningsfelt af typen (4-121), der tillige opfylder den mekaniske
randbetingelse i den [. frihedsgrad.
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Figur 4-22: Ligeveegt af systemknuder.

Der indlaegges et globalt (XY, Z)-koordinatsystem. (X, Y )-planen er sammenfaldende
med konstruktionsplanen. Z-aksen og de lokale z;-akser er ensrettede.

I figur 4-22 er systemknude I skaret fri. X, Y angiver amplituden af knudens flytninger
efter X- og Y -aksernes retninger, mens ; er amplituden af knudens rotation efter Z-

aksens retning.

Ved knude I er placeret en udbredt masse med massen m og masseinertimomentet Jy
om en akse gennem knude I parallel med Z-aksen, translationsfjedre i X- og Y -aksernes
retninger med fjederkonstanterne kx r og ky,r, og en rotationsfjeder med fjederkonstan-
ten r;. Knuden skzeres fri fra fjedrene, og fjederkreefterne pafgres knuden som ydre
kreefter. Massen giver anledning til inertikraefter med amplituderne mjw? Xy og mw?Y;
1 X- og Y-aksernes retninger, og d’Alembertmomentet J w20 1 Z-aksens retning. De
resulterende fjeder- og inertikraefter er anfgrt i figur 4-22.

Bjelke ¢ er bgjningsstift forbundet med knude I. Bjaelke ¢ skeeres fri fra knude I, og
bjeelkeknudebelastningerne Qg i, My, ; pafgres knude I som ydre belastninger som vist
i figur 4-22. «a; betegner vinklen fra den globale X-akse til den lokale z;-akse regnet
positivt med uret. For rammen i figur 4-17 er o; = 0,; = 7 eller a; = <

Den fritskarne knude I skal vzere i kraftligeveegt 1 X- og Y-aksernes retninger og i
momentligeveegt. Herved haves

Kraftligevaegt 1 X-aksens retning:
-—-kX,IXI+m;w2X1+ZQ0,,-sina; =0 (4—140&.)
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Kraftligevaegt 1 Y-aksens retning:

—ky,1 Y1 + mpw?¥; — Y Qo icosa; =0 (4 — 140b)

Momentligeveegt i Z-aksens retning:

—r18; + Jyw?0y = Y Mo ;=0 (4 — 140c)

Summationerne i (4-140) udstraekkes over alle bjeelkeelementer, der stgder til knude I.

Qo,; og My,; kan udtrykkes ved Kolouseks funktioner og bjzelkens endepunktsdeformationer
Y0,i500,i, Y1,i, 01,i ved (4-116), (4-130), (4-131), (4-135), (4-136). Bjeelkens endepunktsdefor-
mationer er forbundet med rammeknudens deformationer ved kompatibilitetsbetingelserne.
For knude I findes saledes, se figur 4-22

Yo,i = —Xrsina; + Yy cosa; (4 — 141a)

bo,i = 01 (4 — 141b)

Den lokale frekvensparameter A; kan udtrykkes ved den cykliske egensvingningsfrekvens
w ved (4-108), (4-110). Nar ligeveegtsligningerne (4-140) opstilles for alle rammeknuder,
fremkommer et system af homogene ligninger, der altid kan skrives pa formen

Kw))Y =0 (4 — 142)

Y er N-dimensional vektor af rammens globale frihedsgrader. For systemet i figur 4-19b
er N=3-2=6, mens N =3-1=3 for systemet i figur 4-19c.

K(w?) er rammens globale stivhedsmatriz ved harmoniske beveegelser af rammen med den
cykliske frekvens w. K(w?) kan formelt opstilles ved den szedvanlige fremgangsmade i ele-
mentmetoden, dvs. ved en summation af lokale stivhedsmatricer af typen (4-116) trans-
formeret til globale koordinater

M

Kw?) =Y ATki(w?)A; (4 — 143)
i=1

X; =AY (4 — 144)

A; af dimension 4 x Nangiver transformationsmatricen fra globale frihedsgrader til lokale
frihedsgrader. M angiver antallet af bjeelkeelementer. Efter multiplikation foran med YT
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og bagved med Y pa begge sider udtrykker (4-143) ved (4-144), at systemets tgjningsenergi
er lig summen af tgjningsenergien i alle bjzlkeelementer.

Herudover skal til komponenten k;;(w) i hoveddiagonalen adderes bidraget k; —w?my, ifald
der forekommer en koncentreret translations- eller rotationsfjeder med fjederstivheden k;
og en masse eller et masseinertimoment my i retning af den globale frihedsgrad I.

Den ngdvendige betingelse for ikke-trivielle lgsninger til (4-142) er, at determinanten til
den globale dynamiske stivhedsmatrix er lig 0. Dette fgrer til frekvensbetingelsen

det(K(w?)) =0 (4 — 145)

Lgsninger til (4-145) bestemmer konstruktionens udeempede cykliske egenfrekvenser wy,
Woyees

For w = w; eksisterer lgsninger Y # 0 til (4-142). Ved (4-144) bestemmes den tilsvarende
lgsning Xg’ ) for de lokale frihedsgrader. Ved (4-114) bestemmes endelig koefficienterne
(4%, B ¢l ), DY) i udviklingen (4-107) for den j. egensvingningsform ®!7(z;).

Ved indseetning af (4-119) i (4-143) haves fglgende reekkeudvikling for den globale dyna-
miske stivhedsmatrix

K(w?) = KO — u2M©® — ,AM® 4+ o(w®) (4 — 146)
M
KO =35 ATk{aA; (4 — 147a)
i=1
M
M©® = 3" ATm{VA; (4 — 147b)
i=1
M
M® =Y ATm{VA; (4 — 147¢)
=1

Den globale statiske stivhedsmatriz K(°) og den globale konsistente massematriz M(?) mo-
dificeres dernzst i hoveddiagonalen for henholdsvis eventuelle koncentrerede fjedre eller
masser.

Afheengig af, om raekken (4-146) afrundes efter 2 eller 3 led, fgrer (4-142) til fglgende
diskrete egenvaerdiproblemer

(K(O) — sz(O))Yo =0 (4 — 148)

(K@ — M@ — AMD)Y, =0 (4 — 149)
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Lgsningerne (w?}, Y1), (Wg,j,Y(()j)), (w?,Yij)) til henholdsvis (4-142), (4-148)
og (4-149) er i almindelighed forskellige.

(4-148) er et diskret linezert egenvaerdiproblem af samme type som (3-43). Det kan vises
ved Rayleighs princip for kontinuerte systemer, at w; for det diskrete system udggr en
gvreveerdi til w; for det kontinuerte system.

(4-149) er et kvadratisk egenvaerdiproblem af samme type som (3-210). De 2 egenveer-
diproblemer svarer formelt til hverandre, hvis man identificerer —w? med ), K(© med
K, M® med C og M) med —M. Svarende til at det kvadratiske egenvaerdiproblem
(3-210) er &kvivalent med det linezere egenveerdiproblem (3-197), (3-201) af dobbelt di-
mension, kan det kvadratiske egenvaerdiproblem (4-149) af dimension N omformuleres
til fplgende linezere egenvzerdiproblem af dimension 2N

(B-w?A)¥ =0 (4 — 150)
(Y
[ MO MDD K 0

Egenveerdiproblemet (4-150) har altid N positivt reelle egenveerdier w?, der er identiske
med de spgte egenveerdier til (4-149). Hertil kommer N falske egenvaerdier, der kan
vaere komplekse eller negativt reelle.

Eksempel 4-7: Symmetrisk kontinuert bjzlkebro over 3 fag
I

lo Eg tg Eo
A Elhu, B El. piq G ¢ ELu, p
A ! _I
[/
1 EII -/JI I EII’#I
L E F
z ez L iZe

Figur 4-23: Kontinuert bjzelkebro over 3 fag.

Den plane bjzlkebro i figur 4-23 er symmetrisk om planen I — I. Konstruktionens udampede
egenfrekvenser gnskes bestemt for fglgende parameterforhold
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b _1& )

A

EI, EI3

— =4 — =8 4 — 153
EIl EL } ( )
EZ_2 s #—3=

K1 H1 /

Den globale frekvensparameter A valges lig A;. Ved (4-108) findes

prw?l} )
M=4 L — )
'V 7ER
214 4
Maw?l afp2 EL (12)
Ay = 4 2 = goX =2 = (2 b 4 — 154
. Er, 7 . \/m EL \L ( )
2!4 I 4
o BZE o pr |, m={B (‘3)
Els w EL \l,/

Ved egenfrekvensbestemmelsen udnyttes symmetrien som skitseret i figur 4-24 og figur 4-25.

b3 g (rgts +ugls) w2Xy o X,

X2 . T 0,34,
o e) (D7

ol

7%\{?2 ® Yya @7%7 Mz
'
: X Xl @ Q1.1 M
T 1 -
*< 0'd T Ql.l

a) b) @

Figur 4-24: a) /Ekvivalent system ved antimetriske egensvingningsformer. b) Ligevaegtsbetingelse ved
fritskaret knude B.

Antimetriske egensvingninger analyseres ved det i figur 4-24a viste system. I figur 4-24b er knude
B skéret fri. Forskydningskrzfterne Q,,2 og Qo 3 overfgres som normalkraft i bjzlke 1. De gvrige
ligeveegtsligninger giver

Q1,1 — (p2l2 + palz)w?Xp =0
(4 — 155)

Mg+ M2+ My3=0

X p angiver den vandrette flytning af knude B i den globale X-retning. I de fglgende regninger indfgres
desuden rotationen 6 g i den globale Z-retning af knude B, se figur 4-24b. Kompatibilitetsbetingelserne
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og de geometriske randbetingelser giver

11001 =¥, =%1,2 =¥,3=0
vip =Xp (4 — 156)

f1,1 =61,2 = 00,3 = 6B

Ved (4-116), (4-130), (4-131) antager (4-155) herved formen

ET
22 (FeO)Xa = FiO)h05 ) = (uala + pol) X5 = 0
E} EI EI =
-TZ-L(—F4(A1 )XB + Fz(.h)llga) + 'l—zz-Fs(Az)BB = -13—35‘8(/\3)83 =0
1
1 1
[FS(A)—ﬁfﬁP— vl e . —Fy()) . [XB ] _ [0]
—Fy(X) Fa(X) + E—I‘fi—;Fs(ngz\) + ff‘;i‘-;Fg(naz\) Liop 0
(4 - 157)
Frekvensbetingelsen ved antimetriske egensvingninger bliver herved
p2lz .4 p3ls 4) ( ElL L El3 i ) 2
Fa(x) — 22258 L B35V (g3 4 24 L Blra X) + =2 - Falra})) - =
( =t Tk 2(N) + gp 7, Pl ) + g Felsad) ) - Fi() =0
(4 — 158)
k % '3 % ¥y

ol

Ehs rott AT DT
N

7777, ”
a) b) @

Figur 4-25: a) Akvivalent system ved symmetriske egensvingningsformer. b) Ligevaegtsbetingelse ved
fritskaret knude B.

Symmetriske egensvingninger analyseres ved det i figur 4-25a viste akvivalente system. I figur 4-25b
er knude B skaret fri. Forskydningskraefterne Q1,2 og Qo,a overfpres som normalkraft i bjzelke 1.
Forskydningskraften Q;,; overfgres som normalkraft i bjelke 3. Momentligevaegten er eneste ikke-
trivielle ligevaegtsligning. Denne bliver

Mg+ M2+ My3=0 (4 — 159)
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Ved anvendelse af (4-116) med /160,1 = yo,1 = 11,1 = 0, (4-130) med y1,2 = 0 og (4-136) med
yo,3 = 0,3 = 0 findes herved frekvensbetingelsen for symmetriske egensvingninger

ET ET ET.
—llin(f\)GB + —};‘ZFS("-?'\)QB + I—aFn(st\, 0)fg =0 =
3

EI, Iy ElZ 4
F(A ——F; A — = F; A,0=0 -
2(A) + BT I, 8(k2A) + EL Iy 11(k34,0) (4 — 160)

Ved anvendelse af (4-153) i (4-158) findes de 4 laveste egenveerdier af frekvensparameteren ved anti-
metriske egensvingninger

AL = 1.1494 5 Ag = 7.4095
(4 - 161)
Az = 3.7533 5 Ag = 7.9465
De 4 laveste lgsniger til (4-160), svarende til symmetriske egensvingninger, bliver
A2 = 2.2493 g As = 5.9753
(4 — 162)
Ay = 4.3135 ; Ay = 7.7510
Ved (4-110), (4-161), (4-162) findes de 3 laveste egenfrekvenser til
1.14942 [EI h
fi= 1 (antimetrisk)
27 mis
2.24932 [ EI
fa= =5 — /m% (symmetrisk) (4 — 163)
3.75332 [ EI
fa= 14 (antimetrisk)
2 (751 Il y

Eksempel 4-8: Symmetrisk 1-etages rammekonstruktion

I
B El pn Ely.pp C
I
by EL,.py | El . puy
|
A I D
Gl Ly L, T

Figur 4-26: Plan 1-etages rammekonstruktion.
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Rammekonstruktionen i figur 4-26 er symmetrisk om planen I — I. Konstruktionens udzempede egen-
frekvenser gnskes bestemt for fglgende parameterforhold

Iy El, B2
-—=1, ——m=2 —=5 -
I EL o (4 —164)

Den globale frekvensparameter A valges lig A1. Ved (4-108) findes

prw?l}
M=4—L=2
‘ EIL

EL [13\*
Az =K3\ , Kp= 14 “_2..._..1_(_2)
w1 EI; \1

(4 — 165)

» Al ; Q11
‘ 2 l \
SELC

Figur 4-27: a) Akvivalent system ved antimetriske egensvingninger. b) Ligevaegtsbetingelse for
fritskaret knude B.

1V
N—
3
Q‘.

Antimetriske egensvingninger analyseres ved det i figur 4-27a viste system. I figur 4-27b er knude B
skaret fri. Forskydningskraften Qo2 fra bjelke 2 overfgres som normalkraft i bjalke 1. De gvrige

ligevaegtsligninger giver

Qi1 — palaw?Xp =0

My + M2 =0

(4 — 166)

X p angiver den vandrette flytning af knude B i den globale X-retning. I de fglgende regninger indfgres
desuden rotationen f#p i den globale Z-retning af knude B, se figur 4-27b.

Kompatibilitetsbetingelserne og de geometriske randbetingelser giver

vip=Xs
1,1 =602 =6p (4 —167)

11601 = yo,1 = yo,2 =10
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Ved (4-110), (4-116), (4-131) antager (4-166) herved formen

ET
ITI (Fs('\)XB = F4(A)1193) — p2l20*Xp =0

1 -
ET ET
I—zl (“F4(’\)XB - F2(A)IIGB) + E‘f’Fs("E)‘)IIBB =0

1

!
Fo(X) — &2 24 —F:(;\) [xg ] _ [0} (h= 165)
—Fy(X) F(A\) + 2+ Fae(ra)) | LI 0

Frekvensbetingelsen for antimetriske egensvingninger bliver herved

I !
(FG(A) - ﬂfr) (Fg()\) % E—ﬁif’s(m,\)) _F2() =0 (4 — 169)

H#1

%2 DN X M,
+ B — : 02,
ty, @ 3 | » ) ([@
. @
1T \_/MM
___9__.5’1 N
-+ IA z
a) * : g b) ©

Figur 4-28: a) MEkvivalent system ved symmetriske egensvingninger. b) Ligevagtsbetingelse for
fritskaret knude B.

Symmetriske egensvingninger kan analyseres ved det i figur 4-28a viste akvivalente system. I figur 4-
28b er knude B skaret fri. Forskydningskrafterne Q1,1,Qo,2 overfgres som normalkrafter i henholdsvis
bjaelke 2 og bjzlke 1. Den sidste ligevaegtsbetingelse bliver

M1+ Mo2=0 (4 - 170)

Ved anvendelse af (4-116) med {1601 = y0,1 = y1,1 = 0 og (4-136) med yp,2 =0, v; = 0 findes herved
frekvensbetingelsen for symmetriske egensvingninger

ET EI
TIF;(A)HB 4 -}2—21?11(';2,\,0)93 =0 =
1

ElL 1
Fa(X) + —2—1'F11(521\,0) =0 (4 - 171)
ELL I, .
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Ved anvendelse af (4-164) i (4-169) findes de 6 laveste egenveerdier af frekvensparameteren ved anti-
metriske egensvingninger

A =1.1195 , A7 = 5.2680
A3 = 26614 , X =7.3560 (4 — 172)
As = 4.4651 , Ay = T7.9754

De 6 laveste Igsninger til (4-171) svarende til symmetriske egensvingninger bliver

Az =1.5145 , Ag = 6.3679
Ay =3.7835 , Ao =T7.6614 (4 - 173)
As = 4.6373 y A12 = 8.9278

Ved (4-110), (4-172), (4-173) findes de 3 laveste udzmpede egenfrekvenser til

2 3
fi= 1,180 ah (antimetrisk)
2m 1 l‘;

1.51452 ET ;
fa= —1 (symmetrisk)
2w H1 Il
66142 I
fa= e E—i— (antimetrisk)
27 mly J

Nedenfor i tabel 4-1 er de analytisk bestemte egenvzerdier af frekvensparameteren A sammenlignet med
vaerdierne opndet ved lgsning af det linezre egenvaerdiproblem (4-148) og det kvadratiske egenvaerdi-
problem (4-149), nir rammen opdeles i henholdsvis 3, 6 og 12 delbjzelker af samme lzngde. Under
hensyntagen til de geometriske bindinger som fglge af ustrackkelige bjzelkeelementer fir rammen herved
henholdsvis N = 3, N = 9 og N = 21 globale frihedsgrader.

- -

(4 —173)

Ved opdeling i 3 bjzlkeelementer bestemmer det diskrete linesere egenvaerdiproblem (4-148) kun den 1.
antimetriske egenveerdi tilstraekkelig ngjagtigt, mens det kvadratiske egenveerdiproblem (4-149) tillige
er i stand til at bestemme den 1. symmetriske egenvaerdi og den 2. antimetriske egenvaerdi med en
fejl pa henholdsvis 3.7% og 5.5%.

Af tabellen fremgar, at det kvadratiske egenveerdiproblem (4-149) med en given elementinddeling ge-
nerelt bestemmer egenvaerdier med samme ngjagtighed som det linexre egenvaerdiproblem (4-148)
med dobbelt si mange elementer. Endvidere bemzrkes, at bide det lineare og det kvadratiske egen-
veerdiproblem i alle betragtede tilfselde bestemmer gvrevaerdier til den tilsvarende analytisk bestemte
egenvzerdi.
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Egen-
sving- Symmetri- Analytisk Lgsninger baseret pa diskret system
nings- egenskab lgsning
form
S S 2 s TS, TS,
3 elementer 6 elementer 12 elementer
(4-148) (4-149) (4-148) (4-149) (4-148) (4-149)
1 Antimetrisk 1.1195 1.1196 1.1195 1.1195 1.1195 1.1195 1.1195
2 Symmetrisk 1.5145 1.7259 1.5701 1.5206 1.5147 1.5149 1.5145
3 Antimetrisk 2.6614 3.1259 2.8075 2.8431 2.6951 2.6679 2.6615
4 Symmetrisk 3.7835 4.0683 3.9240 3.8127 3.7852
5 Antimetrisk 4.4651 4.5904 4.5098 4.4872 4.4677
6 Symmetrisk 4.6373 5.2355 4.9591 4.6480 4.6382
7 Antimetrisk 5.2680 6.0730 5.5472 5.5601 5.3195
8 Symmetrisk 6.3679 9.1171 8.2183 6.7727 6.4936

Tabel 4-1: Egenveerdier A; for plan ramme. Analytisk lgsning og lgsninger baseret pa diskret system.



146

5. APPENDICES

5.1 Appendix A: Fourierrazkker og Fourierintegraler

Lad z(t) veere en periodisk funktion med perioden T, der er stykkevis differentiabel i
periodeintervallet [0, T). I sa fald geelder for Fourterrekken

1 = ] z(tt) + (¢t~
an+mz=:1amcoswmt+bmsmwmt= ( )2 (t7) (A-1)
wm=m27},m=1,2,... (A-2)
2 4 &
am:T/ #(t) tostwetdt ; W =0,1,2,:..
: (A-3)

2 T
B = —/ z{t)sinwpidt , m=1,2,...
T Jo

(A-1) udtrykker, at Fourierraeekken koﬁvergerer i kontinuitetspunkter af z(t), mens raek-
ken konvergerer mod middelvzrdien mellem greenseveerdien z(t%) fra hgjre side og graen-
seveerdien z(t~) fra venstre side i diskontinuitetspunkter.

Ved anvendelse af Eulers formler coswp,t = %(ei“’mt + e7%mt) og sinwpt =

—1(efwmt — e="wm?) kan (A-1) skrives

1 . s .
ZL‘(t) = %ao + E —2—(am = z’bm)elwmt ok Z %(am e ibm)e—lumt
m=1 m=1

= Y Aweimt (A—-4)
hvor
%(am—ibm) ,m>0
Am = ‘%ag y M = 0 (A . 5)
1

E(a_m + ib_m) , m<0

Der er her benyttet, at w_p, = —wn, jvi. (A-2).

Det fremgar af (A-5), at A_, = A},. Am, m 2> 0, kan beregnes direkte ved anvendelse
af (A-3) og (A-5)

Ay = 2fT () costa it '2fT )i, 2t
== | = z2(t) coswptdt — i — z(t) sin wy,
m=3\T J, T J,
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1 (T -
= T~/o z(t)e “mtdt (A-6)
(A-1) kan skrives

i) = -I- Z cm €08(wmt — Upy) (A=T)

cmcosWy, = am
) =
cmsinV¥,, = b,

em = (a2, +82)? (A—8)
bm
tan\Ilm— E,: (A—'g)

(A-T) viser, hvorledes en vilkarlig periodisk bevagelse kan opbygges som en superpone-

ring af harmoniske beveegelser. Jao er i henhold til (A-3) lig det tidslige gennemsnit

S &
7= % j; 2(t)dt (A - 10)

(A-1) ganges med z(t), og der integreres over intervallet [0, T]. Herved findes ved (A-1)
og (A-3)

T T 0o
1
] zz(t)dt=[ —agy + E Am COS Wit + by sinwpt | z(t)dt =
0 0 2 n=1

1 T2
— t)dt =
AL

(A-11) betegnes Parsevals setning. Hgjresiden af (A-11) konvergerer mod venstresiden
under svagere betingelser, end der kraeves for (A-1). Konvergensen af (A-11) er séledes
sikret, nar blot z(t) er stykkevis kontinuert.

1 (o o]
522: 2 +82) (A —11)

tl-‘-lo—l

Det tidslige gennemsnit pa venstresiden af (A-11) betegnes middelkvadratverdien. §a}

og 1(a? + b2%) ses ved (A-8), (A-11) at veere middelkvadratvaerdien af henholdsvis det
tidslige gennemsnit T = ¢ og af den harmoniske komponent ¢y, cos(wmt — ¥,,). Parse-
vals seetning siger da, at middelkvadratveerdien af en periodisk bevagelse er lig summen
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af middelkvadratvardierne af den tidslige middelveerdi og af samtlige indgaende har-
moniske komponenter.

Lad z(t) vaere stykkevis integrabel i et hvert endeligt delinterval af intervallet —co <
t < co. Endvidere antages z(t) at veere absolut integrabel i | — 0o, oo[, hvormed menes

k
klim f | z(t) | dt < oo (A -12)
—oo J_k

I sa fald geelder Fouriers integralseining

o 2 z(tt (™
= [ Xt = XA (A~13)

hvor

X(w) = /_oo e~z (t)dt (A —14)

Integralet i (A-13) skal opfattes som graenseveerdien af [*7 for wy — oo.

X (w) betegnes den Fouriertransformerede af z(t). Hvis z(t) er en reel funktion bliver
X(w) 1 almindelighed kompleks.

Antag
) d'z
3t1|£11m i =0; r=01..xH=1 (A — 15)

Ved gentagen anvendelse af delvis integration findes herved for den Fouriertransforme-

rede X (™(w) af £

dtn
n - * —iwtdnm(t)
X"(w) = [—ooe g dt
= (iw)" f_ eita(t)dt = (iw)" X(w) , n > 1 (A —16)

Antag, at z(t) er defineret ved integralet
ot)= [ he=n)fryir= [ st = (ryir (A-17)

Den Fouriertransformerede af z(t) er da givet ved

X(w) = Hw)F(w) (A —18)
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hvor
Hw) = /_00 e~ "th(t)dt (A -19)
Fw) = /_ T et f(t)dt (A —20)
Bevis:

Af (A-14) og (A-17) fglger

X(w) = /_: et (]: h(t — T)f('r)d'r) dt

- / T i f(r) ( f ” e~ Wt=T)p(t — T)dt) dr (A -21)

—00 —00

I det sidste udsagn er integrationsraekkefglgen ombyttet. I det inderste integral er 7
konstant. Ved (A-19) og (A-20) findes herved

X(w)= /oo e f(r)H(w)dr = H(w) F(w)

-0

Hgjresiden af (A-17) betegnes et foldningsintegral. Den inverse Fouriertransform af
produktet af 2 Fouriertransformerede er saledes lig foldningsintegralet af de oprindelige
funktioner.

5.2 Appendix B: Influenstal for statisk bestemte retliniede Bernoulli-Euler-
bjaelker med konstant tvaersnit

Nedenfor er vist 5 eksempler pa influenstal for retlinede bjalker med konstant tvaersnit
pavirket i symmetriplanen.! Inertimomentet om aksen vinkelret pa symmetriplanen
kaldes I, og elasticitetskoefficienten er E.

i j
A& L T %
I X>—! !
" f;—-:
y - ¥
I — £)(261 — 22 — £2
g 2 O(ifm 2 (B-1)

! Reproduceret fra C. Dyrbye: Bygningsdynamik I, Polyteknisk Forlag, Lyngby 1973.
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———] | .

x £ %
= f———>
4
x‘f(ﬂ—m?)
% = = GiET (B =2)
j |
| ’,% : jxl L
3
— Sy
21¢ + 3z — 2?
I i Y (B-3)
i J
J R
= * =y
zél
§ij = =21 (B —4)
/ ! ] .
7]
L
S
¢
o]
z%(3¢ — z)
8ij = sy E (B-5)



6. EMNELISTE

Nedenfor er anfgrt en liste over de vigtigste emner og definitioner.
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Der er kun

refereret til siden i teksten, hvor disse fgrste gang indfgres. Endvidere er begreber,
til hvilke der henvises i indholdsfortegnelsen, ikke anfgrt.

acceleration . . . . . . . .
amplitudemodulation

beating ;
begyndelsesbetmgelser
bevagelse, bevagelsesgensvar
bjeelke med overkgrende kraft

Caugheydeempning .
Coulombs daempmngsmodel
cyklisk egenfrekvens

cyklisk svingningsfrekvens .

D’Alemberts princip
deformationsmatrix . . . . .
Diracs deltafunktion

diskret system

dissipativt system

Duhamels integral '
dynamisk forstaerknmgsfa.ktor
dynamisk pavirkede modalkoordinater .
deempede modalkoordinater
deempet cyklisk egenfrekvens
deempet egensvingningsform .
deempet egensvingningsperiode .
deempet modalmasse
deempning .

daempnmgsforhold
dampningsfrit system .

dempningskonstant . . . . . . . . .

dempningskraft . . . . . . . . . .
deempningsmatrix

egensvingningsbevaegelse . . . . . .
egensvingningsfrekvens '
egensvingningsperiode .
enhedsimpuls . . . . . . .

.....

-------

.....

- . .

.......

-----

.....

.....

------

9,

i1,

51

45

30

19 124

. .

15

......

85
78
70
77
15
76
10
14
13
11
10
45

ol

26
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erstatningsfjeder
et frihedsgradssystem .
Eulers formler

fase .

foldmngmntegral bR R oW R @

formfunktioner . .
Fourierraekke

Fouriers integralseetning . .
Fouriertransformation . . .
frekvensbetingelse
frekvensforhold . .
frekvensresponsfunktion .

frekvensresponsmatrix
frihedsgrad . . . . .

geometriske randbetingelser
global konsistent massematrix

global statisk stivhedsmatrix . .

global stivhedsmatrix .

Gram-Schmidts ortogonahsenngsmetode

Guyanreduktion

halvbandsbredde
halvbandspunkter

harmonisk bevagelse
harmonisk amplitudegensvar .
hastighed

homogene randbetmgelser
hystereseslgjfe

ikkelinezer deempning
ikkelinezert system
impuls :
impulsive krzefter .
impulsresponsfunktion
impulsresponsmatrix
inertikraft .
influenstal .

jordskeelvspavirkning

karakteristisk ligning
kinetisk energi

k. ordens perturbatxonslﬁsmng :

Kolouseks funktioner
konsistent massematrix

------

......

------

. 8
g 3

. 146

.1

. 149

129

24 146
. 148

31,

148

49 109, 137

19

18, 71

58
.1

99

. 137
. 137
. 136

67
86

23
23
|
20
. 3

. 101

.....

12

11
.1
26
26
27
60
36
39

35

49
5 X
2

. 128
. 130



kontinuert system .
kritisk deempet system )
kritisk veerdi af daampnmgskonsta,nt
kvasistatisk bevaegelse

kvasistatisk pavirkede moda.lkoordmater .

Landausymbol
linezert system . . . .
linezert viskos daempmngsmodel
logaritmisk dekrement

........

. . .

massematrix . . . . . . . . . . . .
Maxwells satning Ce e
mekanisk energi . . . . . . . . . .
mekaniske randbetmgelser .o
Mercers ssetning
mesterfrihedsgrader . . .
middelkvadratvaerdi
modalbelastning
modal impulsresponsfunktion
modal deempningsforhold
modal frekvensresponsfunktion .
modalmatrix
multifrihedsgradssystem . . .
multipel egenveerdi

. . .

........

. . . .

--------

Newtons 2. lov

overkritisk deempet system . . . . .

parallelsystem af fjedre
Parsevals seetning
periode af periodisk bevaegelse
periodisk beveegelse

perturbationsanalyse
potentiel energi
proportional deempning

.....
........
.....

----------

Rayleighs brgk . . .
Rayleighdeempning
Rayleighs princip

.......

seriesystem af fjedre . . . . . . . . .
simple egenveerdier
slavefrihedsgrader . .
stationzer beveegelse

statisk kondensation .

..........

.......

------------

------

........

.......

. . . .

..............

-----------

-----

......

......

.....

..........

------

.......

.....

......

.........

.........

71 80

69, 121

1

15

41
41
i
99

. 8F
. 147

67, 121

70

71
54
|
65

. 3
13

v @ O
. 147
i u B
5 2
72

88

91
88
91

. 8
65
87
21
87



154

statisk ligeveegtstilstand .
stivhedsmatrix .
superpositionsprincip
svagt dempet system .
svingningsfrekvens

tidsligt gennemsnit
transient beveegelse .
transmissionskoefficient

udeformeret tilstand '
udzmpede modalkoordinater .
udezempet cyklisk egenfrekvens
udzmpet egensvingningsbevagelse
udeempet egensvingningsform .
udzmpet modalmasse . . . .
underkritisk deempet system .

41
17
. 146

21
33

67, 119

51, 107
51

49, 108

64, 114
13
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