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Forord

Dette notat er primeaert skrevet til brug ved undervisningen i kurset "Hygrotermisk
Bygningssimulering” med henblik pa at give en ferste introduktion af numeriske me-
toder til Iasning af varmeledningsproblemer og vise eksempler pa metodernes an-
vendelse. Formalet er at give en kort indfgring i grundlaget for de beregningsmeto-
der, der anvendes i pc-programmer til simulering af tidsvarierende indeklimaforhold i
bygninger eller ved beregning af stationaer flerdimensional varmeledning, som bl.a.
forekommer ved kuldebroer i bygningskonstruktioner. Det er derfor naturligt at bade
kontrolvolumenmetoden og finite element metoden omtales, da disse to metoder ind-
gar i henholdsvis den termiske rummodel i programmet BSim og ved Igsning af fler-
dimensional varmeledning med programmet COMSOL Multiphysics.

Da kurset "Hygrotermisk Bygningssimulering” normalt afvikles fgr det grundlzeggende
kursus i "Differentialligninger og Numeriske metoder”, giver dette visse begreensnin-
ger i den matematiske udfoldelse og naervaerende notat er derfor forsggt skrevet, sa
det kan laeses med udbytte, selvom lzeseren ikke er fortrolig med de analytiske |gs-
ningsmetoder til differentialligninger. Indferingen i de numeriske metoder er derfor
holdt pa et introducerende niveau, sa der kun kraeves elementaert kendskab til diffe-
rentiation og integration. Det er dog indledningsvis ngdvendigt at opstille den diffe-
rentialligning — varmestremsligningen — der er grundlaeggende for al beregning af
varmetransport og redeggre for de dertilhgrende randbetingelser, saledes at man
altid har for gje, at det er dette ligningssystem, der skal Igses, og at de numeriske
lasninger altid kun er tilnaermede lgsninger.

Mogens Steen-Thgde

Aalborg, februar 2008






DET BESTEMMENDE LIGNINGSSYSTEM

1.1 Introduktion

Ingenigrmaessig beregning af ’komplicerede” varmeledningsproblemer inden for
bygningsteknikken er blevet hverdagskost i takt med informationsteknologiens udvik-
ling, idet der findes et utal af feerdige edb-programmer til Iasning af opgaver af denne
art. Der kan veere behov for at undersgge, om en ny konstruktionsudformning er til-
streekkeligt isoleret, sa den ikke indeholder utilladelige kuldebroer, eller der gnskes
en forudsigelse af det indeklima, der kan forventes i en bygning under varierende
belastningsforhold, og her vil bygningskonstruktionernes varmeakkumulerende egen-
skaber have en vaesentlig indflydelse pa temperaturforigbet. Det fagrste eksempel vil
normalt blive behandlet som et stationaert flerdimensionalt varmeledningsproblem (se
fig. 1.1-1), mens det andet eksempel typisk vil veere baseret pa sammenkobling af
konstruktionselementer, hvor varmeledningen regnes endimensional og ikke-
stationeer (fig. 1.1-2).

Ude O °C
20

Inde 20 °C 0

e
&’W‘:“{\‘t‘t\
e
sl

Figur 1.1-1. Eksempel pa 2 D stationaer varmestram.

Med et blik pa det simple eksempel der er vist i fig. 1.1-1, siger det naesten sig selv,
at man ikke vil (og ofte heller ikke kan) sgge at fa temperaturfordelingen i konstrukti-
onen udtrykt som en analytisk funktion, men at man er henvist til at sgge tilneermede
numeriske Igsninger til de differentialligninger, der beskriver problemet. Tilsvarende
forhold gar sig geeldende i det ikke-stationeere tilfeelde (fig. 1.1-2), der yderligere
kompliceres af, at de termiske belastninger, der pavirker konstruktionen over tid, som
regel heller ikke lader sig beskrive analytisk.

Konsekvensen af dette er, at man kun far oplysninger om fx temperaturen i udvalgte
punkter, og at temperaturens eventuelle variation med tiden ogsa kun oplyses til en
reekke givne tidspunkter. Jo stgrre punkttesethed geometrien opdeles i, og jo kortere
tidsinterval der er mellem beregningerne, des stgrre "ngjagtighed” ma man i alminde-
lighed forvente, forstaet pa den made at jo naermere ville de beregnede resultater




komme pa en analytisk Igsnings vaerdier (hvis en sadan eksisterede for det givne
problem).
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Figur 1.1-2. Eksempel pa 1 D ikke-stationeer varmestram.

Lasning af varmeledningsproblemer inden for bygningsfysikken fglger, i lighed med
de fleste ingenigrmaessige beregningsproblemer, de faser, der er vist i fig. 1.1-3. | det
folgende gives en introduktion til opstilling af en generel model for varmeledning i
faste materialer, og der vil blive omtalt to numeriske Igsningsmetoder: kontrolvolu-

menmetoden og finite element metoden, ligesom der gives eksempler pa disse me-
toders anvendelse.

— PROBLEM

l Fysiske love Bestemmende
MOTEL <[Konstitutive Iigninger} {ligningssystem

Matematiske Randbetingelser
L@ST ING metoder } Begyndelsesbeting.
Vurdering
TOLKNING <[Konklusion }

Figur 1.1-3. Problemlgsningens faser.

1.2 Varmebalance

Formuleringen af den idealiserede matematiske model bygger pa anvendelsen af de
generelle fysiske love, for varmetransport er dette termodynamikkens faorste hoved-
seetning, der er saetningen om energiens bevarelse. De generelle fysiske love er ka-
rakteriseret ved, at deres anvendelse er uafhaengig af det betragtede mediums natur,
men disse love er imidlertid sjeeldent tilstraekkelige til en fuldsteendig beskrivelse af




problemet, hvorfor der ma inddrages specielle love — de konstitutive ligninger — hvis
anvendelse netop afhaenger af det pageeldende mediums natur. | det falgende bliver
Fouriers lov om varmeledning anvendt, ligesom der ved beskrivelsen af randbetin-
gelserne inddrages Stefan og Boltzmanns lov om varmestraling samt Newtons kon-
vektionsligning.

Termodynamikkens fgrste hovedsaetning udtrykker:

For et afgreenset system (kontrolvolumen) er
tilveeksten i energi pr. tidsenhed =

summen af de tilfgrte varmestrgmme +

effekten af det arbejde, der udfgres pa systemet.

e \’
ﬂ' \
s a0,

| /
A

Figur 1.2-1 Et afgreenset system.

Inden for bygningsfysikken vil der altid kunne ses bort fra sidste led, hvorfor fgrste
hovedsaetning her bliver til den generelle varmebalanceligning:

%:qui (1.2.1)

Hvor
E = energi [J]
T = tid [sek]
@ = varmestrogm [W] (regnet positiv nar den tilfares systemet)

Tilvaeksten i energi er et udtryk for, at der akkumuleres varme i systemet, og dette
giver anledning til en temperaturaendring i kontrolvolumenet:

9 _ [pe2tav (1.2.2)
dt | Ot
Hvor

t = temperatur [°C]

p = massefylde [kg/m?]
¢ = varmefylde [J/kgK]
V = volumen [m?]



Hvis alle varmestramme i (1.2.1) (se fig. 1.2-1) er konstante i tid og summen af dem
er lig nul, sa er systemet i en stationeer tilstand, og varmebalancen udtrykker da:

Under stationeere forhold er
summen af varmestrgmme tilfart til systemet =
summen af varmestrgmme afgivet fra systemet.

| denne tilstand sker der ingen aendring i systemets indre energi, hvorfor (;—E =0 og
T

dermed er ogsa ? = 0, altsa ingen aendring af temperaturen over tid i det betragte-
T

de system.

1.3 Opstilling af beregningsmodel

Der opstilles nu en generel model for det afgreensede omrade, der skal analyseres
(se fig. 1.3-1). Modellen gives differentiel form, dvs. at varmebalancen opstilles for et
infinitesimalt prisme i omradet og skal derefter geelde ethvert sted i omradet.

e Rand

/ ﬁre rand

Balancen opstilles for et
infinitesimalt prisme

dz

=

dy

Figur 1.3-1 Det afgreensede omrade der skal analyseres.

Der gares folgende forudsaetninger:

e det betragtede omrade bestar kun af faste materialer

¢ ved eventuelle indre rande mellem forskellige materialer er der sa god kontakt,
at der ikke forekommer nogen ekstra modstand mod varmeledningen fra det
ene materiale til det andet

e 0g (af bekvemmelighedsgrunde) at materialerne er isotrope, hvilket bl.a. bety-
der, at varmeledningsevnen er ens i alle retninger

e samt at indgaende materialeparametre er konstante

Den generelle varmebalanceligning (1.2.1) anvendes nu pa det udskarne prisme, og
for fuldsteendighedens skyld antages det, at der ogsa foregar en varmeudvikling i
selve prismet med en effekt pr. volumenenhed pa S.



ot

pcadv =0, -0 ,+0, -D , +D,-D,, +SdV
Hvor
@, = varmestrgm i x-aksens retning [W]
S = varmeudvikling [W/m?]
ot
O =-A—dA,
[9).
q)x __’(I) x+dx
oD
D 4y=D +—dx
Ox

£y
%

S = udviklet varmeeffekt pr volumenenhed

Figur 1.3-2 Det udskarne prisme.

(1.3.1)

Den udadgaende varmestrgm kan udtrykkes ved varmestrammens aendring i aksens

retning:

oo
x+dx = q)x + . dX
ox

)

Indfgres dette i (1.3.1) fas:

@ oD @
pcﬁdV=—a *dx - ydy—a zdz + SdV
ot 0x oy oz
eller
o 0 o
pe2tav = -9 gq ax— 29 ga ay- 2 ga a2+ sav
ot 0x oy oz

og da volumenet indgar i alle led

0
pcg:_aqx_ q}’_aqz+s
ot ox 0Oy 0z

Hvor

gx = Varmestrgmsintensitet i aksens retning [W/m?]

A = Areal vinkelret pa aksens retning [m?]

(1.3.2)

(1.3.3)

(1.3.4)

(1.3.5)



Det er nu ikke muligt at komme laengere med den generelle varmebalanceligning, sa
det er her, at det er ngdvendigt at sammenknytte temperatur og varmestramsintensi-
tet gennem Fouriers lov om varmeledning:

ot
q, =—xg (1.3.6)
Hvor

A = materialets varmeledningsevne [W/mK]

Indsaettes i (1.3.5) fas:

ot 0 ot. 0 ot. 0 ot
— = (A )= — (A=) — (A=) +S 1.3.7
pcar 6x( ax) ay( ay) 61( az) ( )

Heraf fremkommer den generelle varmestremsligning:

2 2 2
pcﬁ=xa§+xa§+xa§+
ot ox oy oz

S (1.3.8)

Ligning (1.3.8) er saledes den bestemmende ligning, der geelder ethvert sted i det
afgreensede omrade, der analyseres — altsa er (1.3.8) den matematiske model for
den fysiske proces, der optreeder som ikke-stationaer varmeledning i faste materialer,
nar der forekommer en i tid og sted kendt varmeudvikling S i omradet. A, p og c er
(efter de gjorte forudsaetninger) konstante koefficienter. Det er karakteristisk, at det er
ngdvendigt at bestemme temperaturfordelingen i omradet, inden der kan ske en be-
regning af varmestrammene gennem anvendelse af Fouriers lov (1.3.6).

Ligning (1.3.8) er en partiel differentialligning med temperaturen t som den afhaengi-
ge variable, der er en funktion af de uafhaengige variable: tid og de tre stedkoordina-
ter, t = t(x,y,z,7). Ligningen er lineeer, da t kun optreeder i farste potens, men af anden
orden, da den indeholder den anden afledede af t med hensyn til stedet.

For at kunne fa en entydig beskrivelse af temperaturfeltet i det analyserede omrade
er det en ngdvendig men ikke tilstraekkelig betingelse, at funktionen opfylder ligning
(1.3.8). Dette ligger i ligningens struktur, idet (1.3.8) angiver sammenhaengen mellem
den stedlige og den tidsmaessige aendring af temperaturen. For at kunne finde selve
temperaturfordelingen er det ngdvendigt at beskrive 1) hvordan der udveksles varme
mellem det afgreensede omrades ydre rande og dets omgivelser, samt hvordan var-
men overfgres langs eventuelle indre rande mellem forskellige materialer, og 2)
hvordan temperaturfordelingen er i hele beregningsomradet til det tidspunkt, hvor
beregningerne starter. De naevnte betingelser kaldes henholdsvis rand- og begyn-
delsesbetingelserne.

1.4 Randbetingelser og begyndelsesbetingelser

Som naevnt ovenfor er en beskrivelse af rand- og begyndelsesbetingelserne en ngd-
vendighed for at fa en entydig Igsning til (1.3.8) og man kan ligefrem sige, at det er
randbetingelserne, der definerer den konkrete opgave, idet disse kan veere forskelli-

6




ge, men det er altid den samme ligning (1.3.8), der skal opfyldes. Det er altsa rand-
betingelserne, der bestemmer, hvordan temperaturfordelingen bliver i beregningsom-
radet.

Randbetingelser
Randbetingelserne kan antage fglgende former:

a) Kendt temperatur pa hele eller dele af randen. Temperaturfunktionen kan
veere vilkarlig — konstant eller varierende i tid. Gennem denne randbetingelse
fikseres selve Igsningsfunktionen pa randen, fig. 1.4-1 a). Denne randbetin-
gelse forekommer dog ikke ret tit inden for bygningsfysikken.

b) Kendt varmestrom pa hele eller dele af randen. Varmestramsintensiteten er
saledes givet i stagrrelse og tidsmeessigt forlab pa de dele af randen, hvor den-
ne betingelse er geeldende. Da varmestrammen inde i materialet ved randen

skal veere lig den ydre pavirkning: —xaa—t = q (her regnes varmestrgmmen i
n
R
materialet positiv i den udadgaende fladenormals retning) betyder dette, at
haeldningen pa temperaturfeltet fikseres pa randen (se fig. 1.4-1 b)). Da det
kun er heeldningen der fastlaeegges, kan denne randbetingelse ikke forekomme
pa alle rande — det er ngdvendigt at have en temperatur at "haenge” Igsningen
op pa.
c) Kendt omgivelsestemperatur og overgangsisolans ved hele eller dele af

randen. Varmestrammen ved randen udtrykkes nu ved
— xg—t = %(tR —t,) hvor R er overgangsisolansen og t, omgivelsestempera-

n

R
turen. Igen fikseres lgsningsfunktionens haldning pa randen men nu ogsa
knyttet til omgivelsestemperaturen gennem retningspunktet (t,, AR) som vist i
fig. 1.4-1 c).

Temperatur pa randen givet.
Temperaturfunktionen fikseres pa randen.

Varmestrgm pa randen givet.
Temperaturfunktionens heeldning pa
randen fikseres ot| _ q

on|, A
Kan ikke forekomme p4 alle rande.

Omgivelsestemperatur og overgangs-
isolans ved randen givet.
Temperaturfunktionens retning ved

randen fikseres gennem ”retningspunktet”.

o __te-t,

onl, AR

AR [m]

Figur 1.4-1 Randbetingelser.

Ved indvendige rande er der som tidligere naevnt forudsat sa god kontakt mellem
materialerne, at varmen ledes direkte fra det ene materiale til det andet:



t
0
on|, R
veerdi langs randen for at sikre kontinuitet. Varmestremmene er igen regnet positive i

den udadgaende fladenormals retning.

=—(—A, % ) ligesom temperaturfunktionerne t; og t; skal have samme
n

Begyndelsesbetingelser

Hvis det er et ikke-stationeert tilfaelde, der skal Igses, ma temperaturfunktionen ken-
des til det tidspunkt hvor beregningerne startes — dette udger begyndelsesbetingel-
sen. Temperaturfunktionen til begyndelsestidspunktet (t = y(x,y,z,7=0)) kan i princip-
pet veere en vilkarlig funktion og det vil vaere dette temperaturfelt, der danner ud-
gangspunkt for de beregnede temperaturaendringer til et senere tidspunkt.

1.5 Eksempel pa opstilling af det bestemmende lignings-
system

Pa nedenstaende fig. 1.5-1 er vist et plansnit af en konstruktion opbygget af tre mate-
rialer, hvor temperaturfordelingen skal bestemmes. Det forudseettes, at der er tale om
et 2D stationeert tilfeelde, hvor omgivelsestemperaturerne inde og ude (t; og t,) samt
de tilhgrende overgangsisolanser (Ri og R,) er kendte. Det bestemmende ligningssy-
stem skal nu opstilles.

Ude 0 °C
D B C
N
E B C
N Inde 20 °C
Y A A

L»x

Figur 1.5-1 Beregningsomrade og randbetingelser.

Varmestrgmsligningen (1.3.8) skal naturligvis veere gaeldende for hvert delomrade
med forskellige materialer — men nu i en stationaer 2D udgave uden indre varmeud-
vikling. Ligningen ser da saledes ud for materiale 1 i delomrade BDEB:

2 2
a_t2+)\'la_t

0=2A
' ox oy’




Ved at udskifte varmeledningsevnen (1) fas tilsvarende udtryk for de gvrige seks del-
omrader. Vi kan herefter vende os mod randbetingelserne.

Langs inde-randen (A-B-C) og ude-randen (A-E-D-B-C) er det randbetingelse c), der
er geeldende, og for randen A-B kan dette udtrykkes ved:

altsa at varmestrgammen, der ledes fra materiale 2 i x-aksens retning, overalt langs
randen A-B (hvor y antager veerdier i intervallet A-B) skal veere lig varmestrgmmen,
der overfgres til omgivelserne.

Langs ude-randen D-B haves tilsvarende:

ot 1
—llg =R_(tx=D—>B -t,)

x=D—>B u

P& samme made fortsaettes rundt langs de gvrige rande — men der mangler stilling-
tagen til, hvor randene A-A og C-C skal laegges, og af hvilken type de er.

Man ma forvente, at nar man bevaeger sig veek fra selve hjgrnet, vil 2D-effekt aftage
og til sidst forsvinde. Nar dette sker, vil varmen kun stremme i en retning nemlig inde-
fra og ud, hvilket betyder, at isotermerne forlgber parallelt med de indvendig og de
udvendige overflader, som det ogsa ses af hgjre del af fig. 1.5-1 (der selvfglgelig er
fremkommet som Igsning til det ligningssystem, der er ved at blive opstillet). Rande-
ne A-A og C-C ma saledes placeres sa langt veek fra hjernet, at der ingen varme-
strgm er i retning vinkelret pa randen.

Denne randbetingelse er en speciel udgave af randbetingelse b), hvor varmestrgm-
men er nul vinkelret pa randen — dette kaldes en adiabatisk rand. Udtrykt matema-
tisk for rand A-A geelder for hver af de tre materialedele:

o
oy

x=A—A

Hvis kanterne A-B og B-C er lige lange, er der bade geometrisk materiale- og belast-
ningsmaessig symmetri om aksen D-B, hvorfor isotermerne vil sta vinkelret pa denne
akse. Dette havde man kunnet udnytte som en adiabatisk randbetingelse, hvorved
beregningsomradet kunne halveres. Det er ikke gjort i dette tilfeelde, men ofte vil man
ops@ge symmetriakser, nar der skal indlaegges randbetingelser.

Der mangler nu kun de indvendige rande mellem de enkelte materialer — men det er
ret enkelt. Som eksempel tages den indvendige rand mellem materiale 1 og 2 langs
E-B:

x=E—>(B)



Varmestrgmmen fra materiale 2 fortseetter ind i materiale 1. Temperaturerne langs
skillefladen i de to omrader skal naturligvis ogsa veere ens. Tilsvarende forhold geel-
der mellem materialerne 2 og 3 i retning A-B:

Sammenfattende er varmestramsligningen opstillet for hvert af de syv delomrader, og
der er tilknyttet i alt 12 ydre randbetingelser (langs randene A-B-C-C-B-D-E-A), hvor-
af seks er af type c), og seks er adiabatiske, altsa type b)). Endvidere er forholdene
beskrevet ved de ti indvendige rande (skilleflader), der optraeder i dette tilfaelde.

Tilbage star nu "kun” at Igse det opstillede ligningssystem — hvilket i dette tilfaelde vil
sige at finde syv temperaturfunktioner t = y(x,y), der samtidigt tilfredsstiller differen-
tialligningen (varmestrgmsligningen) og de respektive randbetingelser.

Som tidligere antydet vil det naeppe veere muligt eller hensigtsmeessigt at sage efter
en analytisk Igsning til det bestemmende ligningssystem — analytiske lgsninger ken-
des kun til nogle fa, meget simple geometrier og tilsvarende rand- og begyndelsesbe-
tingelser — der ma anvendes en numerisk Igsningsmetode. Temperaturfordelingen,
der er vist til hgjre i fig. 1.5-1, er naturligvis beregnet ved hjeelp af en numerisk be-
regningsmetode.

1.6 Eksempler pa analytisk lesning

Selvom det ikke er dette notats serinde at sgge analytiske lasninger til opstillede
varmestrgmsproblemer, kan det dog veere nyttigt at se pa nogle eksempler, hvor dis-
se kan findes. Nedenstaende tre eksempler tager alle udgangspunkt i en stor plan
veeg, hvor varmen kun stremmer i én retning — vinkelret pa overfladen — saledes at
der er tale om et 1 D tilfeelde. | forste eksempel er forholdene stationzere, og lgs-
ningsfunktionen er ganske enkel at bestemme, mens der i andet eksempel er tale om
et ikke-stationeert tilfeelde med enkle rand- og begyndelsesbetingelser, men hvor Igs-
ningsfunktionen er "kompliceret”. | tredje eksempel vises en meget enkel tilnaermet
lasning til eksempel to.

Eksempel 1.6.1

Temperaturforlgbet i en plan homogen vaeg skal beregnes under fglgende forudseet-
ninger:

stationzer endimensional varmeledning
veegtykkelse L [m]

varmeledningstal A [W/mK]
overfladetemperatur t(x=0) = TB1 [°C]
overfladetemperatur t(x=L) = TB2 [°C]
intern varmeproduktion S [W/m?]

Med udgangspunkt i varmestrgmsligningen (1.3.8) bliver det bestemmende
ligningssystem:
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2 2
dt+S eller dt=—§

0=Ax
dx’ dx? A

med randbetingelserne: t(x=0) = TB1 og t(x=L) = TB2 idet der indlazegges en x-akse
med nulpunkt i den ene overflade.

Den sggte Igsning er en funktion, der, differentieret to gange, giver en konstant - hvil-
ket opfyldes af et 2. grads polynomium:

t(x) = Ax* + Bx+C

idet

2
ﬂ=2Ax+B = d:=2A = A=—i
dx dx 2\

De to sidste koefficienter i Iasningsfunktionen findes ud fra randbetingelserne, der
ogsa skal opfyldes. For x = 0 fas:

t(x=0)=TB1=C = C=TB1
ogforx=1L

t(x=L)=TB2=—iLZ+B-L+TB1 _, p-1B2-TBI S
22 L 20

hvilket giver, at temperaturforlgbet er bestemt ved:

t(x) = Sy (w+imx+ TB1
21 L 2

Det er saledes ganske enkelt at finde temperaturforigbet i dette tilfeelde — hvor tit
man sa steder pa en veeg med intern varmeproduktion under stationzere forhold er
sa en anden sag — men seettes varmeproduktionen til S = 0, fas et yderst vigtigt til-
feelde: stationaer endimensional varmeledning, hvor det kendte retlinjede temperatur-
forleb er bestemt ved:

TB2-TB1 X dt TB2-TBI

+TB1 = —

tx) = dx L

Varmestrgmsintensiteten er da bestemt af (1.3.6):

__, dt__, TB2-TBI _TBI-TB2 _TBI1-TB2
1 dx L L R

A

hvor R er materialelagets isolans.
XX
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Eksempel 1.6.2

Temperaturforlgbet i en plan homogen veeg skal bestemmes i et tilfeelde, hvor omgi-
velsestemperaturen pa begge sider af vaeggen til tiden t = 0 pludseligt aendres fra ts
til t.. Veeggen har temperaturen ts overalt til tiden nul. Der antages fglgende forud-
saetninger:

ikke-stationaer endimensional varmeledning
veegtykkelse 2L [m]

varmeledningstal A [W/mK]

massefylde p [kg/m?]

varmefylde c [J/kgK]

termisk diffusivitet a = A/(pc) [m?/s]
begyndelsestemperatur t(x,7=0) = ts [°C]
omgivelsestemperatur t,, [°C]
overgangsisolans R, [M?K/W]

Idet der indlaegges et koordinatsystem, som vist i fig. 1.6-1, kan det bestemmende
ligningssystem opstilles. Varmestreamsligningen (1.3.8) skal anvendes, og randbetin-
gelserne er af type c):

cat—xazt
P ot ox*
ot 1
—(A—  )=—A(t_, —t
( aXx=_L) Ro(x_—L w)
ot 1
A =—(t_, —t
ox| RO(X=L »)

Pa grund af symmetri er det muligt at udskifte den ene af disse randbetingelser med
en adiabatisk rand beliggende i vaeggens midtplan:

ot
bl =0
ox| _,
t(x,0)|= t,
Y/
I/'\l\
y A
12 \Y
t, ——/ \‘—tw
X = =—L x=0 x == L X

Figur 1.6-1 Plan veeg.
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Under de givne betingelser er temperaturforlgbet bestemt ved:

> sin(d ) , at X
t(x,7)=t_+(t —t 2 1 -0 — o —
(x,7) =t +(t, )2 8n+sin(8n)cos(8n)eXp( 208G, )

hvor den dimensionslgse parameter o, er bestemt gennem de uendelig mange rad-
der (pa den positive akse) i ligningen:

d,sin(d,) = RLXCOS(S")

o

Da temperaturerne ts og t,, er konstante, angives Igsningen ofte som en relativ tem-
peratur:

t(x,7) - t, z”:z sin(d,)
t -t = 9O, +sin(3,)cos(d,)

exp(=3> %) cos(3,, %)

Det er karakteristisk for analytiske lgsninger, at de ofte udtrykkes gennem uendelige
reekker, ogsa selvom geometri og randbetingelser er s& enkle som i dette tilfeelde.
Lasningen kan findes i de fleste laerebager om varmetransport, bl.a. i et af hoved-
vaerkerne om analytiske Igsninger: Carslaw, H.S. og Jaeger, J.C.: Conduction of
Heat in Solids /1/.

Som et eksempel er temperaturforlgbet vist i fig. 1.6-2 for en 0,20 m tyk betonveeg (A
= 1,7 W/mK, p = 2300 kg/m® og ¢ = 880 J/kgK) for 1 °C aendring af omgivelsestempe-
raturen nar, overgangsisolansen er R, = 0,13 m?K/W.

Afkgling af plan vaeg

08F-———1-—--

Relativ temperatur (t . -t )I(ts -t)

| I I |
I I I I
I I I I
06F---+ e ittt [Py S o - - ———F-———t—-—— —
| T I | I T
/\/\ | \\!\
I I I I I I
I I | I I |
0.4 | | | | |
I ! ! |
I I I T —t——
0.2 I I I
|

|

.

i

L

| | | |
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Afstand [m]

Figur 1.6-2 Temperaturforlgb i betonvaeg. @verst stationaer startveerdi, dernaest den
relative temperatur efter 2,5 time, efter 5 timer og herefter med spring pa 5 timer.

Da tiden indgar som eksponent i Iasningsfunktionens eksponentialfunktion, er det
karakteristisk at temperaturforlgbet egendrer sig hurtigt i den fgrste tid for derefter at
flade ud, og det tager (i princippet uendelig) lang tid, inden temperaturaendringerne
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der ud, og forholdene bliver stationaere. Dette er et udtryk for konstruktionens var-
meakkumulerende egenskaber, der i Igsningsfunktionen indgar gennem materialets
termiske diffusivitet a og vaeggens dimension L. Ser man pa sterrelsen L%/a, har den
dimension af tid, og den udger en karakteristisk tidskonstant tq for konstruktionen.

. - L’ L’ _2pcL _ veeggens samlede varmekapacitet
“a A 5 A veeggens samlede varmetabsfaktor pr °C
pc L

Lgsningsfunktionen kan derfor ogsa skrives som:

tx,1)-t, < sin(d ) » T X
2 - -&, — o5, —
t,—t, ,,Z; 3, +sin(8n)c0s(8n)eXp( " To)cos( " L)

Jo starre varmekapaciteten er, des starre er tidskonstanten, og jo langsommere fo-
regar temperaturaendringerne.

Intensiteten af varmestremmen ud af vaegoverfladen findes i dette tilfaelde pa enkel
made ud fra lgsningsfunktionen fx:

q(x=L,7) =Ri(t(x —L9)-t,)

1]

Varmestrgmsintensiteten pa den modsatte overflade har naturligvis samme starrelse,
ligesom anvendelse af Fouriers lov (1.3.6) havde fort til samme resultat.
XX

Eksempel 1.6.3
Der tages udgangspunkt i samme problemstilling som i eksempel 1.6.2 men nu un-

der den forenklede antagelse, at temperaturen i materialet ikke eendrer sig i x-aksens
retning. Denne situation er vist i fig. 1.6-3.

X

x=-L x=0 x=L

Figur 1.6-3 Plan veeg med forenklet temperaturfordeling.
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| dette tilfeelde kan veeggens varmebalance opstilles direkte ud fra ferste hovedseet-
ning:

dt(r) _ , 1 3
pc2L P ZR0 (t(r)—-t,)

hvor venstre side udtrykker aendringen i vaeggens energiindhold (pr. m? overflade-
areal) pr. tidsenhed, og hagjre side er intensiteten af tilfart varme. Ligningen omskri-
ves, idet der ogsa her kan indfgres en karakteristisk tidskonstant:

_pe2L vaeggens samlede varmekapacitet
° ZL vaeggens samlede varmetab til omgivelserne pr °C
RO
Hermed fas:

O oyt
dt

Ligningen tilfredsstilles af en eksponentialfunktion, idet denne differentieret er propor-
tional med sig selv. Lgsningen har derfor formen:

t(1)—t, = Kexp(—ri)

hvor konstanten K findes af begyndelsesbetingelsen:
K=t(t=0)—-t_ =t —t_

Lasningsfunktionen er da:

t(t)—t, =(t, —tw)exp(—Ti)

o

eller udtrykt som en relativ temperatur:

t(t)—t, T
107 exp- 5

tS - ey T0
Denne Igsning er optegnet i fig. 1.6-4 for den samme betonvaeg, som er anvendt i
eksempel 1.6.2, og til sammenligning er den eksakte temperaturfunktion, som frem-
gik af det foregaende eksempel, ogsa indtegnet dels i midtplanet, dels i overfladen.

Som det fremgar af grafen, er der i dette tilfaelde ganske god overensstemmelse mel-
lem temperaturforlabene til trods for den grove tilnaermelse, der er foretaget. Det
samme forhold vil gare sig geeldende, hvis varmestreamsintensiteten ved overfladen
beregnes, idet denne er proportional med temperaturforskellen mellem overfladen og
omgivelserne.
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Afkeling af plan vaeg

T
—e— Midt
—e— Overflade ||
Tilneermet
T

Relativ temperatur Q -t )I(tS -t)
w w

45 50
Tid i timer

Figur 1.6-4 Tilnsermet og eksakt temperaturforlgb som funktion af tid.

Lasningsfunktionen i dette eksempel er unaegtelig blevet mere overskuelig end til-
feeldet er i eksempel 1.6.2, men der fas stadig den vigtige oplysning, at temperatur-
forlgbet primaert afhaenger af en karakteristisk tidskonstant, hvori varmekapaciteten
og det specifikke varmetab til omgivelserne indgar.

Dette eksempel skal naturligvis ikke tages til indtaegt for, at der altid opnas god over-
ensstemmelse med forenklede modeller, men vise at en forenklet model udmaerket
kan genspejle hovedtraeekkene i en given problemstilling. Er man ikke tilfreds med
lasningens ngjagtighed, kan man jo forsgge at forfine modellen ved at medtage flere
detaljer og derefter tage det merarbejde, der vil vaere forbundet med at finde Igsnin-
ger. Det er lidt denne filosofi, der ligger til grund for numeriske Igsninger, samtidig
med at organiseret talbehandling er blevet problemlgst ved anvendelse af compute-
re.

XX

1.7 Numeriske lgsninger

Numeriske Igsningsmetoder gar generelt ud pa at finde en tilnsermet Igsning til en
given differentialligning — her varmestremsligningen (1.3.8) med tilhgrende rand- og
begyndelsesbetingelser. Nar der er tale om tilnsermede Igsninger skyldes det, at de
bestemmende differentialligninger pa en eller anden made omseettes til et seet alge-
braiske ligninger — som regel et szt af samhgrende linezere ligninger — der sa skal
lases og give Igsningens funktionsvaerdier i udvalgte punkter til forskellig tid.

| fig. 1.7-1 er vist et eksempel pa, hvordan temperaturen i udvalgte knudepunkter
langs x-aksen aendres fra tidspunkt til tidspunkt. Der er foretaget en geometrisk dis-
kretisering, der definerer knudepunkternes beliggenhed, og med kendskab til begyn-
delsesbetingelserne beregnes knudepunktstemperaturerne tidsskridt for tidsskridt.
Der er saledes ogsa foretaget en tidsmaessig diskretisering, idet tidsaksen er opdelt i
intervaller (At) af kendt lzengde.
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Afkeling af plan vaeg

Lt -t)

-t )it

X

Relativ temperatur (t

Afstand [m]

Figur 1.7-1 Eksempel p& geometrisk og tidsmaeessig diskretisering.
Tidsintervallet Az er en time.

Ved opstilling af en numerisk beregningsmetode gives en opskrift pa, hvordan sam-
menhangen er mellem temperaturen i et knudepunkt og temperaturerne i naboknu-
depunkterne, der etableres saledes en knudepunktsligning for hvert indgaende
knudepunkt, hvor der gennem knudepunkter beliggende pa eller ved overfladerne
inddrages sammenkoblingen med randveerdierne. De enkelte numeriske metoder
adskiller sig fra hinanden gennem de forudsaetninger og forenklinger der ggres, nar
disse knudepunktsligninger skal opstilles, men feelles for de metoder, der omtales
her: kontrolvolumenmetoden og finite elementmetoden, er, at de ligningsmaessigt kan
udtrykkes pa samme form som visti (1.7.1).

c i Ke=t1, (1.7.1)
dt

Hvor B

C er en kapacitetsmatrice

K eren transmissionsmatrice

t er en vektor med alle knudepunktstemperaturer

% er en vektor, der indeholder den tidsafledede af knudepunkts-

T
temperaturerne
f,  eren vektor, der indeholder oplysninger om randbetingelserne

Hvis der er tale om et stationaert problem, falder fgrste led i (1.7.1) veek, idet der sa
ikke forekommer nogen tidsmaessig variation i knudepunktstemperaturerne. | dette
tilfeelde er lzsningen af det bestemmende ligningssystems partielle differentialligning

reduceret til lgsning af et almindeligt saet (linesere) ligninger Kt = E
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1.8 Tidsdiskretisering

| det ikke-stationeere tilfeelde angiver (1.7.1) et seet af samharende farsteordens diffe-
rentialligninger, der igen kan omskrives til et saet af almindelige ligninger ved at tage
tidsmiddelveerdien af (1.7.1) over et tidsinterval At. Farste led kan integreres direkte,
men ved de gvrige led anvendes integralregningens middelveerdisaetning, se fig. 1.8-
1.

o(x)
______olb)
o(
<p(a)K _____ [o(x)dx = (b-a)p()
/ ~ (b—a)[go(b)+ (1 - g)o(a)]
0<g<1
a & b X

Figur 1.8-1 Integralregningens middelvaerdisaetning.

1 t=(k+1)At t=(k+1)At __ r=(k+1£r

—dt

— C—dt+— [ Ktdr=— [f,dt k=0,1,2, ... (1.8.1)
AT T=KAT dT AT T=KAT T 1=KAT

Da koefficientmatricerne kun indeholder konstanter fas:

AS(E"“ )+ Kt +1-g)t ) =gfs +(1-g)fs (1.8.2)
T
Hvor

t*  eren vektor med knudepunktstemperaturerne til tiden t = kAt

f» er en vektor med randvaerdierne til tiden t = kAt

g eren veaegtfaktor mellem 0 og 1

Omordnes leddene i (1.8.2) fas et ligningssystem (1.8.3) til beregning af de nye knu-
depunktstemperaturer til tiden t = (k+1)At ud fra de kendte knudepunktstemperaturer
og randveerdierne (der jo altid er kendt) til det foregaende tidspunkt. Disse beregnin-
ger kan altid gennemfares tidsskridt for tidsskridt med udgangspunkt i begyndelses-
betingelserne til tiden T = 0.

C + g?){ml = (A£ -(1- g)E)Ek + gf:H +(1- g)f: (1.8.3)
T

(Ar

Det kan vises, at hvis veegtfaktoren veelges til g = 1, hvilket betyder at koefficienterne

til t° er positive, sa vil beregningerne altid vaere numerisk stabile, dvs. give et fysisk
realistisk indsvingningsforlab — dette tilfeelde betegnes som den implicitte form.
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Veelges derimod g = 0, der betegnes den eksplicitte form, er der risiko for numerisk
ustabilitet, altsa et fysisk urealistisk indsvingningsforlgb (fx svingninger der bliver ved
med at vokse). Dette haenger sammen med muligheden for negative veerdier i diago-

nalleddet i koefficientmatricen til t i (1.8.3). For at undga numerisk ustabilitet er det
ngdvendigt at afpa_sse den geometriske opdeling af beregningsomradet (der har ind-

flydelse pa C og K ) med leengden af tidskridtet At, saledes at diagonalleddene bli-
ver positive. Jo kortere tidsskridt der veelges, des finere skal den geometriske indde-
ling veere dvs. at der kommer flere knudepunktstemperaturer og dermed ligninger,
der skal lgses.

Det foretreekkes ofte at anvende den implicitte form (g = 1), saledes at der undgas
problemer med numerisk ustabilitet, men der skal alligevel altid anvendes en pas-
sende lille inddeling af geometri og tid for at opna tilstraekkelig beregningsngjagtig-

hed. Ved kontrolvolumenmetoden, hvor C er en diagonalmatrice, kan den eksplicitte
form (g = 0) imidlertid ofte anvendes med fordel, idet ligning (1.8.3) sa antager en let
lgsbar form:

—k+1 = =-1= =-1—k
t =0-AtC K)t +AtC f, (1.8.4)
hvor

I eridentitetsmatricen

Her kan hver enkelt knudepunktstemperatur findes direkte (eksplicit) ud fra vaerdier-
ne fra det foregaende tidspunkt, men geometri og tidsskridt skal altid afpasses i for-
hold til hinanden, sa der ikke forekommer negative veerdier i diagonalen i koeffici-

entmatricen til t- og dermed numerisk ustabilitet.

Eksempel 1.8.1

For at vise problemstillingen med numerisk stabilitet tages udgangspunkt i den be-
stemmende ligning fra Eksempel 1.6.3 i afsnit 1.6:

dt(t) _

1
c2LL 22— (t(t)-t
p i R0(() w)

eller

YO oyt
dt

Ligningen forenkles lidt ved at indfgre en ny variabel 6 = (1) - t., og dermed begyn-
delsesbetingelsen 05 = t; - t.. Den bestemmende ligning kan nu skrives som:

rod—e+6=0
dt

Ved sammenligning med (1.7.1) ses, at ?:= 10, E=1 og E=O, hvorefter (1.8.3) giver:
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To k+1 Ty k
—+g)0" =(-—-(1-g))0
(AT g) (Ar (1-2)
Seettes g = 1 fas:
T
k+1 _ At kK _ k
0 _—To 6" =pb
—+1
At

Uanset hvilken laengde der veelges for tidsskridtet At, er koefficienten p pa hgjre side
positiv (og p < 1) hvorfor der med 6 = 65 som startveerdi fas et jeevnt aftagende forlgb
af temperaturen.

Seettes derimod g = 0 fas:

Yo _
9+ =AT—ek =(1—£)9k — po*
fo To
At

Her antager koefficienten p negative veerdier, hvis tidsskridtet vaelges saledes at At >
70. Hvis begyndelsesveerdien 65 er positiv, vil den farst beregnede veerdi af 0 blive
negativ, den falgende positiv og sa fremdeles. Dette er ikke et fysisk realistisk ind-
svingningsforlgb med de givne randbetingelser — heller ikke selv om svingningerne
maske der ud efterhanden (|p| < 1), og slet ikke hvis svingningerne bliver ved med at
vokse (|p| > 1, numerisk ustabilitet). Beregningstidskridtet At skal saledes vaelges
mindre end den karakteristiske tidskonstant for at opna stabilitet, og i dette eksempel
bar tidsskridtet veere mindre end 1/10 af tidskonstanten t, for at opna en rimelig be-
regningsngjagtighed.

| fig. 1.8-2 er vist indsvingningsforlgb beregnet efter de to ovenstdende udtryk med et
tidsskridt pa 2,5 timer i begge tilfaelde og med vaegtfaktor g = 1 hhv. g = 0. Der benyt-
tes samme talveerdier som i eksemplerne 1.6.2 og 1.6.3 i afsnit 1.6, og de tilsvarende
temperaturforlgb er ligeledes indtegnet. Den karakteristiske tidskonstant er her 1 =
7,31 timer, og det valgte tidsskridt pa 2,5 timer er saledes ret stor i forhold hertil, hvil-
ket ogsa afspejler sig i den ngjagtighed de to numeriske Igsninger tilpasses den ana-
lytiske lgsning — der i dette tilfeelde er kurven maerket "tilnsermet”.
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Afkeling af plan vaeg

—e— Midt

—e— Overflade ||
Tilneermet
g=1

—©—g=0

Relativ temperatur Q -t )/(ls -t)
w w

Tid i timer

Figur 1.8-2 Numeriske lgsninger med g = 1 og g = 0, tidsskridt 2,5 time.

LA A

1.9 Matematiske Igsningsmetoder

Ved opstillingen af de numeriske metoder er der ikke taget stilling til, hvilken mate-
matisk metode der skal anvendes til Igsning af det samlede system af knudepunkts-
ligninger. Som det fremgar af (1.7.1) og (1.8.3), kan ligningssystemet, bade for stati-
onzre og ikke-stationaere problemer, udtrykkes som et samhgrende saet af (linesere)
ligninger, der generelt kan skrives pa formen:

Mt=N (1.9.1)

Hvor
er en vektor med de ukendte temperaturer

-

er en matrice med kendte koefficienter
N er en vektor med kendte veerdier

Koefficientmatricen M har formen (1.9.2) for henholdsvis stationaere og ikke-
stationaere problemer, og de tilsvarende udtryk for vektor N er angivet i (1.9.3).

K

M={¢c ~— (1.9.2)
—+gK
At
I f)
N=1 C = -k —k+1 —k (1.9.3)
(A——(l—g)K)t +gfp +(1—-g)fp
T
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| det ikke-stationzere tilfeelde skal ligningssystemet (1.9.1) ﬁikﬂ =N Igses for hvert
tidsskridt, startende med at hgjre side er kendt til tiden nul gennem begyndelsesbe-

tingelserne, og N" successivt opdateres gennem den senest beregnede vaerdi af t
og nye veerdier af randbetingelserne.

| princippet kan alle de lasningsmetoder, der kendes fra den linezere algebra, anven-
des til Igsning af ligningssystemet (1.9.1) — det kan veere direkte metoder som fx
Gauss elimination eller iterative metoder som fx Gauss-Seidel. Ved den iterative me-
tode startes med at sk@nne en veerdi for hver knudepunktstemperatur i hele bereg-
ningsomradet, og derefter besgges hver enkelt knudepunkt, hvor knudepunktslignin-
gen lgses. Sa snart der er beregnet en ny temperatur, indgar denne ved beregningen
i det naeste knudepunkt. Nar alle knudepunkter er gennemregnet startes forfra, og pa
denne made gentages proceduren, indtil konvergens opnas. Den store fordel ved
iterative metoder er, at man ikke behgver at oprette store koefficientmatricer men kun
lagre koefficienter forskellige fra nul — derfor anvendes lgsningsprocedurer af denne
art i mange kommercielle programmer.

Her skal ogsa gares opmeerksom pa, at mange "regneprogrammer” indeholder effek-
tive ligningslgsere, der kan anvendes direkte uden programmering — fx programmet
MATLAB® /2/ hvor operatoren \ (backslash) direkte Igser ligningssystemet (1.9.1).
Matlab-notationen er t = M\N.

Matlab indeholder endvidere en rutine kaldet "Isim”, der direkte kan anvendes til be-
regning (simulering) af (1.7.1) i det dynamiske tilfeelde, men denne rutine kan/(bgr)
kun anvendes, nar kontrolvolumenmetoden danner grundlag for opstillingen af knu-
depunktsligningerne. Her foretages ikke en tidsdiskretisering efter (1.8.3), og selvom
der stadig er tale om Igsning af ligningssystemet til diskrete tidspunkter, sker det her
gennem anvendelse af matrix-eksponentialfunktionen.

Rutinen ”Isim” kreever, at ligningssystemet (1.7.1) kan bringes pa formen:

— =SAt+SBu
dt (1.9.4)
t,. = SCt+SDu
Hvor
P —_1=
SA=-C K
SB er en koefficientmatrice
t er en vektor, med alle knudepunktstemperaturer
% er en vektor, der indeholder den tidsafledede af knudepunkts-
T
temperaturerne
u er en vektor, der indeholder randveerdierne
t.,  erenvektor, der indeholder de knudepunktstemperaturer der gnskes
_ somresultat
SC er en matrice der udpeger de gnskede knudepunktstemperaturer
SD er altid en nul-matrice ved temperaturberegninger

22



KONTROLVOLUMENMETODEN

2.1 Opstilling af kontrolvolumenmetoden

Ved kontrolvolumenmetoden opdeles beregningsomradet i et antal ikke overlappen-
de kontrolvolumener, som hvert omslutter et knudepunkt, hvortil der knyttes en knu-
depunktstemperatur. Der opstilles en varmebalance for hvert kontrolvolumen som
sammenknytter det aktuelle kontrolvolumen med dets nabovolumener. Nar varmeba-
lancen er opfyldt for hvert delomrade, er balancen ogsa opfyldt for hele beregnings-
omradet — hvilket naturligvis er en ngdvendig forudsaetning for at fa brugbare bereg-
ningsresultater.

| fig. 2.1-1 er vist de kontrolvolumener, der anvendes ved hhv. 1 D, 2 D og 3 D be-
regninger. Volumenerne er i alle tilfaelde retvinklede prismer.

Figur 2.1-1 Kontrolvolumener og knudepunkter ved 1 D, 2 D og 3 D.

Ved opstilling af knudepunktsligningerne tages der nedenstaende udgangspunkt i 1
D tilfaeldet, hvor et udsnit af knudepunkter er vist i fig. 2.1-2. Kontrolvolumenernes
udstraekning i y- og z-retningen er her uden betydning, og de antages til at veere en,
hvorved volumenet bliver Ax-1-1.

Figur 2.1-2 Knudepunktsplacering ved 1 D problem.
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Varmebalancen (1.2.1) for det kontrolvolumen, der omslutter knudepunkt P, er opstil-
leti (2.1.1). For fuldsteendighedens skyld er det forudsat, at der sker en intern var-

meproduktion med en gennemsnitlig intensitet pa §p W/m?.

dE, _
?quP_qPE-i_SPAXP (211)

Det antages nu, at eendringen i kontrolvolumenets energiindhold alene kan udtrykkes
gennem knudepunktstemperaturen tp(t) og kontrolvolumenets varmekapacitet:

dt, (7) _

PpCpAX, Awr ~ Qe +§PAXP (2.1.2)

Det bemeerkes, at denne fremgangsmade er helt analog med den fremgangsmade,
der anvendtes ved opstillingen af det tilneermede beregningsudtryk for den plane
veeg i Eksempel 1.6.3.

Varmestrgmmene (qwp 0g gpe), der passerer skillefladerne mellem det aktuelle kon-
trolvolumen og dets nabovolumener, regnes proportional med forskellen mellem knu-
depunktstemperaturerne. Som proportionalitetsfaktor anvendes den reciprokke af
isolansen mellem knudepunkterne som vist i (2.1.3):

dtp(‘l:)_ 1 3 3 1
= (tyw (D) —tp (7)) R

PW PE

(t, (1) -t (7)) + SpAx, (2.1.3)

PpCpAX,

Knudepunktsligningen (2.1.3) i kontrolvolumenmetoden udmaerker sig ved, at den
kan opstilles direkte, og at den fysiske tolkning og forstaelse af ligningen bevares:
agndringen i den indre energi pr. tid er lig summen af de tilfgrte varmestrgmme.
Isolanserne i ligning (2.1.3) er bestemt ved:

ox ox
_ PW WP

Ry = 2 2\ =Ry
’ v hvor 8x,y + 08X, = AX, (2.1.4)
R - OX p N OX gp _R
PE T T A e
P E

Ordnes leddene i (2.1.3) fas den generelle knudepunktsligning i det 1 D ikke-
stationeere tilfeelde:

t, (1) + SrAx, (2.1.5)

PpCpAX,

tw (1) —( + )t (D) +

dt,(v) 1 1 1 1
T RPW RPW RPE RPE

Eller hvis de ubekendte knudepunktstemperaturer samles pa ligningens venstre side:

@ _ 1 oL, ! )tp(r)—RLtE(r)=§PAxp (2.1.6)

R PW R PW PE PE

PpCrAX,
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Hvis der ingen varmeudvikling sker i volumenet seettes hgjre side lig nul, og hvis pro-
blemet er stationeert, sa saettes differentialkvotienten lig nul.

Eksempel 2.1.1

Temperaturfunktionen i et materiale med 1 D varmetransport er givet som en konti-
nuert funktion t(x,t). Med udgangspunkt i en koordinat xp foretages en Taylorud-
vikling af funktionen til nabopunkter, der er beliggende i en afstand Ax (mod E) hhv.
-Ax (mod W) fra P. Funktionsveerdierne kan da udtrykkes pa fglgende made:

2 2
t(xP+Ax,1:)=t(xP,1:)+Axg +AX 6: +0O(AxY)
oxlp 2 Ox°|,
ot| Ax* o't
t —Ax,7)=t(x,,T)— Ax—| + — +0(AX?
(xp —AX,7) = t(X;,7) Xaxp 2 ox|, (Ax7)

hvor O(Ax”) angiver led, der er sma af tredje og hajere orden af Ax.
Adderes de to ligninger, og bortkastes led af typen O(Ax?), fas:

62t| (X, + AX, T) + t(X, — AX, T) — 2t(X,,T)

ox’ ‘P Ax’

der multipliceres igennem med materialets varmeledningsevne A, og leddene omar-
rangeres:

o’t _ t(x, +AX, 1) + t(x, — AX,T) — 2t(X,,T) _
ox’ Ax’

P

A

1 A A
A Loy v (O =6 () =t (D)~ tp ()] =

1 1 1
E[Rpw (ty (D) —tp (1)) - R,

(tp () —te(D))]

Det bemeerkes, at udtrykket i den kantede parentes ovenfor er identisk med hgjre
side i ligning (2.1.3), hvorfor (2.1.3)" s hgjre side vil konvergere mod den anden or-
dens afledede med hensyn til stedet, hvis afstanden mellem knudepunkterne gares
tilstraekkelig lille.

Kontrolvolumenmetodens knudepunktsligninger vil for At og Ax gaende mod nul ga
mod varmestremsligningen (1.3.8) i 1 D udgaven:

ot 0t
c—=A +S
P ot ox*
2
pchg=7»Ax 0 t2 + SAx
ot 0x
dt, (7 1 1 —
pex, 2D =L (6, (5= £, (D)~ (6 ()~ (D) + SrAx,
PW PE
L X X 2
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2.2 Randbetingelser

Ved opstilling af randbetingelserne benyttes ofte "halve kontrolvolumener” ved ran-
den som vist i fig. 2.2-1. Pa figuren er kun vist venstre rand, men tilsvarende forhold
ger sig naturligvis geeldende ved den modsatte rand. Samme teknik anvendes ogsa
ved skilleflader mellem materialelag (indre rande), hvis man gnsker at beregne tem-
peraturen her — det vil sa veere ngdvendigt at sammenseaette kontrolvolumenets var-
mekapacitet af de to delvolumeners kapaciteter.

Materialegraense

AY; Zx1 sz |

_>x

Figur 2.2-1 Halvt kontrolvolumen ved rand.
Kendt overfladetemperatur

Hvis temperaturen pa randen (B) er kendt (randbetingelse type a)), kan knudepunkts-
ligning (2.1.5) direkte anvendes. Her er det vist for det farste beregningspunkt mod
venstre — knudepunkt 1 — et analogt udtryk fas for sidste beregningspunkt (knude-
punkt n), hvis denne type randbetingelse er geeldende for hgjre rand.

MO__L -+

t,(t) + S1Ax (2.2.1)
RlB RIB RIZ RIZ : '

P.¢,AX,

Leddene ordnes, sa kendte stgrrelser samles pa hgjre side:

dt, (7) N 1

t, (1) + S1Ax, (2.2.2)

1 1 1
¢, Ax, ( + ), (t)— t,(1)=
5 R

RIB RI 12 1B

Det skal bemeerkes, at Axg uden problemer kan szettes lig nul, saledes at fgrste kon-
trolvolumens ene rand bliver sammenfaldende med den ydre overflade.

Kendt varmestrgm og/eller kendt omgivelsestemperatur

Disse to randbetingelser — type b) og type c) — behandles under et med udgangs-
punkt i fig. 2.2-2. Her vist for venstre rand:

dt,(v) 1 1

pieidx, = = 3t (D= (D)~ g (6 ()~ 6+ ay +Sidx, (2.2.3)

12

hvor den kendte omgivelsestemperatur er tg, overgangsisolansen ved randen Rg, 0og
den kendte varmestrgm Qg.
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Materialegraense
I
Rg 1 2 I
I
tB X #W
I
m sz |
—x

Figur 2.2-2 Randbetingelse type b) og c).

Leddene omordnes igen, sa kendte starrelser samles pa hgjre side (2.2.4):

dt, (7) 1 1 1 1 —
+ + t - t =—t +q, +Si1A 224
de (RB Ru) 10) R, ,(7) R, (D +qg 18X, ( )

P1¢,AX,

Hvis randbetingelsen er type b), hvor varmestremmen qg direkte er givet, fijernes led
der indeholder faktoren Rg (denne type randbetingelse kan dog ikke forekomme ved
begge rande), og hvis randbetingelsen er type c), fijernes leddet gs. Ligning (2.2.4) er
geeldende uden aendringer, hvis randbetingelsen er en kombination af type b) og type
C).

2.3 Det samlede ligningssystem

Alle indre knudepunkter i beregningsomradet er beskrevet ved den generelle knude-
punktsligning (2.1.6) og ved randene geelder enten (2.2.2) eller/og (2.2.4). Alle knu-
depunkter nummereres fortlgbende, saledes at fgrste beregningspunkt mod venstre
rand (retning W) gives nr. 1, og sidste beregningspunkt mod hgjre rand (retning E)
gives nr. n. Hele dette system af samhgrende knudepunktsligninger kan skrives pa
kort form ved anvendelse af matrixnotation:

c i Ke=t1, (2.3.1)
dt
Hvor B
C er en kapacitetsmatrice
K eren transmissionsmatrice
t er en vektor, med alle knudepunktstemperaturer
% er en vektor, der indeholder den tidsafledede af knudepunktstempera-
T
turerne
f,  eren vektor der indeholder oplysninger om belastninger og randbetin-
gelser

Ved kontrolvolumenmetoden er kapacitetsmatricen C en diagonalmatrice, der inde-
holder de enkelte kontrolvolumeners varmekapacitet i diagonalen. Det typiske led vil
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have formen: Cj= pjwCiwOXjwtpjeCiedXje, vor j er knudepunktets nummer, og der er ta-
get hensyn til, at der kan vaere forskellige materialer pa hver side af knudepunktet i
det pagaeldende kontrolvolumen.

Transmissionsmatricen K er en tri-diagonalmatrice, hvor koefficienter i hoveddiago-
nalen knytter et givet knudepunkt (j) sammen med dets to naboknuder gennem iso-
lansen mellem knudepunkterne (se (2.1.6)). Koefficienter i den gvre diagonal sam-
menknytter knudepunktet (j) med det naestfglgende (j+1), mens den nedre diagonal
sammenknytter knude j med det foregdende knudepunkt (j-1).

Randveerdivektoren Eafhaenger af de aktuelle randbetingelser og vil altid have et

bidrag fra randbetingelserne i fgrste og sidste element, men hvis der ikke forekom-
mer indre varmeudvikling, er alle mellemliggende elementer nul.

Eksempel 2.3.1

| fig. 2.3-1 er vist et eksempel pa, hvordan en plan veeg kan opdeles i kontrolvolume-
ner, og dermed hvordan knudepunkterne kan placeres. Vaeggen bestar af tre mate-
rialelag, og knudepunkterne er placeret, sa temperaturerne i skillefladerne kan be-
stemmes. Randbetingelserne er kendt overfladetemperatur (tw) pa W-siden (randbe-
tingelse type a)) og kendt omgivelsestemperatur (tg) pa E-siden, hvor overgangsiso-
lansen er Re (randbetingelse type c)).

Lag nr 1 2 3
Antal delinger 4=3+2*1/2 2=1+2*1/2 3=2+2%1/2
— A —~ A A -
W-side tw| Pcisetset | 0% | Pcised | >t E-side
Knp nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figur 2.3-1 Eksempel pa knudepunktsinddeling i plan veeg.

Det samlede ligningssystem skal nu opstilles — og det bestar i princippet kun af tre
forskellige ligninger:

1) ligningen for 1. knudepunkt der inddrager randbetingelsen for W-side, (2.2.2)

dt
() +(
dt R,w R,

1 1 1 1
+ 2)t1(r)_R tz(T)—R

12 1w

C, ty (1)

2) ligningen for et indre knudepunkt j, (2.1.6)

dt.(7) 1 1 1
C, (; - t,, (1) +( +
T

R.

.lxi_l

(D)=, ()= 0

Jsi+1 Jsit1

R

Jsi-1
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3) ligningen for sidste knudepunkt n (her vist som n = 9) der inddrager rand-
betingelsen for E-side, (2.2.4):

dt,(t) 1 1

C t T)+
"odt R w1 (7) (Rm_l

+RiE)t,,(r) -6

n,n—1 E
Samles ligningssystemet som angivet i (2.3.1) fas:
Kapacitetsmatricen:

C1

all
I
@)

C, =p;y€w0X;, +P;c€;0X;, dx;,, +0x;, = Ax;

C

n

Transmissionsmatricen:

1 1
( + ) -
RlW Rl,2 BI,Z
= 1 1 1 1 ox ox. .
K = _ ( + ) _ R, = i-Lij Jsi-1 =R,
Rijm Ry Ry, Rjjor AL A o
1 1 1
- (ot )
L Rn,n—l Rn,n—l RE

Randveerdivektoren:

1 i 1
R ty (1) R 0
1w 1w
0 0 0
- ) ) tw(7)
o I L:(r)}
0 0
1 1
—t(7) 0 pe—
| RE i L RE_

Som eksemplet viser, er der en god del systematik i opstillingen af ligningskoefficien-
teri (2.3.1), og det er naturligvis oplagt at udarbejde programmer til behandling af
denne slags beregningsopgaver.

o0
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Eksempel 2.3.2

Eksempel 1.6.2 fra afsnit 1.6 skal nu lgses ved hjeelp af kontrolvolumenmetoden. |
fig. 2.3-2 er knudepunktsinddelingen vist, og af hensyn til overskueligheden i opstil-
lingen af beregningsgrundlaget er der kun valgt tre knudepunkter.

4 A} Antal delinger  2=1+2*1/2
t, — — ¢ —
W-side ty>< ><tg E-side
x=L x=0 x2L X  Knp nr 1 2 3

Figur 2.3-2 Plan veeg opdelt i kontrolvolumener.

For den 0,20 m tykke betonvaeg er der falgende materialekonstanter: A = 1,7 W/mK,
p = 2300 kg/m® og ¢ = 880 J/kgK. Begyndelsesbetingelse er, konstant temperatur
gennem tveersnittet ts = 1°C, og randbetingelserne for begge sider er at omgivelses-
temperaturen t,, = 0 °C for t > 0, og overgangsisolansen er R, = 0,13 m*K/W. Med
den viste knudepunktsinddeling bliver tykkelsen af et kontrolvolumen Ax = 0,10 m.

Farst opstilles de tre knudepunktsligninger:

dt 1 1
C‘d_rlz_R (tw—tl)—R (t,—t,)
w 1,2
dt 1 1
C,—*:= t,—t,)——(t, —t tw=te=t.
2 d’t R2’1(1 z) R2,3(2 3) W E
dt 1 1
C,—2=——(t,—t,)——(t, -t
S de RS’Z(Z 3) RE(3 )

Herefter ordnes ligningssystemet, og der indseettes at Rw = Re = R,, endvidere be-
maerkes at alle isolanser, der forbinder knudepunkterne inde i materialet, er ens (R),
samt at der for kapaciteterne geelder at C1 = C3 = 2C, = /2C.

1_.dt 1 1 1 1
—C—L=-(—+), +—t,+—t
2 dt (RO RUTRY R, "
dat, 1 2 1
L=t -t +—t,
dt R' R’ R
1 _dt, 1 1 1 1
—C—2=—t,-(—+—)t, +—t
2 dtr R’ (R R )t R, ©

o
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Ligningssystemet har nu formen (2.3.1) E?
T

_Kt+ E . Randveerdivektoren

f, = E[tW t.|" skrives som produktet af en koefficientmatrice og en belastningsvek-
tor, der indeholder de kendte omgivelsestemperaturer:

1 dt, (L+l
EC 0 0 | dc R, R
o c o |- _L
1 dt R
0 o0 EC %
| dt i

)

[ =

w|~,

= | =

0

1
R
(

1 1
_+_)
R R,

- oF|-

mo o

Der skal foretages en simulering af systemet over fem timer med et tidsskridt pa en
time ved anvendelse af MATLAB-rutinen "Isim” som omtalt i (1.9.4). De numeriske
beregninger gennemfgres, som vist nedenfor, som en MATLAB-seance:

% Opgivne data
lam=1.7;

rho = 2300;

¢ =880;
Ro=0.13;

dx =0.10;

% Kontrolvolumenets varmekapacitet (seettes s tiden kan regnes i timer)

CL = rho*c*dx/3600;
% Kontrolvolumenets isolans
RL = dx/lam;

% Kapacitetsmatricen
C(1,1) = 0.5*CL;

C(2.2)=CL;
C(3.3) = 0.5*CL;
C=
28.1111 0 0
0 56.2222 0
0 0 28.1111

% Transmissionsmatricen
K(1,1) = 1/Ro + 1/RL;
K(1,2) = -1/RL;

K(2,1) = K(1,2);

K(2,3) = K(2,1);

K(2,2) = 2/RL;

K(3,2) = K(2,3);

K(3,3) = 1/RL + 1/Ro;

K=
24.6923 -17.0000 0
-17.0000 34.0000 -17.0000
0 -17.0000 24.6923

% Randverdimatricen
Fb(1,1) = 1/Ro;
Fb(3,2) = 1/Ro;

31



Fb =

7.6923 0
0 0
0 7.6923

% Omskrivning til tilstandsbeskrivelse (1.9.4)
SA = inv(C)*(-K)

SA =
-0.8784 0.6047 0
0.3024 -0.6047 0.3024
0 0.6047 -0.8784

SB = inv(C)*Fb

SB=
0.2736 0
0 0
0 0.2736

% Udpegning af resultat, her alle knudepunktstemperaturer
SC =eye(3,3)

SC=

OO
oo
= OO

SD = zeros(size(SB));

% Begyndelsestilstand

ts=[111];

% Belastning

tw=[000000];

u = [tw tw];

% Tidsakse fem timer med tidsskridt pa en time
z =[0:1:5];

% Simulering
tres = Isim(SA,SB,SC,SD,u,z,ts);
plot([-0.1 0 0.1],tres,’xb’), grid

| nedenstaende fig. 2.3-3 er resultatet optegnet sammen med den eksakte analytiske

lasning fra eksempel 1.6.2. Til trods for den grove knudepunkts- og tidsinddeling er

der opnaet et rimeligt resultat — men beregningerne kan naturligvis geres langt bedre

med en finere inddeling af savel beregningsomradet som af tiden.
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Afkeling af plan vaeg
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Afstand [m]

Figur 2.3-3 Beregning med tre knudepunkter og eksakt lgsning.

L X X 4
2.4 Kontrolvolumenmetodeni2D og 3D

Opstillingen af det diskretiserede ligningssystem i 2 D og 3 D tilfeeldet fglger samme
princip som angivet i afsnit 2.1. | fig. 2.4-1 er vist et udsnit af et 2 D knudepunktsnet,
hvor der er indfgrt to nye naboknudepunkter N og S omkring det aktuelle knudepunkt
P. I 3 D tilfeeldet star knudepunkt P i forbindelse med yderligere to knudepunkter: T
(top, ud af tegneplanet) og B (bund, ind i tegneplanet).

N

® © ™y

« Axp |
Wé P i X ¢E
lAyP

[ & &

L S
X

Figur 2.4-1 Kontrolvolumen i 2 D tilfeeldet.

| 2 D tilfeeldet er dimensionen i z-aksens retning uden betydning og kan derfor seettes
til en, hvorfor volumenet omkring et knudepunkt er Ax-Ay-1.

Balanceligningen for kontrolvolumenet omkring knudepunkt P kan opstilles direkte ud
fra (2.1.3) som vist i (2.4.1):
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dt, (1) _ Ay,

AYP
- ()=t (D)= (6 ()=t (0)
A ) (2.4.1)
2 (t (1) — t (1) - R"" (t, (1) — t (1)) + SpAX, Ay,

PS PN

chPAXPAyP

Den tilsvarende knudepunktsligning for 3 D tilfaeldet, hvor volumenet omkring et knu-
depunkt er Ax-Ay-Az, er angivet i (2.4.2):

dtP(T) AYP
chPAXPAyPAZP dz RPw (t (r)—t (T)) RPE (t (v)—t (T))
| AxAz, (2.4.2)
PR (@ L(1)) - AxeAZy R.,N P (t, (1) — ty (1))
A"RAy"(t (1) =t () = 2228 e (¢ (1) ¢, (1)) + SeAx, Ay Az,

Ligningerne, der indeholder randbetingelserne, er under alle omstaendigheder helt
analoge med dem, der er opstillet i afsnit 2.2, og det ses umiddelbart, at ligningssy-
stemet ogsa i 2 D og 3 D tilfaeldet lader sig ordne pa samme standardiserede made
som angiveti (2.3.1).

Eksempel 2.4.1

Kontrolvolumenmetoden i 2D er bl.a. velegnet til beregning af linjetab for kuldebroer i
konstruktioner efter metoder angivet i DS 418 Beregning af bygningers varmetab /3/.
Programmer, der anvendes til disse beregninger, skal dog have en vis kvalitet, som

bl.a. valideres gennem to testeksempler angivet i Annex A i DS/EN ISO 10211-1 /4/.

Det ene testeksempel gar ud pa at eftervise at beregningsprogrammet, med en afvi-
gelse der er mindre end 0,1 °C fra de eksakte veerdier, kan beregne temperaturerne i
28 punkter i en kvadratisk sgjle som vist i fig. 2.4-2. Randbetingelserne er kendte
temperaturer pa overfladerne, og da der er symmetri om midteraksen AD, udger den-
ne en adiabatisk rand.

| fig. 2.4-2 er vist et eksempel pa opdeling af beregningsomradet i kontrolvolumener,
der for hovedpartens vedkommende er valgt kvadratiske med en kantleengde pa Ax =
L/4 (= AB/4), hvilket ogsa er afstanden mellem referencepunkterne med de kendte
temperaturer. Hele vejen langs kanten af beregningsomradet er der dog volumener
med kantlaeengder Y2Ax'Ax og i de fire hjgrner med “2Ax"/2Ax. Knudepunkterne ligger i
det geometriske midtpunkt i alle kontrolvolumener. Hvis der opdeles pa denne made,
fas der altid beregningsknudepunkter sammenfaldende med referencepunkterne nar
AXx = L/4, L/8, L/16, L/32 osv.

Ovenstaende testeksempel er afprgvet i et simpelt beregningsprogram temp2d /5/,
der er programmeret i MATLAB. Kontrolvolumenerne er inddelt efter den omtalte
strategi, og der er gennemregnet fire tilfeelde, startende med Ax = L/4. Resultaterne
fra gennemregningen med Ax = L/32 er vist i fig. 2.4-3 i form af konturkurver (isoter-
mer), der er optegnet efter interpolation mellem de beregnede knudepunktstempera-
turer (standardfunktion contour.m i MATLAB). Referencepunkternes placering er lige-
ledes markeret.
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Analytisk Igsning i
knudepunkter

9.7 13.4 14.7 151

53 8.6 103 10.8

3.2 56 7.0 7.5

20 36 47 5.0

1.3 23 3.0 3.2

07 14 138 1.9

03 06 0.8 0.9

Figur 2.4-2 "Test reference case 1". Det viste eksempel
pa kontrolvolumeninddeling har en kantleengde pa L/4,
hvilket ogsa er afstanden mellem referencepunkterne.

Test 4 Ax = L/32

18

16

14

—112

-410

y-afstand

x-afstand

Figur 2.4-3 Isotermer beregnet med temp2d i "Test reference case 1”.

Forskellen mellem de beregnede temperaturer i referencepunkterne og de tilsvaren-
de analytisk bestemte temperaturer (fig. 2.4-2) beregnes, og denne skal vaere mindre
end 0,1 °C for at opfylde valideringskriteriet i /4/. | fig. 2.4-4 er disse afvigelser opteg-
net for referencepunkterne beliggende i symmetrilinjen (AD i fig. 2.4-2) for alle de fire
gennemregnede tilfeelde. | de gvrige referencepunkter er de starste afvigelser, for de
her gennemfgrte beregninger med temp2d, altid mindre end de starste afvigelser i
symmetrilinjen, og det ses, at programmet temp2d saledes opfylder valideringskrite-
riet undtagen for den groveste inddeling med Ax = L/4. Det ses ogsa, at der ikke vin-
des meget i "ngjagtighed” ved at ga fra en inddeling med Ax = L/16 til Ax = L/32. Ved
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praktiske beregninger bgr opdelingen af beregningsomradet fortsaette, indtil to pa
hinanden fglgende gennemregninger giver resultater, der ikke afviger fra hinanden
med mere end den gnskede beregningsngjagtighed.

Validering - Afvigelse i symmetrilinie
0.1 " " . T
1 1 1 1 1 - L4
| | | | |
--@-- L/8
0.05F -~~~ . T H
: : : : : @ L/16
| | -~ | | | L/32
! o L I I
,,,,,, e T IS N L ___ W& _ i _—_—_———
0 AP0l ST AT |
O | | 9\ | + | .."O |
o | | .. | (! | |
R e P
8 | | Qe | |
o | | o, | | |
s -0.1 " " = -t
| | | | | |
< I I I N I I
| | | S | |
AY
] i R i Yt et R
| | | o | |
l l l N l
0.2F----- ToT T 9T === == [ [t o Mt S
l l l l l l
| | | | | |
_025 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
y-afstand

Figur 2.4-4 Afvigelse mellem beregnet og eksakt temperatur.
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TERMISKE RUMMODELLER

3.1 Grundlag

| det foregaende er det vist, hvordan der kan opstilles et beregningsgrundlag til be-
stemmelse af temperaturer og varmestrgmme i en vaegkonstruktion, og denne teknik
kan med stor fordel anvendes ved opstilling af matematiske modeller, der beskriver
de termiske forhold i et helt rum eller en bygning. Modeller af denne art anvendes til
at undersgge, hvordan indeklimaet i et rum udvikler sig i afhaengighed af interne og
eksterne belastningers samt klimatiseringsanleeggets varierende pavirkninger. Simu-
leringer over fx et ar med realistiske driftsbetingelser og udeklimatiske pavirkninger
kan dermed afgere, om det projekterede klimatiseringsanlaeg kan opfylde givhe kom-
fortkrav, eller hvilke resultater der kan opnas ved at gennemfgre forslag til energibe-
sparende foranstaltninger.

Termiske rummodeller til praktisk brug opbygges naesten altid ud fra den forudseet-
ning, at varmestramme regnes endimensionale i alle rumafgraensende konstrukti-
onsdele, ligesom det forudsaettes, at rumluften er fuldstaendigt opblandet, sa den kan
repraesenteres ved én temperatur (et knudepunkt), fig. 3.1-1.

VENTILATION

Figur 3.1-1 Termisk rummodel.

Alle de indvendige vaegoverflader (ind mod det betragtede rum) "kobles sammen”
gennem den gensidige stralingsudveksling, ligesom de udveksler varme ved konvek-
tion med rumluften, herudover kan der forekomme direkte stralingstilfert varme til
disse fx fra solindfald. Randbetingelserne ved de indvendige flader er séledes af ty-
pen b+c ("kendt varmestram og kendte omgivelsestemperaturer”, fig. 1.4-1), men
dette er dog kun rent formelt, idet bade lufttemperaturen og alle de indvendige over-
fladetemperaturer indgar som ubekendte, der skal bestemmes gennem det samlede
ligningssystem, der udger rummodellen.

P& den "udvendige” side vil det ofte vaere udeklimaet, der giver randbetingelserne
(det ma neadvendigvis veere kendte pavirkninger), men det kan fx ogsa veere en kon-
struktion, der vender mod jord, og s& ma man naturligvis kunne foreskrive jordtempe-
raturen og dennes tidsmaessige variation. Hvis den betragtede konstruktion er adskil-
lelse til et naborum, ma dette rums temperatur enten forudsaettes kendt, eller model-
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len ma udbygges, sa der indgar flere rum, der til sidst graenser mod kendte omgivel-
ser (udeklimal/jord e.l.) — flerrumsmodeller.

For rumluften kan modellen umiddelbart udvides til ogsa at omfatte en fugtbalance
og/eller andre forureningsbalancer (fx CO,). Der kan envidere opstilles beregningsru-
tiner (der bygger pa kontrolvolumenmetoden), til beregning af fugttransport ved diffu-
sion gennem de rumafgraensende konstruktioner. Disse forhold falder dog uden for
rammerne af denne fremstilling, men de indgar og beskrives fx i programmet BSim
161.

3.2 Opstilling af termisk rummodel

| fig. 3.2-1 er vist de varmestremme, der medtages ved opstillingen af den termiske
rummodel, og som i princip indgar i randbetingelserne” ved de indvendige overflader
samt i balancen for rumluften.

Bt By
— 1
Vg @ : zp:p GP | vaeg@
SR A ®
vaeg@

Figur 3.2-1 Belastninger der medtages i rummodellen.

De angivne varmestrgmme er:

Dy konvektiv varmeudveksling mellem vaeg p’s overflade og rumluften
ds, stralingstilfart varme til veeg p’s overflade

D spq langbglget stralingsudveksling mellem vaeg p og q

Dy konvektiv varmetilfgrsel til rumluften

BL det specifikke ventilationstab [W/K]

t) ventilationsluftens indblaesningstemperatur [°C]

t rumluftens temperatur [°C]

Vaeggene opdeles i kontrolvolumener som vist i fig. 3.2-2, hvorefter knudepunktslig-
ningerne kan opstilles. For hver konstruktion bliver der tre forskellige typer af knude-
punktsligninger: en for hver overflade (rand) og en for de indre knudepunkter. Opstil-

lingen vises her for en vilkarlig konstruktion "p”.
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Lag nr 3 2 1

E-side = rum
Dy
cI)Squ

t
W-side 3¢

Knpnr n n- o 1 2 1

Figur 3.2-2 Konstruktion opdelt i kontrolvolumener og vist med randbetingelser.

For det farste knudepunkt beliggende pa den indre rand fas:

dt A
pl _ p
" ge T R (t,, —t,))—D,, —zq:CDLqu + @, (3.2.1)

hvor
Co1 = pp1Cp1AXp1A, er lagets varmekapacitet [J/K]

Den konvektive varmeudveksling mellem overflade p og rumluften kan bestemmes
ved:

@, =a, A, (t, —t)=B,(t, ~t) (3.2.2)

hvor
opk er det konvektive varmeovergangstal [W/m?K]

Ved anvendelse af den saedvanlige formel for grastralere bestemmes den langbgal-
gede nettoudstraling fra p til g ved:

D spq = Vpoepfeg O AL [Ty =Ty (3.2.3)

hvor
Wpq er vinkelforholdet mellem flade p og q [-]
fe er fladens emissionsevne [-]
os er Stefan-Boltzmanns konstant [W/m2K*]
T erfladens absolutte temperatur [K]

Det er imidlertid uhensigtsmaessigt at have ulinezere led, der indgar i balancelignin-

gerne, hvorfor stralingsleddet i (3.2.3) lineariseres omkring en passende middeltem-
peratur T,. Herved fas:

cI)LSpq = \IlquEprqcsAp (4T: )(tpl - tql) = BLSpq (tpl - tql) (324)

Det bemeerkes, at der pa grund af vekselvirkningssaetningen geelder, at stralingskoef-
ficienten Brspq = BLsqp-

Varmebalancen for knudepunkt 1 (overfladebalancen) kan herefter skrives som:
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dt

pl [xp
Ch TR (t,, —t,)=B, (t,, =t )= D B, (t, —t,)+Dg, (3.2.5)
pl12 q

hvorefter leddene kan ordnes til:

., A A
- +(R - + BOP + ZBLSPQ )tpl - R : tpZ _ZBLSpqtql _BoptL = cI)Sp (326)
q

pl
dT p12 p12 q

C

For et vilkarligt knudepunkt j i konstruktion p giver (2.1.3) direkte:

dhy _ A (t t ) Ay (t t ) (3.2.7)
. = L= )+ — R . L.
pi p,j-1 PsJ p,j+1 p>J

v Ry, pij+1

Efter omordning af led fas:

dt_. A A A A
i |2 P tp L +( P + P )tp o P t
'dtr R N R R TR

pi>j-1

—0 (3.2.8)

p,j+1
pij-1 pisj+1 Pisj+1
For den "udvendige” side er der som tidligere omtalt flere muligheder for randbetin-

gelser — her veelges blot tilfeeldet med kendt omgivelsestemperatur ty (altsad randbe-

tingelse type c) for at vise princippet. Balanceligningen bliver nu:

dt,, A,
Cpn dT = R (tp,n—l _tp,n)+

Ap
. . (tw—t,.) (3.2.9)
p

pn,n—1
hvor ukendte led igen samles pa venstre side, hvilket giver:

dt,, A, A, A, A,
m Tt T e e = b (3.2.10)

De tre typer af knudepunktsligninger for en konstruktion kan sammenfattes til:

Indvendig overflade:

dt A,

A
1
C,, d; +(R +B,, + D> B g, ), — = t, = O Bty —Bot, =Py, (3.2.6)
pl12 q p12 q

indre knudepunkter:

dt . A A A A
C,——————t (o +——)t,  ———t ., =0 (3.2.8)

dt R, Rt Ry Ry
udvendig overflade:

e, A, A, A, A,
C,. - o T ( + W0 = t,w (3.2.10)

dT an,n—l ’ an,n—l llpW , RpW '

Der opstilles et tilsvarende ligningssystem for alle de gvrige konstruktioner der indgar
i rummet med undtagelse af vinduer. Der udarbejdes normalt specielle modeller til
beregning af vinduerne da, varmestramsforholdene her er mere komplicerede end
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ved en massiv konstruktion, bl.a. pa grund af absorption af solvarme i vinduets glas-
skiver, ligesom det, pa grund af glasskivernes ringe tykkelse, kan veere uhensigts-
maessigt med en yderligere opdeling i kontrolvolumener.

Under de givne forudsaetninger behandles rummets luftvolumen som et kontrolvolu-
men med et knudepunkt, der repraesenterer lufttemperaturen. Rumluftens varmeba-
lance opstilles ud fra fig. 3.2-1:

dt
d,ll; =ZB0P(tP1_tL)_BL(tL_t1)+(DK (3.2.11)
P

CL

hvor
C, =p,c. V; errumluftens varmekapacitet [J/K]
B, =p.c, V., erventilationsluftens kapacitetsstram [W/K]
pL erluftens densitet [kg/m°]
c. erluftens varmefylde [J/kgK]

Vr er rumvolumen [m?
VL er luftstremmen [m”/s]

De ukendte temperaturer samles pa venstre side, hvorefter rumluftens balanceligning
er:

dt
C, d_L-I_(BL +ZB°P)tL _zBﬂptpl =B t, + D (3.2.12)
T p P

Ventilationsleddet i (3.2.11) kan suppleres med led, der fx tager hgjde for infiltration
og eksfiltration, luftskifte fra udluftning gennem vinduer, luftoverfaring mellem forskel-
lige rum eller andre ventilationsbidrag (svarende til infiltration, venting og mixing i
BSim). Varmebalancerne ma i sa fald suppleres med en luftbalance, sa der sgrges
for, at der tilfares og fjernes lige store luftstramme til rummet.

Alle de opstillede balanceligninger kan herefter samles i et stort ligningssystem af

formen (1.7.1) E%+Ef = E hvor kapacitetsmatricen er en diagonalmatrice, og hvor
T

transmissionsmatricen har en struktur som vist i fig. 3.2-3.

[® x §<> 0 §<>§V—_t11_ [ v
X A X i
x Vi : : ty -
<>.®X .......... <>—<>-V pl rr———— V t,,
WO SN SN S 1 o N A
0 10 ® x o V ty v tVIw
IX A X ®
x A xiod - -
SRRSO WONRRROONS NARE -S04 JOO SO | .73 N SO A
o o 0 I®:IV| ¢, y v
:6 ................... t.§ .............. : ..V. .................. ?"V"?.(-B.: ..t.l:.. re—— U ....r.]_

Figur 3.2-3 Ligningssystemets struktur.
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De tre farste ligningssaet repraesenterer tre almindelige konstruktioner, der hver er
opdelt i et antal kontrolvolumener, mens fjerde ligning skal symbolisere et vindue, der
her kun omfatter et knudepunkt placeret pa den indvendige overflade. Den sidste
ligning er rumluftens balanceligning.

Af fig. 3.2-3 fremgar det tydeligt, hvordan alle de indvendige overflader (ligninger
med ® i diagonalen) sammenknyttes indbyrdes gennem stralingsled (¢) og med rum-
luften (®) ved konvektionsled (V).

| fig. 3.2-3 er randvektoren f, = F, u udtrykt ved en koefficientmatrice og en belast-

ningsvektor u, der indeholder de kendte belastninger. Al varmetilfarsel er symbolsk

udtrykt ved én enkelt starrelse @ i belastningsvektoren, hvoraf de indvendige overfla-
der tilfgres en stralingsandel (v), mens luften far konvektionsdelen (") samt et bidrag

fra indblaesningstemperaturen (U). Alle de udvendige flader (V i diagonalen i K ) har
fat i den "omgivelsestemperatur”, der hersker ved den pageeldende yderside (y).

Ved Igsningen af ligningssystemet foretages en tidsdiskretisering som angivet i
(1.8.3), og for at undga numeriske stabilitetsproblemer anvendes ofte den eksplicitte
form (dette er fx tilfeeldet i BSim). Ved anvendelse af (1.9.2) og (1.9.3) med vaegtfak-
toren g = 1 vil det samlede ligningssystem fa formen:

E

(A£T+ K = (AT)Ek FFRu (3.2.13)
eller

=—_k+1 —k

Me" =N

Ligningssystemet lgses nu tidsskridt for tidsskridt, idet hgjresiden i princippet altid er
kendt, og de senest beregnede veerdier af temperaturerne bliver kendte ("gamle”)
veerdier pa hgjre side i det neeste tidsinterval. Alle pavirkninger i belastningsvektoren

u skal for hele beregningsperioden beskrives ved deres starrelse og tidsmaessige
forekomst samt, for varmestrammenes vedkommende, desuden ved fordelingen mel-

lem konvektion og straling. Udeklimaparametre kan fx hentes fra databasen DRY /7/,
der indeholder timeveerdier for udetemperatur, solintensitet, skydaekke, m.v.

Begyndelsesbetingelsen, der skal anvendes til at igangsaette lasningen af (3.2.13),
omfatter som altid ved lgsning af ikke stationaere balancer kendskab til temperaturer-
ne i alle knudepunkter til tiden nul. En made at Igse dette problem pa (som det gares
i BSim) er at gennemregne det fgrste dagn i simuleringsperioden et vist antal gange,
indtil knudetemperaturerne gentager sig selv periodisk.

Nar der gennemfgres simuleringer under realistiske driftsbetingelser vil der veere pa-
virkninger i belastningsvektoren u, der, gennem en regulering, afhaenger af tempera-
turforholdene i rummet (lufttemperaturen og/eller overfladetemperaturerne). Et typisk
eksempel er, at en radiators varmeafgivelse skal afpasses, sa der opnas en gnsket
rumtemperatur (referencetemperatur), og dette ma beregningsmaessigt ske ved, at
der inden for det pageeldende tidsinterval foretages en iterativ bestemmelse af radia-
torens ydelse (der ovenfor symbolsk indgar i den samlede varmetilfgrsel @), indtil
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den gnskede rumtilstand opnas. Pa denne made bestemmes den tidsmaessige varia-
tion af radiatorens ydelse, sa givne funktionskrav opfyldes og summeret op over be-
regningsperioden fas ligeledes den samlede energitilfgrsel fra varmeanleegget.

Et eksempel pa en sadan regulering er vist i fig. 3.2-4, der omfatter et udvalgt degn
fra en simulering i programmet BSim. Referencetemperaturen for radiatoren er 22 °C
fra time 6 til time 17 og uden for dette tidsrum 18 °C. Det ses, at der ikke er behov for
varmetilfarsel om natten da rumtemperaturen ikke nar ned pa referenceveerdien, for
varmeanlaegget starter ved time 6 (tidsstyring). Herefter reguleres radiatoreffekten
afhaengig af de belastninger, der pavirker rummet, saledes at den gnskede referen-
cetemperatur holdes. Midt pa dagen er der sa stort et solindfald, at radiatoren er helt
lukket, men alligevel sker der en lille temperaturstigning i rummet, idet der ikke er
iveerksat foranstaltninger til at "fjerne” varme fra rummet. Efter endt arbejdstid over-
gar varmeanlagget til natdrift ved time 17 (tidsstyring), hvorefter rumtemperaturen
gradvis falder, dog uden at komme under referencetemperaturen 18 °C.

25

20 B
\ = Top(kontord)®C
\ = 10 * gHeating{Kontors) kWY
10 /ﬂ' — 10 * gSunRad(Kontora) kv
L \ \ = ExtTrmp([Cutdoor])®C
! » M

1T 2 3 4 5 68 7 8 921011121314 159168 17 1819 20 21 22 23 24

Hour

Figur 3.2-4 Eksempel pa simuleringsresultat fra BSim.

Det omtalte eksempel med radiatorydelsens regulering efter rumtemperaturen er kun
en af mange reguleringer/styringer, der indgar i programmer som BSim. Ofte vil der
veere flere tiltag, der saettes i gang for enten at tilfare eller fierne varme fra rummet,
sa rumtemperaturen kan holdes inden for gnskede greenser. Disse styringer ma sa
kobles ind i en prioriteret reekkefglge, sa der "anvendes” sa meget af det enkelte til-
tag, som det er ngdvendigt, inden det neeste saettes i veerk. Et eksempel kan veere,
at solafskaermningen aktiveres, inden der udluftes ekstra ved vinduesabning, som
iveerkseettes far indblaesningsluften fra ventilationsanlaegget kales, og belysningen
maske slukkes. Hvis der eendres i ventilationens starrelse, vil det have konsekvenser
for de koefficienter i (3.2.13), der omfatter luftstrammene (luftens varmebalance), og
disse ma saledes opdateres, inden beregningerne kan genoptages.

| kommercielle programmer foregar opdelingen af konstruktionerne i kontrolvolume-
ner automatisk efter programspecifikke regler. | BSim inddeles hvert materialelag i et
antal lige store stykker pa en sddan made, at knudepunktsafstanden ikke overstiger
0,05 m, og ved overfladerne indgar "halve” kontrolvolumener, idet der altid laegges et
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knudepunkt pa overfladen (jf. knudepunkterne 1 og n i fig. 3.2-2). Simuleringstids-
skridtet er grundlaeggende én time, idet vejrdata indleeses med en times intervaller,
men for at opna en rimelig beregningsngjagtighed gennemfares der ofte flere bereg-
ninger pr. simuleringstidsskridt. | BSim er der valgt at seette en gvre graense for be-
regningstidsskridtet bestemt ved:

(At) =  min (1,25%&2}

max alle Kkonstruktioner

Pa grund af den kvadratiske afhaengighed af lagtykkelsen vil specielt tynde materia-
lelag give anledning til et lille beregningstidsskridt (flere gennemregninger pr. time),
og det bar maske overvejes, om det "kritiske” lag kan udelades af den pageeldende
konstruktion, uden at ngjagtigheden ved simuleringen lider skade.

Som det fremgar af dette afsnit, er det forholdsvis enkelt at opstille selve den termi-
ske rummodel men for at kunne gennemfgre realistiske simuleringer af rummets eller
bygningens drift under varierende belastningsforhold, skal der endvidere indga en
matematisk beskrivelse af de komponenter og klimatekniske installationer, der gen-
nem deres tidsstyring og regulering har indflydelse pa indeklimaet. For en naermere
beskrivelse af muligheder og begraensninger for simulering af indeklima og energi-
forbrug i programpakken BSim henvises til brugervejledningen til dette program /6/.

3.3 En forenklet termisk rummodel

Detaljerede termiske simuleringsprogrammer, som beskrevet i det foregaende, kree-
ver ogsa mange og detaljerede inddata — data som i almindelighed ikke kendes i den
allertidligste projekteringsfase. Der kan derfor veere god grund til at have forenklede
arbejdsredskaber, der med et minimum af data kan give et fgrste realistisk svar pa,
hvordan indeklimaforholdene vil blive ved forskellige valg af konstruktioner og klima-
tekniske lgsninger.

Den mest simple termiske rummodel, der overhovedet kan opstilles, hvor der stadig
tages hensyn til den varmeakkumulerende virkning i konstruktionerne, er ogsa en
form for kontrolvolumenmodel, men med kun ét knudepunkt. | dette knudepunkt sam-
les al den termisk masse (varmekapacitet), der formodes at have indflydelse pa inde-
temperaturen, og derefter regnes al varmetransmission gennem de rumafgraensende
konstruktioner uafhaengig af varmeakkumuleringen. Modellen er symbolsk vist i fig.
3.3-1.

0] B oty ) B
c 1 c ty

Sa=m

Figur 3.3-1 Forenklet termisk rummodel.

Rummets varmebalance kan nu udtrykkes ved:
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dt; (t)

C =
S dr

@(v)~ B(t,(t) -, (1)) (3.3.1)

hvor
Cs er rummets beregningsmaessige varmekapacitet [J/K]
@ er den samlede varmetilfarsel fra interne og eksterne kilder [W]
B er det samlede specifikke varmetab ved transmission og ventilation [W/K]
ti er rumtemperaturen [°C]
tu er udetemperaturen [°C]

Ved ovenstaende opstilling af modellen er det forudsat, at al varmetab sker til udeluf-
ten, men der er naturligvis ikke noget til hinder for, at der kan regnes transmission
gennem de indvendige konstruktioner til tilgreensende rum med andre temperaturer,
eller at ventilationsluften kan have en anden indblaesningstemperatur.

Det bemeerkes endvidere, at nar der er stationaere forhold, dvs. at alle starrelser i
(3.3.1) er konstante i tiden, sa overgar differentialligningen (3.3.1) til en almindelig
stationaer balanceligning:

@ =B(t, - t,) (3.3.2)

Balanceligningen (3.3.1) omskrives til:

LG D PN |
i Tti(r)+T(tu(t)+BCI>(r)) (3.3.3)
hvor

T = Cs/B er rummets karakteristiske tidskonstant [sec].

Den forenklede rumbalance har nu samme form som (1.9.4), altsa en tilstandsbeskri-
velse der kan simuleres med Matlab-funktionen ”Isim”.

a6 _ SAt, +SBu
dt - (3.3.4)
t, =SCt, + SDu
hvor

sA-_1 se=l|1 L

T T B

- |t

u= LD} er belastningsvektoren

SC=1 SD=[0 0]
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Eksempel 3.3.1

Det vises let, at den analytiske lgsning til den forenklede rumbalance (3.3.3) er be-
stemt ved:

T T

t.(t) = (t, +%d))(1—e_T)+tioe_T (3.3.5)

hvis begyndelsestilstanden er ti,, 0g belastningerne (t, og ®) er konstante for t > 0.
Det ses endvidere af (3.3.5), at tidskonstanten T spiller en vaesentlig rolle i forbindel-
se med de analytiske lgsninger.

Ligning (3.3.5) omskrives saledes, at rummets temperaturstigning ud fra begyndel-
sesveerdien kan bestemmes:

T

A =Dt = (t, + 2 O—t,)1-¢ 1) (3.3.6)

Denne funktion er optegnet i fig. 3.3-2 for to forskellige belastningstilfeelde:
a) der pafgres en konstant varmebelastning @ til tiden O (der her er sat til time 8)
b) tilsvarende pafagres en belastning af samme starrelse i 8 timer, hvorefter be-
lastningen er nul i 16 timer. Dette gentages over en raekke dggn.

TEMPERATURFORLPB

Temperaturforlgb ved konstant
belastning @ i hele perioden

o
T

=

B =60 W/KK
T=16h
o =300W

o

Temperaturstigning [ C]
L]

-/\/\/ _____ xx _____ VL] e

Udetemperaturen er forudsat

0 60 alu 1|']u 120 konstant i hele perioden
Tid [h]

-

0

Figur 3.3-2 To forskellige temperaturforlgb.

| tilfaelde a) vil temperaturstigningen efterhanden na en fast veerdi bestemt ved at la-
de tiden ga mod uendelig i (3.3.6):

At,(t > 0)=t,(t>o)-t, =t, +%CI>—tiO (3.3.7)
eller
t,(t > )= t, +%¢ (3.3.8)
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Resultatet i (3.3.8) ville man ligeledes fa, hvis den stationzere balance (3.3.2) anven-
des, men som det ses af fig. 3.3-2, gar der ret lang tid, inden denne tilstand opnas
(mindst 5 gange tidskonstanten!). Det kan dog naeppe forventes, at en belastning
holder sig konstant over sa lang en periode, sa her er tilfaelde b) nok mere realistisk.

Temperaturforlgbet i tilfeelde b) kan beregnes ved gentagen anvendelse af (3.3.6)
ved skiftevis at saette belastningen til ® i 8 timer og derefter til nul i 16 timer med den
senest beregnede veerdi af rumtemperaturen som begyndelsesveerdi i den naeste
periode. Men beregningerne kan naturligvis ogsa simuleres i MATLAB ved anvendel-
se af (3.3.4).

| tilfaelde b) indstiller rumtemperaturen sig efter nogen tid til at svinge periodisk om-
kring en middelveerdi. Denne middelveerdi kan beregnes af den stationsere balance
(3.3.2), hvis belastningernes middelvaerdier anvendes. | det viste tilfeelde er be-
lastningens degnmiddelveerdi 8/24 = 1/3 af belastning i tilfeelde a), og fglgelig er den
gennemsnitlige temperaturstigning ogsa kun 1/3 af stigningen i tilfaelde a).

Dette eksempel viser med al tydelighed, at hvis der anvendes stationaere varmeba-
lancer, sa skal der anvendes middelvaerdier for alle de indgaende belastninger taget
over en passende lang periode, og aldrig en periode der er kortere end et dagn. Hvis
dette ikke overholdes, vil der forekomme meget misvisende resultater ved anvendel-
se af en stationaer varmebalance.

| fig. 3.3-3 er vist, hvad der sker med rumtemperaturen, hvis belastningstilfaelde b)
simuleres med en starre tidskonstant, mens alle gvrige forhold er uaendrede. Igen
konstateres det, at rumtemperaturen efter nogen tid svinger periodisk omkring en

middelveerdi, men at udsvingene er blevet mindre end far.

B =60 W/K
®=300W

Tidskonstant =16 h
Tidskonstant = 24 h

Temperaturstigning i °C

Udetemperaturen er forudsat
konstant i hele perioden

|

|

|

1
0 20 40 60 80 100 120
Tid i timer

Figur 3.3-3 Periodisk temperaturforlgb ved to forskellige tidskonstanter.

Den stgrre varmekapacitet bevirker, at det tager lzengere tid, inden den periodesta-
tioneere tilstand indtreeder, samt at udsvingene fra middelvaerdien bliver mindre. Mid-
delveerdien er uaendret og dermed selvfglgelig uafhaengig af rummets varmekapaci-
tet.
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Dette eksempel lzegger op til en meget enkel beregningsmetode til bestemmelse af
et rums periodestationzere dggnmiddeltemperatur samt den forventede maksimal-
temperatur kun ud fra nogle ganske fa oplysninger om rummet og de termiske pa-
virkninger. Betingelsen er dog, at belastningerne gentages periodisk og gennem sa
lang tid, at den periodestationeere tilstand er indtradt, og derfor er metoden saerligt
egnet til en fgrste undersggelse af det termiske indeklima i en varm sommerperiode.

LR X/

3.4 Degnmiddeltemperatur og maksimal udsving

Med udgangspunkt i de overvejelser der fremgar af eksemplet i foregaende afsnit, er
der i /8/ angivet en simpel metode til beregning af et rums degnmiddeltemperatur og
temperaturens maksimale udsving fra middelveerdien. Metodens grundtrin beskrives
kort i det fglgende.

Rummets dggnmiddeltemperatur beregnes ud fra en stationaer varmebalance for fri
varme, hvor der anvendes degnmiddelveerdier af alle indgaende pavirkninger:

@, =B, (t;—t,)+ > B (t,—t)+B (t,—t,) (3.4.1)

hvor

~

er dggnmiddelveerdien af rumtemperaturen [°C]

er det specifikke varmetab ved transmission til udeluften [W/°C]

er dggnmiddelveerdien af udelufttemperaturen [°C]

er det specifikke varmetab til naborum med anden temperatur [W/°C]

er dgagnmiddelveerdien af naborummets temperatur [°C]

. erdet specifikke varmetab ved ventilation [W/°C]

. erdggnmiddelveerdien af ventilationsluftens indbleesningstemperatur [°C]
w €r degnmiddelveerdien af varmetilfarsel [W]

~ @

c

— w -

S

B,=2ZUA, [W/°C]
B,=XZUA, [W/°C]
B, =cm_=c¢cpV =034nV, [W/°C]
hvor
U er konstruktionens transmissionskoefficient [W/m2°C]

er konstruktionens areal [mZ]
er luftens varmefylde [J/kg °C]

er ventilationsluftens massestram [kg/s]

er luftskiftet [h-1]

A
C
m,
V| er ventilationsluftens volumenstrem [m3/s]
n
Vg er rummets volumen [m3]
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Det er ved opstillingen af (3.4.1) forudsat, at ventilationen er konstant over dagnet.
Hvis et naborum forventes at have samme temperatur, som det rum der regnes pa,
seettes den pageeldende varmetabsfaktor B, = 0.

Lagses (3.4.1) med hensyn til rumtemperaturen fas:

Bt Y Bt +Bt, +D> @,
‘ B,+) B +B,

(3.4.2)

Hvis der ikke tages hensyn til varmeudveksling med naborum, og hvis ventilationen
udelukkende sker med udeluft, kan (3.4.2) forenkles til:

D,
t, =tu+—z = (3.4.3)
B, +B,

Ligning (3.4.3) angiver, hvor meget de tilfgrte belastninger haever rumtemperaturen
over udetemperaturen.

| mange tilfeelde kendes varmetilfgrsien i form af degnsummer af de forskellige pa-
virkninger, og effekten kan da findes af:

— Qi + Qs
2= (3.4.4)

hvor
Q, er den samlede varmetilfgrsel over dggnet fra interne kilder [Wh/dggn]

Q, er den samlede varmetilfarsel over degnet fra solindfald [Wh/dagn]

Hvis rummets degnmiddeltemperatur beregnet efter (3.4.2) eller (3.4.3) ikke opfylder
givne krav til det termiske indeklima, ma der foretages endring af en eller flere af de
indgaende starrelser. Dette kan fx veere en reduktion af varmetilfgrslen ved at an-
vende afskaermning for solen, en forggelse af ventilationen (B. starre) eller maske at
afkale ventilationsluften under udetemperaturen.

| appendiks findes en reekke oplysninger om udeklimaparametre og andre udvalgte
belastninger til brug ved beregningerne.

Nar dggnmiddeltemperaturen efter (3.4.2) er pa plads, kan der vaere behov for at fo-
retage en overslagsmaessig vurdering af temperaturvariationen over dggnet. Rum-
temperaturens udsving deempes dels gennem rummets varmetab, dels gennem
rummets evne til at akkumulerer varme og afhaenger endvidere af hvor stor variation,
der er i belastningerne over dggnet.

Forskellen mellem den maksimale og den minimale rumtemperatur kan bestemmes
af:
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AD, AD . +AD, (3.45)

t- — — Kii+s
B, +ZBr +B, +B,, B, + ZBr +B, +B,,

At, =t,

1max

hvor

ADg er forskellen mellem stgrste og mindste konvektive varmebelastning
(timeveerdier) [W]

A®k +s er forskellen mellem storste og mindste konvektive varmebelastning
fra interne varmekilder og solindfald (timeveerdier) [W]

A®ky, er variationen i den konvektive varmebelastning som fglge af
udelufttemperaturvariationen (timeveerdier) [W]

Bakk er rummets varmeakkumuleringsevne [W/°C]

De enkelte bidrag til varmebelastningerne kan erfaringsmeessigt bestemmes pa fol-
gende made:

2
Ady = 3 [(Di + Dot ) oy =~ Dimin (3.4.6)
Aq)K,tu = Atulau,vin + AtL]3L (347)
hvor

D, er summen af varmebelastninger fra personer, belysning og udstyr [W]
ds,  er solindfaldet gennem glasflader [W]

Aty  er forskellen mellem stgrste og mindste udetemperatur [°C]

Buvin er det specifikke transmissionstab gennem vinduerne [W/°C]

At.  er forskellen mellem stgrste og mindste indblaesningstemperatur [°C]
BL er det specifikke varmetab ved ventilation [W/°C]

Hvis der ventileres med udeluft er At, = Aty.

Rummets varmeakkumuleringsevne B,k omfatter den samlede varmekapacitet af
inventar og dele af de inderste materialelag af alle bygningsdele, der vender ind mod
rummet. Overslagsmaessige veerdier kan tages fra nedenstaende tabel.

Tabel 3.4.1 Vejledende veerdier for varmeakkumuleringsevnen B pr. m? gulvareal
for forskellige typer rum.

Der er forudsat maksimalt 12 timers varmebelastning pr. dggn. /8/.

Betegnelse | Beskrivelse Akkumuleringsevne
W/°C m?

Ekstra let Rum med lette skilleveegge, fx skelet med be- 5-6
kleedningsplader, og helt uden tunge konstruk-
tionsdele.

Middel let Rum med indvendige vaegge af letbeton og 7-9
kun uveesentlige tunge konstruktionsdele.

Middel tungt | Rum med én tung, dominerende konstruktion, 10-12
fx betonloft eller 2-3 konstruktioner af tegl

Ekstra tungt | Rum med flere tunge konstruktioner, fx beton- 13-15
deek og —loft samt skillevaegge af tegl eller let-
beton.
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Eksempel 3.4.1

Der foreligger en fgrste skitse til et kontorbyggeri, hvor der regnes med at vindues-
arealet udgar 20 % af gulvarealet, hvorved resten af ydervaegsarealet udger 45 % af
gulvarealet. Der skal gives et overslag over dagnmiddeltemperaturen en varm som-
merdag, nar der ventileres med udeluft, og der ses bort fra varmeudveksling med
naborum. Med de givne forudsaetninger kan ligning (3.4.3) anvendes.

Folgende storrelser beregnes overslagsmaessigt:

Varmetab Beregning W/°C pr. m?
gulvareal

Specifikt varmetab gennem vinduer med U | 0,2.1,5 0,30

= 1,5 W/m*C

Specifikt varmetab gennem yderveeg med | 0,45.0,2 0,09

U =0,2 W/m*C

Samlet B. = 0,39

Specifikt varmetab ved ventilation med en | 1,2.1006-1,4-10°° BL=17

|uftstrem pa 1,4 I/s pr. m? gulvareal (normalt | (3.4.1)

ngdvendigt for at opretholde en god luftkvalitet)

| kontorer regnes med en persontaethed pa 0,1 person pr. m? gulvareal, og der vil
derfor forekomme et degngennemsnit for intern varmetilfgrsel fra personer, el-
udstyr og belysning pa 6 W pr. m? gulvareal hvoraf belysningen udger 1,5 W pr. m?
gulvareal.

Solindfald gennem vinduer beregnes af (formel A.3), (se appendiks):

f .. A, -l

glas : vin sol

cI)sol = g.fﬁ .fafsk 'f

skyg :

= fafsk : fS : Avin : Isol

hvor fs overslagsmeessigt seettes til 0,5.

Beregningerne gennemfgres for et dggn i august maned hvor, deagnmiddelveerdien af
udetemperaturen er 20,5 °C (tabel A.1), og dagnsummen af solindstraling for et syd-
vendt vindue er 4800 Wh/ m? (tabel A.2) svarende til 4800/24 = 200 W/m? i degn-
gennemsnit.

Rumtemperaturen beregnes uden belysningsvarme og uden solafskeermning (fassk =

1).

®,, 0.5-0.2-
2P _ 20,54+ 22105022005 5 117-32.2°C
B, +B, 0,39+1,7

t, =t +

Gennemsnitstemperaturen bliver saledes alt for hgj, sa der forsgges med sol-
afskeermning med udvendige rullegardiner, hvor solafskeermningsfaktoren er fissk =
0,2 (tabel A.4). Det anses dog for ngdvendigt med taendt belysning, nar der afskaer-
mes for solen. Dagnmiddeltemperaturen bliver nu:

Do, 4,5+1,5+0,2-0,5-0,2-200
t=t += " 205+
B, +B, 0,39+1,7

u

=20,5+4,8=25,3°C
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Den opnaede gennemsnitstemperatur svarer nogenlunde til komforttemperaturen for
personer med let sommerbeklaedning, sa& i gennemsnit er temperaturforholdene ac-
ceptable, men det ma erindres, at rumtemperaturen altid vil vaere hgjere i arbejdsti-
den. Da belastningerne naeppe kan nedbringes yderligere, ma det i den videre pro-
jektering overvejes, om ventilationen kan gges sa dggnmiddeltemperaturen saenkes.

LR X/
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FINITE ELEMENT METODEN

4.1 Element og temperaturfunktion

Ved elementmetoden opdeles beregningsomradet geometrisk i mindre delomrader —
der kaldes elementer — hvortil der knyttes et antal knudepunkter med tilhgrende knu-
depunktstemperaturer. Men i modsaetning til kontrolvolumenmetoden, hvor der kun
opnas kendskab til én temperatur pr. kontrolvolumen, vedtager man pa forhand,
hvordan temperaturfordelingen hen over elementet skal forlabe. P4 denne made op-
nas i princippet kendskab til en kontinuert temperaturfordeling over hvert element og
dermed over hele beregningsomradet.

Der er ret stor frihed med hensyn til elementernes geometri, og nogle eksempler er
vist i fig. 4.1-1. Der placeres knudepunkter i hver ende af et linjeelement og i hvert
hjerne af to- og tredimensionale elementer. Der kan dog indlaegges flere knudepunk-
ter i alle de viste elementer, hvis det kraeves til bestemmelse af den temperaturfunk-
tion der veelges for elementet — dette vil dog ikke blive bergrt neermere i denne intro-
duktion til elementmetoden.

1 D element

2 D element

3 D element

Linje

N

Trekant

<Y

Tetraeder

Firkant

Prisme

Figur 4.1-1 Eksempler pa elementer med knudepunkter.

Linjeelementet er naturligvis selvskrevet, nar der regnes pa endimensionale forhold.
Ved 2D beregninger er trekantelementet meget populaert, idet der kan opnas en god
udfyldning af alle geometrier, ogsa nar der optraeder krumme rande.

Den temperaturfordeling, der vaelges hen over elementet, skal entydigt kunne udtryk-
kes ved elementets knudepunktstemperaturer. Det betyder fx, at for linjeelementet
med to knudepunkter, som vist i fig. 4.1-1, er det kun muligt at have et lineeert forlgb
af temperaturen mellem de to knudepunkter — der skal netop to punkter til at be-
stemme en ret linje. Tilsvarende geelder for det viste trekantelement, at temperatur-
fordelingen udggr en plan flade udspaendt af de tre knudepunktstemperaturer. De
omtalte temperaturfordelinger er vist i fig. 4.1-2 gverst.

For at karakterisere temperaturforlebet hen over elementet defineres en formfunkti-
on eller interpolationsfunktion for elementet, og der knyttes en funktion til hvert
knudepunkt som vist nederst i fig. 4.1-2. Interpolationsfunktionen viser, hvor meget af
den pageeldende knudepunktstemperatur der medregnes et givet sted pa elementet,
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og derfor har interpolationsfunktionen altid veaerdien én i et knudepunkt og veerdien
nul i elementets gvrige knudepunkter.

Ne
Ni(x)  N3(x) HESO

* 5

Figur 4.1-2 Temperaturfordeling og formfunktioner for linje- og trekantelement.

For linjeelementet kan elementets formfunktion udtrykkes pa falgende made:

Ni(x)= —%(x— Xi)

. ! (4.1.1)

N;(X) = L_j(x_ Xj)
hvor

N® er elementets formfunktion (i fig. 4.1-2 er e = element j)

L; erelementets lsengde [m]

X; er en knudepunktskoordinat [m]

x erlgbende koordinat [m]
Med (4.1.1) kan temperaturen hen over elementet udtrykkes ved:
t°(x) = Ny(x)t; + N3 (x)t5 (4.1.2)

hvor
t(x) er temperaturfordelingen over elementet [°C]
t°4 er temperaturen i elementets knudepunkt 1 [°C]

Indseettes (4.1.1) i (4.1.2) fremgar den retlinjede temperaturfordeling over elementet
tydeligt:

X—X, X—X, te—t¢
t(x)=— L“‘t§+ - Lt = ZL L(x—x;)+t} (4.1.3)

i i i

Af (4.1.3) fremgar det umiddelbart, at temperaturfunktionens haeldningskoefficient er:
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t* ts—t 1 1 d(\N¢ d(N¢
dEE)_ 66 1, 1 dNi) o dNI)
dx L. L. L. dx dx

J J J

(4.1.4)

Da varmestrammen gennem elementet er proportional med temperaturgradienten,
kan varmestrgmmen altsd ogsa udtrykkes gennem knudepunktstemperaturerne og
den afledede af formfunktionen.

L|gn|ng (4 1.2) lader sig hensigtsmaessigt udtrykke ved fglgende matrix-skrivemade:
t°'(x)= Net® =N (x)t] + N; (%)t (4.1.5)

hvor

X—X. X—X.

N=INi®) Ni@l=l-—— ——

to=[t; t5]"

Pa tilsvarende made udtrykkes temperaturgradienten ved:

d(t°(x)) _pere _ BE(x)t* + BE ()t = d(Ny () e L AN () e € (4.1.6)
dx dx dx
hvor

Re_[Re erenr_ b 1
=[B,;(x) B;(™]=I[ L Lj]

Det er veerd at bemaerke, at bade temperaturfordelm_gen og temperaturgradienten
udtrykkes gennem to "led”, nemlig formfunktionen N° og differentialkvotienten af

formfunktionen E der begge kun afhaenger af elementets geometri samt knude-
punktstemperaturerne t°.

Eksempel 4.1.1

For trekantelementet vist i fig. 4.1-2 geelder tilsvarende falgende generelle udtryk, nar
knudepunkterne nummereres med i, j og k i retning mod uret:

t(x,y) = Net = N (5, y)t] + N; (x5, y)t] + Np (x5, y)t, (4.1.7)
hvor

Ne=[N: N N

1
Ni 2Ae [ijk kyj+(yj_yk)x+(xk_xj)y]

Nj 2Ae — XY =Xy (Ve - YO)X+ (X — X, )Y]
1

2A°

A® er trekantelementets areal [m?]

N =

[Xiyj —X;Y; +(y; _yj)x+(xj —-x,;)yl
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At (x,y)) ON*
ox eee Ox e
. =Bt =| = |t 418
B(t* (%,y) e (4.1.8)
oy | Oy |
hvor

oo L |07y O=y) Gimy))
_ZAe (Xk—Xj) (x; —x,) (Xj_xi)

LA R 4

Temperaturfordelingen over hele beregningsomradet fas ved at sammenstykke ele-
menternes formfunktion til en global formfunktion. Dette er vist for et 1D tilfeelde i fig.
4.1-3, hvor beregningsomradet er opdelt i n-1 elementer, hvorved der opstar n knu-

depunkter. Endvidere er forholdene antydet for 2D tilfeeldet med trekantelementer.

N‘j:.:l(x) Nn-&(x) Nn.(x) f
R ey " "'~~.“ Ria : x

- o

oo 't.,...h- oot ..."l.;
¥ y X
Xn—l Xn

Rt

1 ] N1(X) ’\!t%(x)

Xj+1

Figur 4.1-3 Den globale formfunktion ved linje- og trekantelementer.

Temperaturen over hele beregningsomradet kan herefter udtrykkes ved:
t1

t=Nt=[N,.N,.N, || t, (4.1.9)

t

n

hvor
j angiver knudepunktsnummer over hele beregningsomradet

t indeholder alle knudepunktstemperaturer i hele beregningsomradet

Det er karakteristisk for elementerne N; i den globale formfunktionsmatrice, at de an-
tager veerdien en, i det knudepunkt de tilhgrer, og veerdien nul i alle andre knude-
punkter. N; er saledes kun forskelligt fra nul i de elementer, hvor knudepunkt j indgar.
For linjeelementet kan dette udtrykkes pa fglgende made:
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NI(x) for x,, <x<x;
N;(x)= Ni(x) for x;<x<x, (4.1.10)
0 for alle andre vaerdier af x

Under ikke-stationaere forhold vil knudepunktstemperaturerne afheenge af tiden, og
det er da muligt at bestemme den tidsafledede af temperaturfunktionen:

_dtl(T)_
dr

ot _NIO) _ N NN 360
ot dt ! dt

(4.1.11)

dt, (1)
dz

Efter disse indledende overvejelser om elementgeometri og temperaturfordeling over
elementerne star nu tilbage at fastlaegge en metode til bestemmelse af de ukendte
knudepunktstemperaturer.

4.2 Det matematiske grundlag

For at vise princippet i opstillingen af finite element metoden tages der udgangspunkt
i den generelle varmestrgmsligning (1.3.8) i den endimensionale udgave med hertil
hgrende rand- og begyndelsesbetingelser. Beregningsomradet opdeles i n-1 linje-
elementer som vist i fig. 4.1-3 med n knudepunkter saledes at den linezere formfunk-
tion (4.1.5) er geeldende. Opdelingen foretages pa en sadan made, at hvert element
kun indeholder et materiale. Den tilneermede temperaturfunktion kan nu udtrykkes
ved (4.1.9) som:

_tl(T)_

t(x,7)= ﬁTr) =[N, (¥)...N;(¥)...N, (0] t;(t) (4.2.1)

_tn (T)_

Da denne funktion kun er en tilnaermelse, vil den ikke tilfredsstille (1.3.8) eksakt, sa
derfor vil der fremkomme en residual R(x,):

6t(x,r) 0 6t(x,1:)

r(x,7) = p(x)e(x)——— (7»( )—)=S(x,7) (4.2.2)

Da der er n ukendte knudepunktstemperaturer, kan denne ligning ikke direkte an-
vendes til deres bestemmelse. | stedet bestemmes knudepunktstemperaturerne sa-
ledes at:
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6( ,1:) 0 (7~( )6t(x,r)

RESIDUAL

j v, () p()e() = =22 =S(x,7)ldx =0 (4.2.3)

hvor
vj(x) er en vaegtfunktionj=1,2, ..., n
a og b er beregningsomradets begreensning

Ligning (4.2.3) kreever saledes, at en vaegtet veerdi af residualerne bliver nul. Den
eksakte Igsning vil naturligvis altid gere dette integral til nul, uanset hvilken veegtfunk-
tion der anvendes.

| det folgende seettes veegtfunktionen lig med den globale formfunktion — Galerkins
metode (opkaldt efter Boris Grigoryevich Galerkin , 1871-1945, russisk matematiker
og ingenigr) — hvorved der fremkommer de ngdvendige n ligninger til bestemmelse af
de n ukendte knudepunktstemperaturer.

v;(x)=N;(x)

_VI(X)_

- ' T (4.2.4)
v(x)=| v;(x) |= N(x)

_Vn(x)_

(4.2.4) indseettes i (4.2.3) og integralet opdeles:

ot ( ,17) 6t(x,r)

dx — j NG —(x( ) ydx jN(x) S(x,7)dx = 0

j NG pe(

Der foretages en delvis integration af andet led:

J PN 2

a

dx - (IN(x) A(x) a‘("’”

at(x 1:)]a IaN(x) (%)

p. )dx) - jN(x) S(x,7)dx = 0

Andet led udregnes:

8t(x )., ot(b,7) 6t(a,r)
ox

~ING) ()
hvor

q(a) er varmestrgmsintensiteten [W/m?] i x-retning ved a

q(b) er varmestrgmsintensiteten [W/m?] i x-retning ved b

T — —(N(b) %(b) - N(a) 7»( a) )—N(b) q(b,7) - N(a) q(a, 1)

Dette overflyttes til ligningens hgjre side sammen med det sidste integral, hvorved
randbetingelserne automatisk indgar i ligningerne.

ot(x,7)
Ox

Tat(x,r) oD 4 jaN(X) M)

j PCING) Yix=[-N®) o0,0)+N@ a0 [N S 0Hx

Af (4.2.1) fas:
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t(x,7) = N(X)t(1)

at(ax,T) N(x )dt(‘l:)
T
6t(63;,1) dN(X)t( )=B(x)t(7)
ONK) ==
o = B(x)

Som indsat giver:

j N NEax + [BBiokx - (Nb) q(b))+ (N@) q(@)+ [N Sdx

Da temperaturvektoren ikke afheenger af x, og nar materialeparametrene er konstan-
te inden for hvert element fas:

(jch Ndx)d dt(r) +(jB A Bdx)t(t) = — (N(b) q(b))+(N(a) q(a))+ j N Sdx  (4.2.5)

f, N

EM Kt(1) fi
dt

hvor
b —_T —

é Ich Ndx er kapacitetsmatricen

a
b

NII

IE ABdx er transmissionsmatricen
[ q(a) |
0
f,=| er randveerdivektoren
0
| —q(b) |

b =
IN Sdx er lastvektoren

Finite element ligningssystemet (4.2.5) er nu bragt pa den generelle lgsningsform
som angivet i (1.7.1) og det bemaerkes, at matricernes elementer udelukkende er
bestemt gennem den valgte formfunktion og naturligvis de indgaende materiale-
parametre.

Opstillingen af elementmetoden i det to- eller tredimensionale tilfaelde fglger helt den

samme procedure, og ogsa her vil de indgaende koefficientmatricer veere bestemt
gennem den valgte formfunktion.
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| chTﬁdQ) et [B'ABdQ)=- [N q,d¥+ [N siQ (4.2.6)

Omrade Omride Rand Omrade

hvor
omrade Q er beregningsomradet (2D fladeintegral, 3D volumenintegral)
rand ¥ er beregningsomradets rand (2D linjeintegral, 3D fladeintegral)
gn er den udadgaende varmestrgmsintensitet vinkelret pa randen

Beregningsudtrykkene for 2 og 3D skal ikke forfglges naermere her, men der kan fx
henvises til /10/.

4.3 Elementligninger

| (4.2.6) er angivet det samlede ligningssystem for hele beregningsomradet, men in-
tegrationen kan opdeles, sa hvert integral kun indeholder et element, hvorved ele-
mentligningerne fremkommer.

For det endimensionale linjeelement fas af (4.2.5):

Yj—T =— Y—T

(fch‘* N‘*dx)—+(jB‘* AB Xt (7) = —(N°(x;) q2)+(N‘*(x) q1)+INe Sdx (4.3.1)

eller

= dt°(7)

+K°¢ t —fe+fe (4.3.2)
dt

Ce

Formfunktionen og @vrige betegnelser fremgar af fig. 4.3-1.

Ni®) =1 (- X))

Ni(x)=%<x—xi)

Figur 4.3-1 Formfunktion for det linegere linjeelement.

Herefter kan de enkelte led i (4.3.1) beregnes. For kapacitetsmatricen fas:

1
— —_—r— yl——(x-Xx;)
J.ch Ndx—pcj. 1L |:—l(x—xj) l(x—xi):|dx
Xj E(X—Xi) L L
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= LX" (x—xj)2 —(x—x)(x— x)

C'=p
—(xX=x;)(x-X;) (x-x,)’
— 1ch 1ch lCe lCe
Ct = _Ia ? - Zl” g (4.3.3)
—pcL —pcL -C, —-C,
6 3 6 3

1 1 1
—_— Yje—oT — — — - X;
c_[Rre L1 1 L] 2 2
K IB ABdx = xj 1 { - L}dx—l_i ] !dx
L | T
R
~-_| L L|_| R R,
K® = _& & = _L L (4.3.4)
L L R, R,
Randveaerdivektoren bliver:
Py 0| . [-CDf.
f, =— 1 q,+ 0 q,
E=[ q‘e} (4.3.5)
—-q,

Sluttelig fas lastvektoren under forudsaetning af, at varmeproduktionen S, er konstant
over elementet:

1 1
_ XNj—r X; ——(X— J) —L
ijdesj dx=8,| 2
Xi Xi| —(X—X, —L
( i) 5
| tis,
fe= f (4.3.6)
—LS,
2

Sammenfattende haves falgende matricer for det linezere linjeelement:
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_ e Ie,
C = i f C, =pcL, (4.3.3)
_Ce _Ce
6 ¢ 3
1 _1
e — Re Re —_ Le
K® = B R, == (4.3.4)
e Re
E:[ qle} (4.3.5)
—q,
| =L,
f¢= % (4.3.5)
~LS,

Elementligningerne kan nu sammenfattes til:

e 1 1
1Ce 1Ce dtl I 5 t e lSeLe
37 6 “f|ac|,| R R [l}z[ql }, 2 (4.3.7)
il lc dt, _ e -q; lSL
£ 3¢ dt Re 11e 2 ¢

Laegges de to ligninger i (4.3.7) sammen fas:

1Ce dt; +1Ce dt;
2 dt 2 dt

=q;—q;+S.L,

Eller udtrykt i ord: den samlede aendring af elementets varmeindhold er lig summen
af de tilfgrte varmestramme. Fgrste hovedseetning er saledes opfyldt.

>
»

Den samlede aendring af akkumuleret varme i

elementet er:

1 det  dts
.c._L 1+_2
P 2 e(dr dt

dt; + d_t;)
dtr drt

1
)=5Ce(

Figur 4.3-2 Varmeakkumulering i element.
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4.4 Samling af elementer

Alle oplysninger om geometri og fysik er nu samlet i elementligningerne, hvorefter
disse skal samles for hele beregningsomradet. Samlingen skal forega pa en sadan
made, at den fysiske kontinuitet bevares, og med udgangspunkt i fig. 4.4-1 ses det,
at der for element j geelder:

t =t =t t=t"=t,, (4.4.1)
-1 _ j-1 Jj_
q; =4q; = -q; +q;=0
- b _ (4.4.2)
qz q; = _q2+q1
) I 1(x) u(X> N(x) ,Il(x) nl(x) Ny (x)
l s I m ’”E “-
j—l J tJ+1
(] ® [ ]
l /zSL 1
t’_tJ
q{ qz

Figur 4.4-1 Samling af elementer.

Samleproceduren vises her for samlingen af element j-1 og j i fig. 4.4-1 hvortil er
knyttet elementligningen (4.3.7). Elementligningen opskrives for hvert element:

For element j-1:

1 1 dti! 1 _ 1 1

36 §Cn || e R, Ry |o|_| a PR
1 1 N R 1 || T T

“c,, -c_ |9 | |- ] -] |Is L.
6 -1 3 i1 dT R R 2 j-17j-1

1, 1, Qe | L _1 1
366G dt R, Rty | @ PRt
11 llad |7l 1 1 [T g [T
~Cc. = t = 2|t q; —S.L

] il 5 i
6 3 dt R. R. 2

De lokale knudepunktstemperaturer erstattes nu af de globale efter (4.4.1) og samti-
digt udvides de to ligningssystemer, sa alle tre involverede globale knudepunktstem-
peraturer indgar i begge ligninger:
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1 1 [ dt,,
3G S 0
1 1 dt.
-C_, =C_, 0| — |+
6 ' 3! dt
0 0 ol adt,,
L 40 dt |
- 1t
0 0 (tlitr 0
1.1 -
39 69w 1
T
1.1 .
0 —C; C 0o 0
L 6 3 Al dt |

1
q™ Esj—le—l
1
i 1
= _q;] + Esj—le—l
0 0
0 0
qi |+|ZSL,
—q;
—S;L;

De to ligninger kan nu leegges sammen, og der tages hensyn til (4.4.2) i knudepunkt
j, hvor varmestrammen ud af element j-1 er lig varmestrammen ind i element j.

1 1 i
3G (G 0
1 1
gcj—l 3 (€. +C) G
1 1
0 ECJ. SC”

L
Ri
1
RJ'

1

ESHLH
1 1
Esj_le_l +ESij
1
ESij

(4.4.3)

Der fortsaettes efter samme recept, indtil alle elementer i beregningsomradet er sam-
let. | det endimensionale tilfeelde, der her er anvendt for at illustrere samleprocedu-
ren, bliver bade kapacitets- og transmissionsmatricen bandmatricer, hvilket ikke er
tilfeeldet ved flerdimensionale problemer. En ting geelder dog altid, nemlig at rand-
veaerdivektoren kun indeholder elementer forskelligt fra nul i randknudepunkterne,
som det ogsa fremgar af (4.4.3).

Det endelige ligningssystem, der fremkommer efter denne samleprocedure, er natur-
ligvis identisk med det, der fremkommer af (4.2.5), hvor integrationen udstraekker sig
over hele beregningsomradet og derfor bestemmer de “samlede” matricer. Samle-
proceduren foretraekkes dog ofte ved maskinel behandling af beregningerne, da der
kan opstilles enkle regler for samleproceduren, og elementligningerne kan genbruges
fra beregning til beregning.

Eksempel 4.4.1

Det samlede elementligningssystem skal opstilles for en plan veeg bestaende af to
materialelag som vist i fig. 4.4-2. Det antages, at beregningerne skal foretages under
stationeere forhold, samt at der ikke foregar varmeudvikling i vaeggen. Af hensyn til
overskueligheden opdeles beregningsomradet kun i to elementer.
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Omradet opdeles

i elementer der hver
kun indeholder et
materiale

1
1

-] b=
q,

-
2
q,

L,

—_— X

Figur 4.4-2 Plan veeg opdelt i to lineaere linjeelementer.

Kontinuitetsbetingelserne er:

1 1
— -—— 0
R, R, t, q;
1 1 1 1
-—— —+— —— |t (=] 0 med R, = £ (4.4.4)
R, R, R, R, ¢ e
1 1 [h) %
0 - =
i R, R, |

Ligningssystemet kan dog ikke lgses, for randbetingelserne er klarlagt og som tidli-
gere naevnt, skal der altid indga mindst én temperatur i randbetingelserne. Behand-
lingen af randbetingelser fremgar af naeste afsnit.

LA X

4.5 Randbetingelser

Som det fremgar af det generelle ligningssystem (4.2.6/4.2.5) eller af elementlignin-
gen (4.3.7), sa indgar randbetingelserne direkte i randvaerdivektoren og de skal der-
for specificeres i hvert konkret beregningstilfeelde. Som tidligere vil det endimensio-
nale tilfaelde blive brugt til at anskueligggre den generelle fremgangsmade for be-
handling af randbetingelser, og for overskuelighedens skyld gennemfgres overvejel-
serne i det stationeere tilfaelde uden indre varmeudvikling.

Der tages udgangspunkt i det tilfeelde, der er vist i fig. 4.5-1, hvor der er en kendt
overfladetemperatur pa den ene rand (randbetingelse type a) og en kendt varme-
stream pa den anden rand, dog givet som en kombination af kendt omgivelsestempe-
ratur og isolans, samt en kendt varmestrgm (type b+c). Ligning (4.4.4) anvendes som
udgangspunkt.
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o - ) -

LI B
A Ay Ri 1 R, 1 t q;
1
q,—> —t‘ -— —+— ——|t, |=| 0
@ R1 Rl RZ RZ t2
L"3 _qu
o - L
| RZ RZ J
Figur 4.5-1 Randbetingelser og ligningssystem.
Randbetingelserne er som falger:
Kendt temperatur pa rand 1:
t, =t (4.5.1)
Kendt varmestrgm ved rand 3:
1
q, =R—u(t3 —-t,)—q; (4.5.2)
Dette indfgres i systemligningen (4.4.4):
L
Ri 1 R11 1 t q;
- —— ——|t, |= 0 (4.5.3)
R, R, R, R, 1
0 _L L t3 _(R_u(t3_tu)_qs)
i R, R, |

Nar der indgar en kendt randtemperatur, skal knudepunktsligningen for denne rand
naturligvis ikke anvendes til bestemmelse af temperaturen, og ligningen skal derfor
fiernes fra det samlede ligningssystem. Ligningen kan, nar de ukendte temperaturer
er beregnet, anvendes til bestemmelse af varmestrammen q;. Randtemperaturen
indgar imidlertid ogsa i ligning nr. to (gennem fgrste matrixelement), men da dette er
kendte starrelser, skal leddet flyttes over pa ligningens hgjre side.

| sidste ligning optreeder den ukendte knudepunktstemperatur t3 pa hgjre side og den
skal flyttes over pa venstre side. Efter disse operationer ser det faerdige ligningssy-
stem saledes ud:

1 1 1 1
I _— 5 t _tl)l
R, R, R, 2 R, (4.5.3)
1 11 ¢, e
S P P _tll +qs
R2 R2 l{u Ru

Eksempel 4.5.1

| en plan homogen vaeg med tykkelsen L og varmeledningsevnen A foregar en intern
varmeudvikling S. Beregn temperaturfordelingen gennem vaeggen samt varme-
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strammene ved randene nar randtemperaturerne er kendt, og vaeggen opdeles i fem
elementer med leengden L. Forholdene er stationzere.

Der anvendes fglgende talveerdier:
Le=05 A=1 S=2 o0g t=1tg=1=1s2= 10 (alle med afstemte enheder).

Elementopdelingen ses af fig. 4.5-2. Elementligningen fremgar af (4.3.7):

1 _1 o0
_L ] [-er] [ Ls L
R, R, 2 e
t t t] t2 t3 t4 t5 t6
Bl@ ® "B2 qlﬁ ® [ ] [) Hqﬁ

Figur 4.5-2 Beregningsomrade og knudepunktstemperaturer.

De indgaende konstanter beregnes:

L A1, Yop lios-os
R, L, 05 2 2

e e

Heraf fas elementligningerne der er ens for alle elementer:

2 =24ty | | q; N 0,5
-2 2 |t| |-q| [05
Herefter samles de fem elementer, idet der er fglgende kontinuitetsbetingelser:

ti=t1 =t31at;=t12=t29t§=t13=t39t;=t:=t49t:=tf=t59ti=t6=t32 og
q:=9,,9; =9;,9; =4q;,95 = 47,94, =4;,9> =g,

Det samlede ligningssystem er:

[2:-2 0 0 0 ;07ty,| [a | [05
204 220 0 o || o | |1
0 -2 4 -2 00 Gl | o[ |1
0. 0 -2 4 -2:0|¢, 0o ||1
0.0 0 -2 4i-2ft| |0 |]1
070 0o o -2'2]t,] |-q] [05]
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Da der er kendte temperaturer pa randene, skal farste og sidste ligning "fiernes”,
hvilket kan ggres gennem den viste opdeling af ligningssystemet. Det opdelte lig-
ningssystem kan symbolsk skrives som fglger:

Mt Vi m2[e,] [a ] [N
Vi K V2| t|=]| 0 [+|f

M3 V2 M

=
=
=]
©
|
=
Y
Z,
N

Ganges ud fas:

-t +Kf+V2-th =§_l

]

re= |

B1
=f,—(V1-t;, +V2-t,,)

Hvorefter ligningssystemet kan Igses for de ukendte knudepunktstemperaturer. Med
indsatte talveerdier fas:

t=[1,0 11,5 11,5 11,0]°

Knudepunktstemperaturerne og den tilneermede temperaturfunktion er optegnet i fig.
4.5-3 sammen med den eksakte Igsning (se eksempel 1.6.1). Da problemet er sym-
metrisk om vaeggens midterakse, vil der opnas bedre resultater, hvis der anvendes et
lige antal elementer, saledes at der laegges et knudepunkt i midten af vaeggen.

11.6

T Y S N

M2p——ee b L

|
|
|
|
1 |
| |
—_ | |
4 e [ > B
- ] | |
5 | | |
® 108L-—-——-—-- /- Lo [ PSRy N \
o | | | |
=3 | | | |
§ o6l /-1 e e e
[ | | | |
| | | |
| | | |
L e/ 2 s [ [ \ S
| | | |
| | | |
102+-4/-----~ t-———===-= 4= === |- ——————- === =\
| | | |
| | | |
1 1 1 1 1
% 0.5 1 1.5 2 2

Figur 4.5-3 Knudepunktstemperaturer og eksakt lgsning.

Varmestrammene beregnes nu af fgrste og sidste ligning, der giver:

Mi1-tg, +WTE+M2~tBz =q,+Nl1
q,=M1-t,, + V1 t+M2-t,, —~N1=-2,5

og
M3-t;, +WT£+M4-tBz =—(q,+ N2

q,=—(M3-t,, +V2 t+M4-t,,)+N2=25

68



Varmestrgmmene er naturligvis lige store og begge har retning ud fra vaeggen. Den
numeriske sum af de to varmestrgmme er lig den samlede varmeproduktion i vaeg-
gen (5-:Se-Le = 5).

o0

4.6 Beregning af kuldebro

| bygningskonstruktioner findes uundgaeligt en lang raekke kuldebroer — del af kon-
struktion med markant darligere isolans end resten af konstruktionen — hvor varme-
stremmen udbreder sig i to- eller tre dimensioner, hvorfor varmestremmen ikke lader
sig beregne pa enkel made. Ved sadanne problemstillinger er det oplagt at anvende
finite element metoden til at gennemfare en analyse af temperatur- og varmestrams-
forhold.

Der findes et stort udvalg af beregningsprogrammer, der bygger pa finite element
metoden som en generel Igsningsmetode til partielle differentialligninger. Men der
findes ogsa programmer, der indrettes til Iasning af fagspecifikke omrader — i dette
tilfeelde altsa varmeledningsproblemer. Programmerne opbyggespa en made, sa der
stort set kun skal gares rede for geometri, materialeegenskaber og randbetingelser
(og evt. begyndelsesbetingelser), hvorefter elementopdeling og l@sning foregar au-
tomatisk. Her skal blot naevnes nogle fa eksempler pa sadanne programmer:

Programmet CALFEM® /11/ bestar af et udvalg af elementligninger, en samleproce-
dure og en ligningslaser i form af MATLAB-rutiner (m-filer), og programmet skal der-
for afvikles under MATLAB. Programpakken er primaert udviklet til undervisningsbrug,
idet der manuelt skal udarbejdes en programstump med de ngdvendige procedure-
kald, ligesom geometrien skal opbygges manuelt.

Programmet THERM /12/ er et fuldt feerdigt program til beregning af 2 D stationaer
varmeledning med grafisk input af geometri og automatisk netgenerering. Program-
met har den szerhed, at der ikke direkte beregnes varmestramme men at disse fas
som en akvivalent transmissionskoefficient U,p, hvorefter varmestremmen ma be-
regnes ud fra den temperaturforskel, der er anvendt ved beregningen.

Sluttelig skal naevnes programmet COMSOL Multiphysics™ /13/, der, som navnet
antyder, kan anvendes pa stort set alle fysiske problemer der beskrives ved partielle
differentialligninger — herunder ogsa varmeledning i en, to og tre dimensioner savel
stationaert som ikke-stationeert. Her er ogsa grafisk input af geometri og automatisk
elementgenerering, samt en funktion der kan forfine den geometriske opdeling af be-
regningsomradet, hvis der er behov for dette af hensyn til beregningsngjagtigheden. |
nedenstaende analyse af en kuldebro er dette program anvendt.

Som udgangspunkt for en analyse af en kuldebro ses der pa samlingen af to beton-
sandwichelementer i en facade som vist i fig. 4.6-1. | samlingen indgar en omstgbt
stalsgjle som en del af bygningens beerende system, og her er konstruktionen mar-
kant darligere isoleret end den gvrige konstruktion.
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Udvendig facade

= Fas 10 10 mm Elastisk fuge pa bagstop

63 o +—— Forplade, beton
Polystyren
Mineraluld

Stilsajle - Se note
Bagplade, letklinkerbeton eller beton

Elastisk fuge pa bagstop

Figur 4.6-1 Kuldebro i betonsandwichelement.

Inden beregningerne foretages der en reekke forenklinger:

e der ses bort fra alle affasninger

e den viste elastiske fuge erstattes af hhv. beton og isolering i de respektive mate-
rialelag

e der regnes med samme varmeledningsevne for beton i for- og bagplade (2,5
W/mK)

e der regnes med samme varmeledningsevne for de to indgaende isoleringsmateria-
ler (0,037 W/mK)

¢ stalsgjlen (HE 120 B) regnes at have en varmeledningsevne pa 55 W/mK

e der regnes stationeert, og forholdene anses for todimensionale.

Farst skal randbetingelserne fastlaegges, og da beregningsresultatet skal anvendes i
forbindelse med en varmetabsberegning for bygningen, overholdes reglerne fra DS
418.

Indvendig temperatur t; = 20 °C, og overgangsisolans R = 0,13 m?K/W (i COMSOL
skal angives den absolutte temperatur 273,15 + 20 = 293,15 K samt varmeover-
gangstallet 7,69 W/ m?K ).

Udvendig temperatur t, = 0 °C, og overgangsisolans Rs. = 0,04 m?K/W (273,15 K og
25 W/ m“K).
Afgraensning af beregningsomradet i vaeggens leengderetning ma foretages sa langt
veek fra kuldebroen, at varmestremmen er blevet endimensional — dette anses for
opfyldt i en afstand af 1,00 m fra HE-profilets midterakse — hvor der sa er tale om en
adiabatisk randbetingelse. Da der er symmetri, kunne det veelges at leegge en adia-
batisk greenseflade gennem midteraksen, men her veelges at lsegge greensefladerne
1,00 m pa hver side af midteraksen.

Det er nu muligt at foretage inddatering i COMSOL, farst optegning af beregningsom-
radet, derefter tilknytning af materialeparametre og endelig tildeling af randveerdier.

Et udsnit af beregningsomradet kan ses i fig. 4.6-2.
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Figur 4.6-2 Udsnit af beregningsomradet og elementopdeling.

Der skal veere en stor knudepunktstaethed i og omkring stalprofilet, hvilket den auto-
matiske elementopdeling ogsa har serget for, som det fremgar af fig. 4.6-2.

Beregningsresultater fremgar af fig. 4.6-3, der viser hhv. isotermernes forlgb og var-
mestremmens retning i beregningsomradet.

Varmestrgammene gennem hhv. udvendig og indvendig rand (hver med lzengden 2
m) beregnes i programmet og er angivet i tabel 4.6.1, sammen med det antal ele-
menter omradet er opdelt i. Her er ogsa vist, hvilken indflydelse antallet af elementer
har pa den beregnede varmestrgm, ligesom der er angivet resultater fra to andre be-
regninger: samme geometri men uden stalprofil (omstgbningen udggr her en ribbe),
og samme geometri men uden stalprofil og ribbe (altsa som en vaeg med tre ubrudte
materialelag).
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Figur 4.6-3 Temperaturfordeling og varmestrgm i beregningsomradet.

Tabel 4.6.1 Beregnede varmestrgmme.

Samling med omstgbt stalsgjle

Antal elementer 1464 5856

Varmestrem ud W/m 16,291 16,274

Varmestrem ind W/m 16,286 16,275
Samling med betonribbe

Antal elementer 452 1808

Varmestrem ud W/m 16,222 16,202

Varmestrem ind W/m 16,232 16,205

Uden samling

Antal elementer 452

Varmestrem ud W/m 13,565

Varmestrem ind W/m 13,565
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Det ses af tabel 4.6.1, at tilstedeveerelsen af stalsgjlen har en ret beskeden indflydel-
se pa varmestrgmmen i forhold til betonribben (0,07 W pr. labende meter laengde af
sgjlen ved 20 °C temperaturforskel), men i forhold til den ubrudte vaeg udger mer-
tabet hhv. 2,71 og 2,64 W/m ved 20 °C temperaturforskel.

Ifelge DS 418 skal virkningen af kuldebroen indregnes i konstruktionens transmissi-
onskoefficient gennem et linjetab — den lineaere transmissionskoefficient — vy, der
deekker forggelsen af varmetabet gennem kuldebroen pa grund af todimensional
varmetab i forhold til varmetabet beregnet ved endimensional varmestrgm.

Konstruktionens transmissionskoefficient beregnet efter DS 418 fremgar af tabel
4.6.2.

Tabel 4.6.2 Beregning af transmissionskoefficienter efter DS 418.

Vaeg Ribbe
d[m] A [W/mK] R [m’K/W] R [m’K/W]

Udv. isolans 0,04 0,04

Forplade 0,065 2,5 0,026 0,026
Isolering 0,10/0,03 0,037 2,703 0,811
Bagplade/ribbe | 0,125/0,195 2,5 0,050 0,098
Indv. isolans 0,13 0,13

Sum 2,949 1,105
U [W/m*K] 0,339 0,905

Varmetabet gennem to m ubrudt veeg er saledes:
®,,,=U-B-L-At=0,339-2-1-20=13,56 W/m

hvilket er det samme som beregnet i COMSOL, forskellen skyldes afrunding ved be-
regning af transmissionskoefficienten. Da dette er den eneste endimensionale var-
mestrgm, der kan beregnes efter DS 418, nar samlingen indeholder den omstabte
stalsgijle, bliver linjetabsfaktoren:

= Q=P 1627513565\
L-At 1-20

Hvis der ses bort fra stalsgjlen, sa kuldebroen alene udgeres af betonribben, er der
to bidrag til den endimensionale varmestrem: gennem den ubrudt vaeg og gennem
ribben.

®,,=(U,-B,+U,:B,)-L-At=(0,339-(2,000 - 0,166) +0,905-0,166)-1-20 =15,44 W/m
Linjetabsfaktoren ved ribben udger da pr. spring i isoleringstykkelsen:

1@y =Py 162031544 _ ) 0o vy
2 L-At 1-20

Vi

Den beregnede veerdi er i overensstemmelse med DS 418 figur 6.10. Der skal i gvrigt
geres opmeerksom pa, at betonelementet vil indeholde andre ribber end den her om-
talte, samt at der indgar stritter og stropper, som der ikke er taget hensyn til i dette
beregningseksempel.
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For at afrunde denne analyse af kuldebroen optegnes forlgbet af den indvendige
overfladetemperatur i fig. 4.6-4, saledes at der kan foretages en vurdering af risikoen
for kondens.

Tenperstre [C])
s ® s
Er & 2

154
4 €8 Q.6 04 €.2 0 0.z 04 0.6 0.8 1

Figur 4.6-4 Overfladetemperaturen
pa indvendig side.

Da overfladetemperaturen ligger over 18,4 °C, er der i praksis naeppe risiko for dan-

nelse af overfladekondens.

0000000000000 0000

73



APPENDIKS

Udetemperatur

Udelufttemperaturens variation over aret kan ses i tabel A.1. Tabellen viser middeltemperaturen for de
enkelte maneders middel- og maksimumsdggn. Desuden viser tabellen typiske temperaturvariationer
over dggnet pa klare dage.

Tabel A.1. Udetemperaturer maned for maned ifglge 15 ars vejrdata samt typisk temperaturvariation
over dggnet p klare dage. /9/.

Maned Middeltemperatur Middeltemperatur Typisk
for middeldggn, for temperaturvariation
°C maksimumsdggn over dggnet
°C °C
Januar -1,0 3,9 5,0
Februar -0,5 4,2 6,0
Marts 1,9 6,3 7,5
April 5,9 11,2 9,0
Maj 10,9 15,9 11,5
Juni 15,2 20,0 12,0
Juli 16,1 21,0 12,0
August 15,9 20,5 11,0
September 12,9 16,9 9,0
Oktober 8,9 13,7 7,0
November 4,5 10,0 5,0
December 0,8 6,0 5,0
Solindstraling

Solindfaldet pa en udvendig bygningsflade omfatter den direkte, den diffuse og den reflekterede

solstraling. Tabel A.2 viser maned for maned maksimal timevaerdi, maksimal dggnvaerdi og middel

dagnveerdi for solindfaldet pa udvendige flader med forskellig orientering.

Tabel A.2. Maksimale timevaerdier, maksimale dggnveerdier og middel dggnveerdier for solindfaldet pa
udvendige flader med forskellig orientering ifglge DRY og beregnet med BSim2000. /9/.

Maned Maksimal timeveerdi, Maksimal dggnveerdi, Middel degnveerdi,
Wim? Wh/m2dggn Wh/m2dggn
Lodret Vandret Lodret Vandret Lodret Vandret
N aN S N aN S N N S

Januar 78 388 848 260 288 1152 4464 1224 168 372 1104 | 480
Februar 183 597 992 478 744 2112 4848 2760 384 768 1824 | 1128
Marts 173 612 1004 | 655 912 2868 5976 4128 672 1380 | 2328 | 2064
April 204 814 895 825 1680 4500 5184 6576 1224 | 2436 | 3024 | 3792
Maj 316 834 763 880 2040 4644 5400 7896 1824 | 3240 | 3432 | 5232
Juni 277 904 697 913 2616 5100 4752 8016 2112 | 3300 | 3192 | 5472
Juli 270 874 686 892 2328 4716 4848 8016 1920 | 3132 | 3096 | 5136
August 211 | 733 [ 862 | 792 1560 | 4092 | 4800 | 6335 1368 | 2568 | 3312 | 4296
September | 187 743 854 687 1296 3036 4512 4728 864 1812 | 2712 | 2688
Oktober 114 572 900 500 648 2040 5064 2832 432 912 1944 | 1368
November 84 372 861 310 360 1140 3984 1488 216 420 1224 | 624
December 57 247 760 203 216 696 3192 768 120 228 744 336
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Solindfald

Solindfaldet gennem et vindue bestemmes af:

q)sol = g ' fB “lafsk fskyg ' fglas : Avin : Isol (AS)
hvor

d)sol er solindfaldet [W] eller [Wh]

g er rudens g-veerdi

fB er vinkelfaktoren

fafsk er afskeermningsfaktoren

fSkyg er skyggefaktoren

fglas er vinduesarealets glasandel

A ervinduesarealet [m?]

ISOI er det samlede udvendige solstraling pa glasfladen fra den direkte,
indirekte og reflekterede solstraling [W/m?] eller [Wh/m?]

f[3 er en faktoren der korrigerer for g-vaerdiens afthaengighed af indfaldsvinklen og den
kan normalt seettes til 0,9.

Tabel A.3. U- og g-veerdier for forskellige rudetyper. /9/.

Type U-veerdi, g-veerdi
W/K m?
Et-lagsrude med almindeligt glas 5,9 0,86
To-lags rude med almindeligt glas 2,9 0,76
To-lags rude med ét lag energiglas type 2 1,4 0,66
To-lags rude med ét lag energiglas type 3 1,1 0,60
Tre-lags rude med almindeligt glas 1,9 0,65
Tre-lags rude med ét lag energiglas type 3 0,9 0,48
Solafskeermende energiruder 1,1-1,4 0,2-0,5

Type 2: Softcoated fg = 0,1. Type 3: Softcoated fe = 0,04.

Tabel A.4. Vejledende afskeermningsfaktorer f for to forskellige rudetyper i afheengighed af af-
skaermningens type og farver. /9/.

Afskeermningstype Afskeaermningsfaktor
To-lags rude med almindeligt To-lags rude med ét lag
glas energiglas type 3
lys middel mgark lys middel mark

Udvendig afskeermning

Rullegardin 0,35 0,20 0,20 0,35 0,20 0,15
Persienne 30° 0,30 0,20 0,15 0,30 0,15 0,10
Persienne 60° 0,15 0,15 0,10 0,15 0,15 0,05

Afskeermning mellem termorude
udvendigt og ét lag alm. glas indvendigt

Persienne 30° 0,45 0,45 0,50 0,55 0,70 0,80
Persienne 60° 0,30 0,40 0,50 0,40 0,60 0,75
Gardin, aben vaevning 0,65 0,65 0,65 0,70 0,75 0,80
Gardin, teet veevning 0,45 0,45 0,50 0,50 0,60 0,75
Indvendig afskarmning

Persienne 30° 0,60 0,70 0,80 0,70 0,80 0,90
Persienne 60° 0,45 0,60 0,75 0,60 0,75 0,85
Gardin, &ben veaevning 0,70 0,75 0,80 0,80 0,85 0,90

Gardin, teet veevning 0,55 0,65 0,75 0,65 0,75 0,85




Tabel A.5. Skyggefaktoren fsyg for normalt indbyggede vinduer
uden udheeng eller andre skyggende konstruktioner. /9/

Vinduesorientering
Omgivelser
NV og N@ @,SogV
0° hgjdevinkel (fri 0,9 0,9
horisont)
10° hgjdevinkel 0,9 08
30° hgjdevinkel 0,8 0,5

Tabel A.6. Korrektioner til skyggefaktoren i afhaengighed af
udhaeng og skyggende konstruktioner. /9/

Korrektion til
skyggefaktor
Indbygning
Uafskeermet (glasflade flugter med +0,1
yderveaegsflade) -0,1
Dybt murhul
Udhaeng
Lille udhaeng -0,1
Stort udhaeng -0,2
Konstruktion pa siderne
Lille skygge -0,1
Stor skygge -0,2




LITTERATUR

w N

. Carslaw, H.S. and Jaeger, J.C. (1976) Conduction of Heat in Solids. The Clar-

endon Press, ISBN 0198533039.

MATLAB®, The MathWorks Inc.

DS 418: 2002 Beregning af bygningers varmetab, 6. udgave. Dansk Standard,
Kgbenhavn.

DS/EN ISO 10211-1:1997 Kuldebroer i bygningskonstruktioner. Varmestregm-
me og overfladetemperaturer. Del 1: Generelle bestemmelser. Dansk Stan-
dard, Kgbenhavn.

Steen-Thade, M. (1992) Numerisk beregning af to-dimensional varmeledning
under stationaere forhold. Instituttet for Bygningsteknik, AUC. R9220, ISSN
0902-7513.

BSim - Brugervejledning. Version 5.7.1.19. (2007). Statens Bygge-
forskningsinstitut, Kgbenhavn.

Jensen, J. M. og Lund H. (1995). Design reference year, DRY - et nyt dansk
referencear. Meddelelse nr. 281. Laboratoriet for Varmeisolering, (nu
BYG*DTU) Danmarks Tekniske Universitet, Lyngby.

SBl-anvisning 196: Indeklimahandbogen, (2000). Statens Byggeforsk-
ningsinstitut, Kgbenhavn, ISBN 8756310412.

SBl-anvisning 202: Naturlig ventilation i erhvervsbygninger. Beregning og di-
mensionering, (2002). Statens Byggeforskningsinstitut, Kgbenhavn,
ISBN 8756311281.

10.Saabye Ottosen, N. and Petersson H. (1992): Introduction to the finite element

method. Prentice Hall, ISBN 0134738772.

11. CALFEM - A finite element toolbox to MATLAB. Version 3.3, (1999).

Structural Mechanics, LTH. Sweden. ISSN 0281-6679.

12. THERM 5.2 Simulation Manual (2006). Lawrence Berkeley National Labora-

tory, University of California.

13. COMSOL Multiphysics. COMSOL AB, Sweden.

7



