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Forord

Naervarende noter er specielt skrevet til kurset i bglgehydraulik, som er pla-
ceret pa konstruktionsliniens 7. semester pa bygningsingenigruddannelsen pa
Aalborg Universitet, 2000.

Kurset ligger i forlaengelse af strgmningslaerekurset og er samtidig en introduk-
tion til kurset kysthydraulik. Noterne deekker 5 forelaesninger:

e Definitioner. Udledelse af hastighedspotentialet.

e Partikelbaner, hastigheder og accelerationer. Trykfeltet.

e Shoaling, refraktion, diffraktion og brydning.

e Preasentation af uregelmaessige bglger. Tidsdomaeneanalyse af bglger.
e Bolgespektre. Frekvensdomaeneanalyse af bglger.

Noterne er baseret pa nedenstiende eksisterende noter og leerebgger, hvorfra
ogsa mange figurer er hentet. En detaljeret oversigt over litteratur indenfor
emnet findes bagest i noterne.

e H.F.Burcharth: Bglgehydraulik, AaU (1984)
e H.F.Burcharth og Torben Larsen: Noter i bglgehydraulik, AaU (1988).
e Zhou Liu and Peter Frigaard: Random Seas, AaU (1997)

e Ib A.Svendsen and Ivar G.Jonsson: Hydrodynamics of Coastal Regions,
Den private ingenigrfond, DtU.(1989).
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Kapitel 1

Fanomener, Definitioner og
betegnelser

1.1 Bglgeklassifikation

Man kan skelne mellem flere belgetyper alt efter hvordan bglgerne er dannet
og hvordan deres periode er.

Bglgefenomen Oprindelse Periode
Vindstuvning Vindpévirkning af vandoverflade 1 - 30 dage
Tidevand Manens og solens gravitation ca. 12 og 24 timer
Barometrisk bglge MAindring 1 lufttryk 1 - 20 timer
Tsunami Jordskeelv, undersgisk vulkan 5 — 60 min.
Seiches,

vandspejlssvingninger i  Resonans af langperiodiske kompo-
bugter og havnebassiner mnenter i bglgegrupper,
surf beat og tsumanis 1 — 30 min.
Surf beat, svingning af
middelvandspejl pa kyst Bplgegrupper 0,5 — 5 min.

Jord(klippe)skredshalge

Dgnning Vindgenererede bglger < 40 sek.
Vindgenererede bglger Vindpavirkning af vandoverflade < 25 sek.

I praksis opfattes faenomenerne i forste gruppe ikke umiddelbart som bglger,
men derimod som langsomme @enringer af vandspejlets beliggenhed. Sddanne
feenomener betegnes derfor vandstandsvariationer, og beskrives udfra middel-
vandstanden betegnet MVS.

I det fglgende beskrives kun bglgefeenomener knyttet til kortperiodiske bglger.
Ved kortperiodiske bglger forstas typiske vindgenererede bglger, dvs. bglge-



perioder mindre end ca. 40 sek. Denne gruppe indeholder ogsa de for danske
farvande vaesentligste bglgefzenomener.

1.2 Beskrivelse af bglger

En vindblest havoverflade fremstar med en meget uregelmaessigt bglgende
overflade, hvor bglger tilsyneladende ustandseligt opstar og forsvinder, hvor
mindre krusninger og bglger overlejrer stgrre bglger og hvor bglgerne vandrer
med forskellig hastighed og tildels forskellig retning. Et detaljeret beskrivelse
virker saledes umulig, og det er derfor ngdvendigt med nogle forenklinger, som
gor det muligt at beskrive de stgrre karakteristiske s&endringer i bglgemgnsteret.

Bglgerne klassificeres saledes efter deres energiudbreddelsesretninger 1 to over-
ordnede typer:

Efter bglge- 2-dimensionale (plane) eller sakaldte lang-

ortogonalretningen: kammede bglger (typisk dgnninger pa flade kys-
ter)

Med retningsspredning 3-dimensionale eller sakaldte kortkammede

i horisontalplanet: bglger (typisk vindgenererede stormbglger)

I resten af disse noter betragtes bglgerne som 2-dimensionale og bglgerne be-
skrives v.h.a. en linezer bglgeteori, den sakaldte Stokes 1. orden teori.



1.3 Definitioner og betegnelser

q 1 5 Top .
a’Y /{T__‘\ 'Y H _- : MVS i
_/r Y s
* Dal )
Vanddybde, h xu
g : Y (L
H bglgehgjde
a bglgeamplitude
n Vandspejlsudsving i forhold til MVS
L balgelengde
H
A bglgestejlhed
L
T =~ bglgeperiode, tid imellem to toppes passage af samme vertikal
o
e er bplgeformens udbredelseshastighed, fasehastigheden
U horisontal partikelhastighed
w vertikal partikelhastighed
2m
k= — Dbglgetal
7 glgeta
2w . : :
W= cyklisk frekvens, vinkelhastighed
h vanddybde
Balgefront
Bglgefronter
Balgeortogonal
T Balgefront
Bglgeortogonaler /






Kapitel 2

Lineser bglgeteori

2.1 Fysisk analyse af ikke-brydende bglger med
bundgranselag

I det fglgende vil vi opstille en teori for ikke-brydende bglger med bundgraense-
lag. En analysen gennemfgres med det formal at opstille simple men fysisk set
relevante hydrodynamiske antagelser, som kan danne grundlag for udledelse
af analytiske udtryk for parametre som partikelhastighed, partikelbaner, tryk
my:

(NS EN o
; ‘ X, u

U min 0 max 0 min

‘ 1 Faseforskel imellem

‘ r hastighed og acceleralion
du o
a0 7 i g Mg o Vekselvirkning imellem

‘ ‘ inerti— og lrykkrefter.

5 gu .on, .0u . 1 @p
%E 0 max 0 min 0 f gt "Wax tWaz ~ p Ox

e = B — — = @ - = w-— - - @

Sma hastighedsgradienter
du

0z, dv.s8 Tepe=0

Ingen turbulens, Ty~ 0

Grenselagstykkelse, éd<h,
store gradienler, men kun
i det tynde grenselag.

Separalion Separation Separation

Figur 2.1: Observerede partikelbevaegelser i bglger.



Grunden til den hurtigere vending af hastigheden naer vaeggen er, at % er
neesten konstant over graenselagets tykkelse (6 meget lille), hvor de sma par-
tikelhastigheder (lille inerti) medfgrer en hurtigere respons pa trykgradienten
end i den fri strgmning.

I grenselaget dannes hvirvler (rot@ # 0), som delvis transporteres ud i den
fri strgmning. Kun en lille del af de skabte hvirvler transporteres ud i den fri
strgmning, da hvirvlerne pa grund af hurtige skift i partikelhastighederne i
bglgen vil modarbejde sig selv. Graenselaget pavirker siledes neesten ikke den
fri strgmning.

u _ Bw ., Bu

ggrwnselaget er rotif = 52— 52 ~ &% idet w ~ 0 og dermed er ogsd 2—;] ~ (. Da
U

52 antager store vaerdier er rotationen # 0, men skifter fortegn, nar partikel-
hastigheden vender. Uden for greenselaget antages strgmningen rotationsfri ud

fra folgende raesonnement:

Da de viskose kraefter ~ 0, og da de ydre kraefter i alt veesentligt er
konservative, dvs. energibevarende (kun gravitation og trykkreefter
fra vinden, idet vindforskydningsspanding og overfladespaending er
negligeable), vil rotationen vaere konstant iflg. Kelvin’s teorem. Da
rotv = 0 oprindeligt, vil dette fortsat vaere geeldende.

Konklusionen af ovenstdende er, at den fri strgmning (bglgerne) med god
tilnsermelse ma kunne betragtes som en potentialstramning.

Hastighedspotentialet er en funktion af z, z og t, ¢ = p(z, z,t). Bade ¢(z, 2, )
og p(z, z,t)+ f(t) vil repraesentere det samme hastighedsfelt (u, w), idet (g—‘; ; g—f)
er ens. Referencen for tryk vil imidlertid vaere forskellig.

Med indfgrelsen af ¢ reduceres antallet af ubekendte fra tre (u,w,p) til to
(,p).
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2.2 Hydrodynamiske grundligninger.

Fra strgmningsleeren (potentialteori) hentes fglgende hydrodynamiske grund-
ligninger:

Kontinustetsligningen for usammentrykkelig veske (2D)

ou Ow ——
554_5_0 eller divv =0 (2.1)

Beveegelsesligningen

Newton’s 2. lov for en partikel med massen m pavirket af de ydre kreefter 3 K
er, m ‘ft—‘; =K.

d"
0 d—: = —gradp+ pg (+ eventuelle viskose kreefter) (2.2)
Bernoulli’s ligning
p 1/ 2 dp _
gz+;+§(u +w)+a—0
2 2
p,1((dp Oy O
L W A0 — — =) 2
gz+p+2((8x) +(6z) ) ot (2:3)

Laplace-ligningen (plan strgmning)

o Py
Tt oy =0 (2.4)

Lgsning af ligningssystemet:

(2.3) og (2.4) er 2 ligninger med 2 ubekendte (p,p). (2.4) kan lgses separat,
safremt randbetingelserne kun indeholder ¢ = (z, z,t). Herefter kan p findes
af (2.3). For potentialstrgmninger kan p derfor opfattes som en slags reak-
tion pa det allerede bestemte hastighedsfelt, en reaktion som i ethvert punkt
selvsagt ma opfylde bevagelsesligningerne (Newton’s 2. lov).

11



2.3 Randbetingelser for plane periodiske bglger
pa konstant vanddybde:

Vi forudsezetter usammentrykkelig vaeske og rotd = 0.

Randbetingelse ved bund

Ingen gennemstrgmning

n =7 (xt)
=1 eller a—(p =1 ‘LA»
oz — «

forz=—-h (2.5)
h

v=(u,0)
—

A
//,///,,/ s

Randbetingelse ved fri overflade
En partikel i overfladen forbliver i overfladen (kinematisk randbetingelse).
Den kinematiske randbetingelse kan udtrykkes ved at overfladens vertikale
hastighed skal veere lig med partiklens vertikale hastighed, dvs.
dn On dndx On On
w = —=—+——=—+_—u, eller
dt ot Jdxrdt Ot Oz (2.6)

0 0 dn 0
@ on , On Oy

. . B for z =
0z gt = Ox 0% n
Dette indses ogsa af fglgende figur.
dx dx=udt overflade, t+dt
dn —— 1
Fw udt y : wdt
S Y overflade, t
91 gt
at oty
— Z
AT}

S S

Trykket i overfladen er lig atmosfzretrykket (dynamisk randbetingelse).

Den dynamiske betingelse udtrykkes som fglger, idet vi seetter atmosfaeretrykket
po = konstant langs overfladen, dvs. py = po(t), altsa kun funktion af tid. Ind-
saettes i (2.3), hvor hgjresiden jo netop udtrykker et konstant tryk pr. mas-
setaethed, fas

dp  po

p 1/, 2 _ _
gz+;+2(u —E—w)Jra#; for 2 =5

12



som 1 greensefladen z = 5 hvor p = p, antager formen

1((0p\*  (00\*\ , 0¢ _
gn+2((6m) +(§) 570 for z=1n (N

Dette kan ogsa fas af (2.3) ved at p regnes som overtryk over atmosfaeretrykket.

Randbetingelse udtrykkende konstant bglgeform (periodicitetsbetingelse)

Periodicitetsbetingelsen afspejler det forhold, at der er tale om en fremadskri-
dende bglge med konstant form. Dette lzgger et band pa den made, hvorpa n
og i (dvs. overflade og hastighedsfelt) kan variere med z og t (dvs. sted og
tid).

Kravet om konstant form medfgrer, at

n(z,t) =n(X +nL,t) =n(X,t+nT), hvor n=1,2,3,...

t e papm

T n
)q’—\ 2 X
— X -x x+1L :

L=zgs P o

Dette krav opfyldes, safremt (x,t) kombineres i variablen (L% - 97), idet

T](L% —:L‘) :n(L(tL;Q— (a:—i—nL)) = (L% —m).

Da den variable gnskes beskrevet pa dimensionslgs form kan den udtrykkes
som %’T (L% — sc) = (% — %), hvor faktoren 27 er tilfgjet af hensyn til
senere beregninger.

Vi har siledes formuleret periodicitetskravet til

t T

n=mn(0) og ¢=w(@,z) hvor 8 =2r (T - E) (2.8)

Indfgres k = 2% og w = 2% fas
0 = wt — kz (2.9)

Vi skal kontrollere, at (2.8) og (2.9) svarer til en fremadskridende bglge, dvs.
at for en given 7 skal z vokse med ¢. Af (2.9) ses, at for konstant 0, dvs. en
given #, vil dette veaere tilfzeldet, idet

1
Indfores + istedet for — 1 (2.9) skifter bglgen udbredelsesretning.

13



Diskussion af lgsningsmuligheder:

3290 aﬁfp
-lign. —t+ —= = 2.1
Laplace-lign 522 T 5,2 0 (2.10)
Oy
Bundrandbet. e 0 for z=-h (2.11)
Z
an 0On o
Kin. randbet. Op 01 4ol PE o n (2.12)

0z Ot Oz oz

1({ [0\ [(30\? d¢
Dyn. randbet.  gn+ 3 ((%) + (Bz) o 0

forz=n (213)

Periodicitet  n(z,t) og ¢(z, z,t) =

n(8) , (8, 2)
hvor 0 = wt — kx

En analytisk lgsning viser sig umulig.

Dette skyldes de ikke-linezere randbetingelser ved den fri overflade, samt det
forhold, at den fri overflade, 1, er en overtallig ubekendt, som ikke indgar i
ligning (2.4), der kun er i ¢. Der mangler saledes en styrende ligning, hvor 7
indgar.

En matematisk forenkling er pakraevet.

Antager vi, at H/L << 1, dvs. lille bplgestejlhed, viser det sig, at rand-
betingelserne kan lineariseres og at 1 kan elimineres svarende til, at betingelserne
med god tilneermelse kan anvendes for z = 0 i stedet for z = 7.

14



Linearisering af randbetingelser:
Kinematiske randbetingelse:

g—i:% g—zg—(’; for z=n (2.14)
Leddenes indbyrdes st@rrelsesorden vurderes som fglger, idet o betegner stgr-
relsesorden. Det viser sig, at partiklerne i dybtvandsbglger folger cirkulare
baner. Diameteren i en cirkulserpartikelbane er H, og i lgbet af en periode
T gennemlgbes saledes en hel cirkelbevaegelse. Hastigheden kan derfor ap-
proksimeres med mH/T.

— - -
W max U max Ui
\) H Dybtvandsbelge
ma:ca—(’o = g = mH =g (E)
ox S r T
Tmsz—ai'i = Whsan = mH =@ (H)
0z “ T T
on H
o~ (2)
% = & (%) , idet n  eendres H over tiden 7'/2

Af (2.14) fas

(7)o (7)o (1) (7)

hvoraf ses, at sidste led er en stgrrelsesorden mindre end de andre led, idet
% << 1. (Raesonnementet kan veere farligt, idet vi ikke har taget samtidighe-
den af leddenes veerdier i regning).

Den lineariserede kinematiske randbetingelse bliver saledes

dp I

P | f - 2.18
Imidlertid ved vi ikke, hvor overfladen ligger. En yderligere forenkling sgges.
%f, som er det eneste led i (2.18) der athaenger af 2, raekkeudvikles derfor i en
Taylor raekke til bedgmmelse af mulighederne for bortkastning af hgjere ordens
led.
Idet a repraesenterer en afvigelse fra variablen z kan

1) = Fl@) + =2 )+ C o priay v+ B 0y 1 R

n!
Differentiationerne f’, f”, ... udfores med hensyn til den variable z.
Alternativt kan skrives

Do ), A

flz+ A2) = f(2) + — f(2) + () +...

15



Altsa fas

g—f(x,n,t) = g—f (z,0,t) + % g%,{gﬂ;t)
= ‘;—f(:g,o,t) +i'”-[ (Lifgﬂl} Yo (219
idet %i—f + 227(’20 =0 er benyttet.
Dan=o(H) og %zx—f =0 (% g—(’;) = (% g—f), idet v = o(w), fas af (2.19)
RO
g—f(m,n,t) = ?Tf(a:,(],t) +o(H)o (_Ll —g—f) o g—i(x, 0,t) , da % ez 1,

Regnes derfor i (2.14) og (2.18) med z = 0 i stedet for z = n, svarer dette til
at udelade det lille andenordensled.
Den lineariserede kinematiske randbetingelse forenkles herefter til

op _on

al for =10 (2.20)

Den fejl, der begas ved at bestemme ¢ langs linien z = 0 i stedet for langs
kurven z = 7, er saledes lille af anden orden.

Dynamisk randbetingelse

1 {00\ (0o\" dp _ _
g+ 3 ((%) + (5; E_O for z=1n (2.21)
0
Til vurdering af leddet %%’s stgrrelse benyttes % %% = % (g_i) = (Z::

0 (Op\ 1 9p\ _Ou _ HiTY B H
dvs.ég(at)—a(zb?)—at —a(—T ),1detu_a(?).

Heraf fas
Dy H
w=o(lm) (2.22)

Yderligere haves

BEBRIORICORERIE

16



dvs., at de kvadratiske led er sma af hgjere orden og bortkastes derfor. Altsa
fas

0

Problemet med den ukendte beliggenhed af overfladen, n er dog stadig til stede.

—C‘O, som er det eneste led i (2.23), der athenger af z, undersgges derfor ved

reekkeudvikling.
Do Oy n 0 (dy

H? H H .
=0 (—2) =0 (f) o (L TQ) hvilket er

H 0p Oy
o(f 5?) dvs. << —.

Andet led i (2.24) er dermed lille af hgjere orden og bortkastes, svarende til at

der i (2.23) regnes med z = 0 i stedet for z = 7.
Den lineariserede dynamiske randbetingelse forenkles herefter til

gn + g—f =@ for 2=0 (2.25)

De lineariserede randbetingelser (2.20) og (2.25) kan samles i én overfladerand-
betingelse. Differentieres (2.25) med hensyn til ¢ fas

on Py

e = —_— = & — 2.26

9% + 542 0 for z=0 (2.26)
Ved indsaettelse i (2.20) fas
dp 1 8%

= — f = 2.27

s & 7 o 0 or z=10 (2.27)

Det bemaerkes, at den ubekendte n nu er ude af randbetingelserne.

17



Vi kan nu resumere det matematiske problem som fglger:

dg 1 0%
e =0
dz ate
z=0 5
dg 2 aEyp D O
£ (0,2, i B8 e oud e OBy o
ix (0,z,t) 522 EPY 0 e (E;z;t) Ax (0,z,t+T)
Z=—
x=0 6 =L
2 _g x
dz

Periodicitetsbetingelsen kan som anfgrt i det foregdende indfgres ved at er-
statte de variable (z,t) med 6 givet ved (2.9), dvs. at Laplaceligningen og

randbetingelserne omskrives saledes at (6, z) i stedet for ¢(z, z,1).

Vi vil derfor skifte koordinater fra (z,t) til (f) i Laplaceligningen og i rand-

betingelserne.

Idet sammenhaengen imellem z, t og 0 er givet ved (2.9), § = wt — kx findes

o0 o020 o
dr 00 dr 00

o _0(%) _o(X) o _0(BR) .
dz2 ox 00 oz o0 VLS 802

og tilsvarende

Oy Op 00 Oy
ot 20 ot 00"
%p 0%
E T

Indfares nu (2.29) i Laplaceligningen (2.4) fas

Indfgres (2.30) i den fri overflade randbetingelse (2.27) fés

Oy WP _

il g £ =
8z+9892 or =10

Randbetingelsen ved bunden er usendret.

&

Periodicitetsbetingelsen %g 0.2,8] =
Forz=0o0gt=1t fas, 2
2

6
Forz=Logt=1 — @

D
=

Il

=)
e Ml

Il

T % — 27.
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(L, z,t) sendres som fglger:

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)



Ved brug af (2.28) findes, idet (x,t) erstattes af 8

k&p(Qwi,z)——ka—(p(Qw%—Zﬁ, z) ,

06 T 06
som skal gezlde for alle ¢ og dermed ogsa for ¢ = 0. Idet periodiciteten kunne
veaere udtrykt for z = — L i stedet for z = L ses, at fortegnet for 27 kan sendres.

Altsa fas

Oy _ 0
—k 50 (0,2) = —k % (27, 2) (2.33)

som er den omformulerede periodicitetsbetingelse.

2.4 Lgsning af Laplaceligningen
Laplaceligningen forsgges lgst ved separationsmetoden. Vi indfgrer nu
p(0,2) = f(0)- Z(2) (2.34)
i(2.31) og far
Kf'Z+2"f=0
som ved division med ¢ = fZ giver

f’h’ B ZH‘
—k? =7 (2:35)

Da, venstre side kun afhzenger af 6 og hgjre side af z ma begge sider veere lig
den samme konstant, som benavnes A\2. Altsa fas to ligninger

f”+A—2f~0 (2.36)
K2 '
Z"—XZ =0 (2.37)
Ligning (2.36) har lgsningen
A
f = Ajcos (% 9) + Assin (E 9) = Asin (2 0 + 5) (2.38)

hvor § kan sattes lig 0 svarende til et passende valg af nulpunktet for 6 = (z, t).
Altsa fas

£ = Aot (2 9) (2.39)
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Periodicitetsbetingelsen (2.33) giver ved indsattelse af (2.34)
F'(0) = f'(2m)
Af (2.39) fas f' = A2 cos (% 9) hvorved

A A A A A
AECOS(EO)—Ak—AkCOS (EQ?T) 3 dVS.
A
2= hvor n=1,2,3... (n#£0, da A #£0)

Indsaettes i (2.39) fas

[ = Asin(nf) = Asin (% (wt — 2% x))

Da z = L skal svare til én bglgeleengde, ma % =1, dvs. at kun n = 1 kan vare
en lgsning. Dette ses ogsa direkte, nar det erindres, at § = 27 netop svarer til
én bglgeleengde.

Altsa fas
f=Asind (2.40)
Ligning (2.37) har lgsningen
Z =By e™ + e (2.41)
Idet stnhz = i’;—_m og coshr = % og vi veelger By = BZLC og C = B—;Q
samt indfgrer A = &, jf. ovenstaende, fas
Z = Bceoshkz+ C sinhkz (2.42)

Integrationskonstanterne A, B og C i (2.40) og (2.42) bestemmes af rand-
betingelserne.

Indfgres (2.34) i bundbetingelsen (2.5), 92 = 0 for z = —h, fas

Z'=0 for z=-h
som indfart i (2.42) differentieret giver
Bk sinh(—kh) + C kcosh(—kh) =0 eller B = C cothkh

idet sinh(—z) = —sinh(z) og cosh(—z) = cosh(z).
Ligning (2.42) bliver nu

Z = C(cothkhcoshkz+ sinhkz)

&
= — (cosh kh cosh kz + sinh kh sinh kz)
sinh kh

cosh k(z + h)
- —— b il 2.43
¢ sinh kh ( )
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Ved indsettelse af (2.40) og (2.43) i (2.34) fas

B cosh k(z + h)

A sinh kh
Konstanterne A og C bestemmes nu ved hjelp af den lineariserede dynamiske
randbetingelse (2.25), n = —é % for z = 0, der udtrykker overfladeformen.

ot
Ved brug af (2.44) findes

sind (2.44)

w AC cosh kh ool

= —— 2.45
2 g sinh kh ’ )

hvor stgrrelsen —;7’ AC i‘z’gg ’;2 abenbart reprasenterer bglgeamplituden a = %[

Bglgeformen er da givet ved

H
n=acos = - cos(wt — k) (2.46)

og hastighedspotentialet (2.44) ved
_agcoshk(z+h)

— Lo B - 2.47
© ila— s sin(wt — kx) (2.47)
Sammenhzngen imellem w = % og %27 og dermed storrelsen ¢ = ¥ = %
kan bestemmes ved at anvende (2.44) i den fri overfladebetingelse (2.32), %f +
“’?2 %29—‘5 = forz=0Q.
o sinh ,k(z+h) .
Idet 22 = :
gy = AON—= .
0%y cosh k (z + h) .
IP _ 4PN ing
%% 02 S T L
findes ved indsettelse i (2.32) og division med AC
w? = gktanh kh (2.48)
eller idet vi indfgrer w = 2% i = %’l—r ogL=c-T
gL 2mh
=4/ =—tanh —— 2.49
c \/ 5 tan 7 (2.49)

Ligningen viser, at bglger med forskellig bglgelaengde i almindelighed udbreder
sig med forskellig hastighed, dvs. bglgerne er dispersive. Ligningen benavnes
derfor dispersionsligningen, hvadenten den er formuleret som (2.48) eller (2.49).
Anvendes (2.48) i (2.47) fas folgende alternative formulering af hastighedspo-
tentialet

cosh k(z + h)

=— i f — 2.5
@ ac—— sin(wt — kx) (2.50)
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2.5 Partikelhastigheder og -accelerationer

Ved differentiation af (2.47) eller (2.50) findes partikelhastighedsfeltet

U= g% = JF;C(ﬂfﬂ) % cos(wt — kx)
= WT{{ cosgﬁézkz i) cos(wt — kx) (2.51)
w:g’z = —%k%sin(wt—kz)
= —WI;H smziézk—; h) sin(wt — kz) (2.52)
= — af)k sz)ifk; h) sin(wt — kx)

Teoretisk gzelder udtrykkene kun for % << 1, dvs. i intervallet —h < Z ~ 0.
Imidlertid er det praksis at anvende udtrykkene ogsa for endelige positive og

negative veerdier af n, dvs. ogsa for z = 7.

Accelerationsfeltet for partiklerne findes ved differentiation af (2.51) og (2.52)

ou coshk(z+h) .
ow sinh k(z + h)
o=0 -5 -m -3 -z

 —

Z
|2
\j

_—
\"
0 TN x
\

u og wie
9u Q min 0 max 0
at
aw : .
LA Is g i
at min 0 max 0 mir
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2.6 Trykfeltet

Trykvariationen beregnes af Bernoulli’s ligning (2.3)

p 1[0\ (9e\") 90 _
gz+p+2 ((Brﬂ) + (82) o =0 (2.55)

Referenceudtrykket for z = 0, dvs. atmosfaeretrykket er her sat = 0. Det falger
heraf, at p regnes som overtryk over atmosfaerisk tryk. Ifplge udledningerne
vedrgrende linearisering af den dynamiske graensebetingelse er de kvadratiske
led sm4 af hgjere orden. Den linariserede Bernoulli ligning bliver da

7]
gz-l-g—l-é;i:() (2.56)

Vi definerer nu det dynamiske tryk pg; som overtrykket over det hydrostatiske
tryk (og atmosfeerisk tryk jf. ovenstaende), dvs.

pa=p—pg(—2)=p+pgz (2.57)
som indsat i (2.56) giver

_ Oy

Af (2.57) fas nu
H coshk(z+h)

= L o t—k 2.59
Pi=¥4 5 cosh kh cos(w 2 (2.59)
Idet n = & cos(wt — kz), ses at
hk h
pd:pg'n%, som iz =0 giver p;=pgn (2.60)
.——"—____—-*‘—l
4\(,0@”7
= For z > 0, hvor tidligere
re(=2{ AN\ p udledninger ikke geelder,
= A regnes med hydrostatisk
trykfordeling.
z=—h %
F i 7 /ir 4
pPgh |
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Bolgehgjdebestemmelse ved trykcellemaling:

7 Stgrst malte tryk:
max (;?T"‘
— coshk(—(h —a) + h)
pg(h‘*a’) + P 9 Mmax R

z=—h i 7  Mindste malte tryk:

coshk(—(h—a)+h
pg(h —a) + pgnmin (coihkh) )

2.7 Partikelbaner

De tidligere udledte formler (2.51) og (2.52) beskriver hastighedsfeltet med
reference til et fast punkt i rummer, dvs. en Eulersk beskrivelse. Vi sgger nu
et udtryk for partiklernes position (x(t), z(t)), dvs. en Lagrange beskrivelse.
Principielt kan dette ggres ud fra fglgende ligninger

% =B, 5t Z—i =, %, 1) (2.61)
hvor partikelhastighedskomposanterne u og w er givet ved (2.51) og (2.52).
Ligningen (2.61) kan imidlertid ikke lgses direkte pa grund af den made, u og
w athenger af z og z.

Vi prgver nu at linearisere (2.61) ved anvendelse af forudseetningen om lille
belgestejlhed, H/L << 1.

Idet vi, stgttet i tidligere beregninger af u og w samt visuelle observationer,
antager, at partikelbanerne er lukkede kurver, indfgrer vi koordinaterne til
partiklens middelposition (£, ¢). Endvidere antager vi i forlzengelse af 1. ordens
teorien, at partiklernes udsving Az, Az fra henholdsvis (£, {) er sma i forhold
til bglgelzengde, L, og vanddybde, h. Den gjeblikkelige partikelposition er da
givet ved

# =L 40T 0g z=(+ Az (2.62)
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(2.62) indsaettes nu i (2.51) og (2.52), som derefter reekkeudvikles. Led, som er
sma af hgjere orden, bortkastes. Herefter lgses (2.61) med hensyn til z og 2.
Ved brug af Taylorraekken

7@ o, 1@ o

fla+Aa) = f(@) + P Aot 1!

a; 4+ ...

fas ved indsattelse af (2.62) folgende reekkeudvikling af sinh, cosh, sin og cos.

sinhk(z+h) = sinhk(C+h)+kcoshk((+h)-AZ+...
coshk(z+h) = coshk(C+h)+ksinhk({+h)-AZ+...

(2.63)
sin(wt — kz) = sin(wt — k&) + (—k)cos(wt — k) - Az + ...
cos(wt — kz) = cos(wt—kE) — (—k)sin(wt — k&) - Az 4+ ...
Indseettes i (2.51) og (2.61) fas for z koordinaten
dx mH coshk(C+ h) + kA zsinh k(¢ + h)
gz mH t—k
dt T sinh kh o~ 8]
+k Az sin(wt — k£))
Idet kAz og kAz = cr( ) << 1 ses at
dv _mH coshk({+h)
—T — 2.64
at = T  sinhkh cos(wt = kt) (2:64)
og tilsvarende
dz 7H sinhk(C+h) .
—_— - t—k 2.65
ESTT oogn ] )
Ved integration findes
_ TH cosk B+ ) sin(wt — k&) +C (2.66)

T Tw  sinhkh

Denne ligning kan skrives som

z=Ksin{wt — k&) +C eller Ksinf+C, hvor 0 har cyklus 27.
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27
Middelpositionen £ =7 = Qif Ksinddd+C =0+C, altsa C =¢&.
7 Jo

H coshk({ + h)

& = £ S " sinh kR sin(wt — k&)
og ved tilsvarende beregninger (2.67)
A = P H sinh k(¢ + h) ———

2 sinhkh
(2.67) kan skrives som

z—& = A({)sinb

z—C¢ = B(()cost
Ved kvadrering og summering findes, idet v/cos?0 + sin?d =1

2 2
() +(w) =
A(¢) B(¢)

dvs. ellipser med centrum (&, ¢) og A(¢) og B(({) som henholdsvis horisontal
og vertikal halvakse. Generelt er halvakserne funktion af ¢, dvs. af dybden.

For dybtvandstilfeldet & > 1 | svarende til kh = 2 > 1 geelder, at cosh kh ~
1€ og sinh kh ~ ;"

» coshk(C+h) __ coshe cosh kh+sinhkC-sinh kh
Ved brug af =5~ = = findes

AlQ) = e L

- —
Pt T
H L
= 7=

dvs. cirkulzre partikelbaner med radius A = B.

For dybden z = —% er radius kun ca. 4% af .
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For fladvandstilfeldet 2 < L svarende til kh = 2% < 7 findes, idet cosh kh =~
1 og sinh kh ~ kh

H 1
AQ) ~ 5 , altsa konstant over dybden
H
B(¢() =~ = k(C+h) , altsa linezert aftagende med dybden.
Generell:

MVS

cos hk(¢+h)
sinh kh

L

H
2

\1\1 _L“fo H sin hk({+h)
A

2 sinh kh

|

| H
| sinh kh
[t e

r

Forskellen pa partikelbanerne er illustreret nedenfor for tre vanddybder.

P
= ~
2
7 7,

.

Fladvand 2 <L o ho 1
L 20 Dybt vand T >0

. - - /H b

Ved lille stejlhed lukkede baner (generelt ellipser): N
Ved stor stejlhed abne baner, dvs. netto vandtransport: D

Den tilhgrende transporthastighed er dog selv ved stejle bglger mindre end 4%

af c. Nedenfor er retningen af hastigheden optegnet samt partikelbaner opteg-
net over en periode.

u max

AN TN SN T
NIANIZANANS AW

Umaz < € ved dybvandsbglger. For H/L = 1/7 findes tma, = 0,45¢
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2.8 Diskussion af dispersionsligningen

Ser vi pa udtrykket for hastighedspotentialet, (2.50),

__Hccoshk(z+h) (2—7%—2%)
2 sinh kh T L
ses, at fastleggelse af en bglge pa en given vanddybde h kreever specifikation
al H,p. loog T.

Imidlertid er disse stgrrelser ikke uafhangige. For eksempel er sammenhangen
imellem ¢, L og h givet ved dispersionsligningen, (2.49),

2
c—\/ tnth

og ¢, L og T er forbundet ved ¢ = T'

Det kan derfor konkluderes, at safremt h og H er givet, hvilket vil veere det
almindelige, beh@ver blot én af stgrrelserne ¢, L og 1" at veere specificeret.
Det simpleste er, hvis h, H og L er givet (geometrien fastlagt), idet vi da ved
(2.49) kan finde c og dermed T' = =

Imidlertid har man oftest givet T i stedet for L, da T er lettere at male. Vort
ligningssystem er uheldigvis indrettet saledes, at L ikke kan findes explicit for
given h, H og T. Dette ses ved omskrivning af (2.49) til
g/I* 2rh
L =="—tanh — 2.68
2w L ( )
L skal findes ved iteration.

Vi antager nu dybtvandsbglger, dvs. h — oo eller kh — oo. Indices 0 anvendes
for dybtvandshglger, for eksempel er L, dybtvandsbglgeleengden. Af (2.68)
findes nu

T 2
Li=2" eller T=, Ly eller o=, > (2.69)
2m g ko

dvs. at lengden kun er bestemt af perioden. (Der er ingen indices pa T, da
denne ikke varierer med vanddybden.)

Idet cosha og sinha — % e® for @ = 00 og tanha og cotha — 1 for o — o0
findes fplgende af (2.50), (2.51), (2.52) og (2.59)

HyL :
@ = _;—TO "% sin(wt — ko)
H,
u = % e** cos(wt — ko)
. (2.70)
w o= 7% "% sin(wt — ko)

o f
Da = pPg 70 "% cos(wt — ko z)
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Selv om formlerne er udledt for graensen kh — oo gaelder de med god tilnsermelse
for A/L > 1.

For fladvandsbglger, dvs. kh — 0, findes tilsvarende af (2.49) eller (2.68), idet
tanha - afora—0

gT4h L?
D=2, T= 5 L=Tyeh, e=\gh @7

Udbredelseshastigheden er saledes kun afhaengig af vanddybden og ikke af pe-
rioden. Fladvandsbglger er altsa ikke-dispersive, saledes at alle komponenter
udbreder sig med samme hastighed.

Idet cosha — 1 , sinha — a og tanha — o for a — 0 findes

H L coshk(z+h)

- in(wt — k i il
® 5T — sinh kA sin(w z) ikke tilnzermet
H L
U = Eﬁcos(wt—kx)
TH z4+h .
e sin(wt — kz)
H
Pa = ngZJrhcos(wték;c)

Formlerne galder med god tilnzrmelse for A/L < %

2.9 Boglgers energiindhold

Nar vi taler om bglgers energiindhold, tenkes der normalt pa indholdet af
mekanisk energi, hvilket vil sige kinetiske energi og beliggenhedsenergi. Ind-
holdet af kinetisk energi skyldes partiklernes hastigheder. Indholdet af be-
liggenhedsenergi (potentielenergi) skyldes overfladens flytning fra middelvand-
spejlet.

Mengden af varmeenergi indeholdt i bglgen har ingen interesse, eftersom varme-
energi aldrig kan konverteres til mekanisk energi igen. Transformationen af
varmeenergi til mekanisk energi er derimod interessant, da det beskriver 'tabet’
af mekanisk energi. Tabet 1 mekanisk energi skyldes hovedsagligt bplgebrydning.
I beskrivelsen af visse faenomener, som f.eks. bglgebrydning er det ngdvendigt
at kende mangden af energi som transformeres.

Energiindholdet i bglgen kan vises at udbrede sig i bglgens udbredelsesretning.
Faktisk er bglgens udbredelsesretning defineret, som den retning energien ud-
breder sig i.
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Kinetisk energi:

Hvis vi betragter ideale vaesker, er der ingen turbulent kinetisk energi tilste-
de. Vi betragter derfor partikelhastighederne, som skyldes ’selve’ bglgen. Den
gjeblikkelige maengde kinetisk energi per volumenenhed e (f)er:

esld) = Spu?+ud)

2
ex(0) = }p(&)Q[coshzk(z + h)cos®d + sinh®k(z + h)sin®0)]
g 2"\ 2sinhkh
_ 1 gkH? 2 . 33
ex(0) = 7 Smh%h[cos 0 + sinh’k(z + h)] (2.72)

Den gjebliklige maengde kinetisk energi per enhedsareal i det horizontale plan
E,(0), findes ved at integrere e, (0) fra bunden (z = —h) til overfladen (z = 7).
Da det matematisk er uhyre kompliceret at udfere denne integration, veelges
det istedet kun at integrere fra bunden (z = —h) til middelvandspejlet (z = 0).

1 gkH? 1 /0
E(0) = - 2 —f 2 h) —11d
(0) 4ps7jnh2kh(hcos 0+ 5 _h[cosh k(z + h) — 1]dz)
1 1 okh 1
E.(0) = — 2 4L Tpa H2 20— 2.73
% (0) 6P9H” + 2py Smh%h[ws 2] (2.73)

Hvis vi midler over en periode T eller en bglgeleengde L (hvilket er det samme

for bglger med konstant form), fis det gennemsnitlige indhold af kinetisk energi
E, = lng2 (2.74)

16

Potentiel energi:

Nar vaesken er usammentrykkelig, og der ses bort fra overfladespeendinger

stammer alt den potentielle energi fra tyngdekraefterne.

Den gjeblikkelige meengde potentiel energi E,(#) per enhedsareal i det hori-

zontale plan er:

n 0
E,(0) = f_h pgzdz—/'_hpgzdz
n
Ey(0) = fopgzdz
1
Ep(0) = 5pgn’ (2.75)

Hvis vi midler over en periode T eller en bglgelzengde L, fas det gennemsnitlige
indhold af potentiel energi E), til:

1
E, = 599?72
1 H?> .
B, = ipchoszﬁ (for lineaere bglger)
1 ;
B = —pgH* 2.76
p T (2.76)
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Den totale energiteethed per enhedsareal i det horizontale plan E findes som
summen af den kinetiske energiteethed Fj plus energiteetheden af den poten-
tielle energi E,.

E=FE,+ Ep
B= %ngQ (8.77)

Energiindholdet i bglgerne kan ikke relateres direkte til en energiligning for
belgens beveegelse. Her er det ngdvendigt at betragte den gennemsnitlige energi
(over en periode), der transmiteres gennem et fastholdt vertikalt snit, integreret
over vanddybden. Hvis snittet er parallelt med bglgens front og har en bredde
pa 1 m, betegnes den gennemsnitlige transmiterede energi for energi fluxen £;.

] MWL > X

i
E:l faz  |n
udt

FI777777757777 PPPPP7 2Pl 7l 7777777777

Figur 2.2: Definitionsfigur for beregning af energiflux.

Vi betragter det viste element. Energifluxen gennem det viste lodrette snit
bestar dels af den transporterede maengde mekanisk energi indeholdt i kontrol-
volumet, og dels af tilvaeksten i kinetisk energi, d.v.s. de ydre kreefters arbejde.

Ydre krefters arbejde:

P4 et vertikalt element dz virker den horisontale trykkraft pdz. I lgbet af
tidsrummet dt bevaeger elementet sig afstanden udt mod hgjre. Det udfgrte
arbejde A (kraft x vej) bliver saledes

A=AFE,=pudzdt

Mekanisk energi:

1
E = [pgz+ ip(u2 + wH)u dz dt
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Den gjebliklige energiflux E¢(t) per enhedsbredde per tid bliver efter bortkast-
ning af hgjere ordensled, sendring af gvre integrationsgranse samt indtroduk-
tion af overtrykket p* = p + pgz (p* omtales ogsa som det dynamiske tryk):

7 1
Ey(t) = fh[p + pgz5p(u’ + w*)udz
0
Ei(t) = [ pTudz (2.78)
~h
Den gennemsnitlige energiflux E; (benavnes blot energifluxen) beregnes ved

at integrere udtrykket 2.78 over en periode T, samt indsatte udtrykkene for
ptoog u.

Er = E4(t)
1 2kh
By = —pgH*[l+—— 2.79
d 1677 A +3mh2kzh} 279
By = Feg (2.80)
hvor vi har introduceret energiudbredelseshastigheden ¢, = c(% + ﬁh’;ﬂ)

Energiudbredelseshastigheden ¢, beskriver, hvor hurtigt bglgens energi ud-
breder sig. Energiudbredelseshastigheden benavnes ogsa ofte gruppehastighe-
den.

—— ¢, gruppehastighed, energiudbredelseshastighed

A

Cg=C¢C ved fladvandsbglger
1
o /\\//\\//\\/\ Cg=5°C ved dybtvandsbalger
Eksempel
“ Stenkast 1 vand forarsager

ringbglger, hvor den enkelte
bglge overhaler gruppen og
forsvinder, medens ny bglger
dukker op inderst i ringen.

Cg
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Hvis fordelingen af den transporterede energi ned over vanddybden betragtes
vil vi observere, at i dybtvandsbglger, d.v.s for en hgj kh ligger det meste af
energien tzt pa vandspejlet. Nar vanddybden falder bliver energien mere og
mere jzevnt fordelt ned over vanddybden. Dette er illustreret i figur 2.3.

1.0 4 kh
0.9 25.0
08 +—+r At e e e 20.0
1 1 I ST S I . — -15.0

=06 wsssssnsscssns. | (). (¥

%0 5 L 7.5

) 0.4 4 ;;" 5.0
o3 il 40
0.2 3.0
01 2.0
0.0 4 ; 1 . : i : 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figur 2.3: Fordelingen af den transporterede energi over vanddybden.
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2.10 Vurdering af lineser bglgeteori

Pa de foregiende sider er den simpelste matematiske model af bglger udviklet
og beskrevet. Det er indlysende for alle, som har besggt kysten, at virkelige
balger ikke er regelmaessige og sinusformede. Spgrgsmalet er: Hvornar, og i
hvor hgj grad vi kan anvende linezr bglgeteori for regelmaessige bglger til
beskrivelsen af virkelige bglger samt den pavirkning, som disse bglger pavirker
kyster, skibe og konstruktioner med.

Den udviklede teori baserer sig pa, at bglgerne er dels regelmessige og dels
linesere. I langt den overvejende del af ingenigrpraksis anvendes linesr teori.
Det er dog sadan, at det er normalt at anvende linezer teori for uregelmaes-
sige bglger. I slutningen af neerveerende kursus vil vi tage hul pa linesere ure-
gelmaessige bglger. P& naeste semester vil teorier for bglger med endelig hgjde
(ikke-linezere bglger) blive introduceret.

For at skelne mellem linezer og ikke-lineaer bglgeteorier klassificeres bglgerne
efter stejlheden.

H/L —0, bolger med lille amplitude
1. ordens Stokes belger, linezere bglger,
Airy bglger, harmoniske bglger

H/L > 0,01, bglger med endelig hgjde

hgjere ordens bglger, eks. 5. ordens Stokes
balger.

Selvom den beskrevne teori har visse begransninger, er det vigtigt at erkende
at vi allerede nu (efter 2 kursusgange) kan beskrive bglgerne pa fornuftig made.
Det er faktisk imponerende, hvor langt man kan komme med lineaer bglgeteori.

Fysisk set er forskellen mellem linezer teori og hgjere ordens teorier, at hgjere
ordens teorierne medtager indflydelsen af bglgen selv pa dens parametere. Der-
for bliver overfladeprofilet, bglgeleengden og udbredelseshastigheden alle funk-
tioner af bglgehojden.

Linear bglgeteori forudsiger at bulgetoppe og bglgedale er af samme stgrrelse.
Teorier for bglger med endelig hgjde forudsiger derimod, at bglgetoppen er
omkring dobbelt sa stor som bglgedalen. For design af f.eks. niveauet af top-
sites til offshore konstruktioner, er det derfor vigtigt at forsta denne forskel.

Linezer balgeteori forudsiger lukkede partikelbaner. Teorier for bglger med en-

delig hgjde forudsiger abne partikelbaner, hvilket medfgrer en netto vandtrans-
port.
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Kapitel 3

Andringer i bglgeformen

De fleste har vel den erfaring fra kysterne, at bglgerne sendrer sig nar de naermer
sig stranden. Roligt vejr, nar der kun lgber mindre dgnninger ind mod stran-
den, er sarligt egnet til disse iagttagelser.

Befinder man sig langt fra stranden, vil bglgebevaegelsen virke meget beske-
den. Hvis man malte bglgerne , ville man se, at de meget neer var sma linezere
bglger, d.v.s. sinusbglger. Leengere inde kan man iagttage, at bglgerne rejser
sig og maske bryder.

Bglgernes rejsning skyldes i princippet tre ting. For det forste medfprer den
mindre vanddybde, at bglgernes udbredelseshastighed bliver mindre, hvorved
bglgeleengden bliver mindre, og dermed bliver bglgestejlheden stgrre. For det
andet vokser bglgehgjden nar udbredelseshastigheden bliver mindre. Grunden
hertil er at da energitransporten skal veere konstant ma bglgehgjden gges nar
udbredelseshastigheden falder. Herved bliver bglgestejlheden altsd ogsa stgrre.
Endelig medfgrer den forggede stejlhed, at bglgerne efterhanden sendrer karak-
ter i retning af hgjere ordens bglger, hvilket forgger det umiddelbare indtryk
af at bglgerne vokser.

Endringen af bglgeformen er udelukkende en konsekvens af den randbetingelse
der siger, at bunden skal veere en stremlinie. Teoretiske beregninger af bglgers
brydning efter potentialteorien giver saledes resultater, som kan reproduceres i
laboratoriet. Forklaringen gaende ud pa at bplgernes brydning skyldes, at frik-
tionen ved bunden bremser den nederste del af belgen ma derfor vaere forkert.

En anden og umiddelbart selvfolgelig iagttagelse er at bglgerne altid lgber ind
mod kysten. Vi har alle en fornzemmelse af at bglger normalt udbreder sig i
vindens retning. Altsd ma tilstedeveerelsen af kysten sendre bglgeudbredelses-
retningen.

Pa Grenen nord for for Skagen kan dette faenomen let studeres.
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3.1 Shoaling

Vi betragter et 2-dimensionalt problem, hvor bglgerne udbreder sig vinkelret
ind mod kysten. Vi antager desuden

e Bundhaldningen varierer kun langsomt.

e Der er ingen energiudveksling mellem ortogonaler vinkelret pa kysten.
(I praksis er nok at antage at energiudvekslingen er konstant).

e Der foregar ikke bolgebrydning.

e Bolgeperioden T (og dermed frekvensen [ eller vinkelfrekvensen w) zn-
dres ikke.

Figur 3.1: Definitions figur til bestemmelse af 2-dimensional shoaling.

Energiindholdet i en bglge er per overflade areal

1
F= gpngz (3.1)
Energifluxen P gennem et lodret snit er energiindholdet E gange med energi-

udbredelseshastigheden ¢,
P =.koe, (3.2)

1 1 kh
P=_pugH? - 5+ 3.3
P98 Gt SinhiaRn)) 8:3)
Eftersom den mangde energi der tilfpres kontrolomradet ifglge forudsaetnin-
gerne m vaere lig med den maengde energi der fjernes fra omradet (energi-
bevarelse) folger det at

EA.ct=EB.c" (3.4)
HE = HA,| 2 (3.5)
g%



Ovenstaende formel kan anvendes mellem to vilkdrlige snit, men ofte antages
det at A-snittet leegges pa dybt vand og felgende formel fremkommer

H Co

_—= KS = o 3-6

T . (3.6)
Koeflicienten K, kaldes for shoaling koefficenten. Som vist 1 figur 3.1 falder
shoaling koefficienten fgrst til lidt under 1, nar bglgen beveeger sig ind pa
Javere vand. Men herefter vokser kocfficienten kraftigt.

Alt i alt kan det konkluderes at bglgehgjden vokser nar bglgen bevaeger sig ind
mod kysten. Eftersom bglgelzenden samtidigt mindskes vokser bglgestejlheden
altsa. Bolgestejlheden vil vokse og vokse indtil bglgeformen bliver ustabil og
bglgen bryder.

1

10 r r

e : = -
10° 10”7 10° 10'

Figur 3.2: Variation af shoaling coeflicienten K, og den dimensionslgse dybde-
parameter kh, som funktion af koh, hvor kg er dybvandsbplgetallet.
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3.2 Refraktion

Da bglgens udbredelshastighed ¢ aftager med aftagende vanddybde (bglge-
leengden bliver kortere), vil bglger som lgber skeevt ind mod en kyst drejes
saledes, at de til sidst naesten lgber vinkelret ind mod kysten.

Figur 3.3: Foto visende refraktion. Belgerne drejer nér de nsermer sig kysten.

Generelt vil bglgens udbredelseshastighed variere langs bglgefronten. Resul-
tatet er at bglgefronten vil have en tilbgjelighed til at fa samme form som dyb-
dekonturerne. Bglgeortogonalerne (som jo stir vinkelret pa bglgefronterne) vil
ikke veere rette linier, men de vil derfor bgje af i samme takt som bolgefronterne
drejer. Resultatet er at bglgeortogonalerne konvergerer eller divergerer afheen-
gigt af de lokale dybdekonturer.

Vi betragter et eksempel, hvor bglgerne udbreder sig skrat ind mod kysten. Vi
antager desuden

e Bundheldningen varierer kun langsomt.
e Der er ingen energiudveksling mellem ortogonaler.
e Der foregar ikke bglgebrydning.

e Bylgeperioden T (og dermed frekvensen f eller vinkelfrekvensen w) sen-
dres ikke.
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belgefront kontrolomréade

Figur 3.4: Refraktion af regelmaessige bglger over paralelle dybdekonturer.

Den energiflux P,,, som passerer snit by vil pa grund af energibevarelse vaere lig
med den energiflux P, som passerer snit b. Eftersom laengden af bglgefronterne
sendres vil bglgehgjden ogsa sndres.

= B? g0 «b=2 (3.7)
bo
H‘m, b” = (3.8)
HF’UAK K, (3.9)
1 kh

)

hvo =c¢ (= + —

vor, &g =¢- (5 + Sk k)
K, betegnes refraktionskoefficienten. Vi vil i det fglgende kort gennemga en
metode til beregning af refraktionskoefficienten.

Vi kan simpelthen stille og roligt optegne bglgefrontens sndring over en givet
bundtopografi ved langsomt at ’steppe’ igennem problemet. Der veelges et
stykke bglgefront pa dybt vand. Nu beregnes bglgeudbredelseshastigheden 1
hver ’ende’ af dette stvkke bglgefront. Pa grund af forskellige vanddybder vil
hastighederne vare forskellige. Nu veelges der en At, som f.eks. kan veere 50
sekunder. Det beregnes, hvor langt de to ender af bglgefronten har kunne ud-
brede sig pa disse 50 sekunder. Herefter vil vi kunne optegne bplgefronten At
senere.

Det er klart at ovenstaende metode i princippet skal lgses numerisk.
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balgefront

Figur 3.5: Beregning af refraktion.

Da bglgefronterne ved refraktion drejer, vil laengden af bglgefronterne sendres.
Man kan heraf umiddelbart konkludere, at dette ma betyde en formindskelse af
bglgehgjden, hvor belgefronterne forleenges, og en forggelse af bglgehgjderne,
hvor bglgefronterne forkortes.

Figur 3.6: Refraktionens indflydelse pa belgehpjden. a) Forgget bglgehgjde ved
kystfremspring p.g.a. konsentration af energi. b) Formindsket bglgehgjde ved
fjord eller lignende p.g.a. spredning af energi. c) Forpget belgehgjde ved (bag)
undersgisk hgjdedrag p.g.a. konsentration af energi.

Af figur 3.6 kan det ses at det altid er fornuftigt ngje at overveje beliggenheden
af en bglgepavirket konstruktion. Det veere sig ligemeget om der gnskes smé
balger (smé kraftpavirkninger) eller store bglger (f.eks bglgeenergianlaeg).

[ praksis lgses refraktion/shoaling problemet altid v.h.a. en stor numerisk
bglgeudbredelsesmodel. Eksempler pa sadanne modeller er D.H.I.’s System21
eller AaU’s MildSim.
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Hvis der er kraftig strgm i et omrade med bglger vil strgmmen ogsd be-
virke en bglgeprofileendring som illustreret i figur 3.7. Hvis strgmmen virker
i samme retning som bglgeudbreddelsesretningen bliver bglgerne mere flade
og langstrakte, hvorimod bglger i modstrgm bliver kortere og stejlere. Denne
tilhgrende sndring af fasehastigheden medfgrer, at bglgerne drejer hvis strgm-
retningen og bglgeudbreddelsesretningen ikke er parallelle. Dette faenomen
kaldes strgmrefraktion.

S =p medstram

AN .

S 4= modstrem

Figur 3.7: Bolgeprofileendring p.g.a. strgm.
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3.3 Diffraktion

Stiller man sig og betragter bglgeuroen i en havn, vil man observere bglgeuro
ogsa i omrader, som egentlig ligger i lae af molerne. Denne uro skyldes, at de
indkommende bglger bgjer af rund om molehovederne (vi ser bort fra reflek-
tion). I le af molen vil bglgen udbrede sig nasten cirkelformet med molehoved
som centrum, med hastigt aftagende bglgehgjde ind langs fronten. Vi siger at
bglgen diffrakteres.

Figur 3.8: Diffraktion om molehoved.

Bglgeuroen i en havn er bestemmende for skibes bevaegelser ved kaj, og dermed
for stgrrelsen af skibenes dgdtid samt kreefter i trosser og fenderveerk. Ogsa
besejlingsforholdene og sedimenttransporten er influeret af bglgerne. Ligeledes
spiller diffraktionen en rolle ved beregning af krafter pa store offshore kon-
struktioner og vindmgllefundamenter. Det er derfor vigtigt at kunne bestemme
balgehajden overalt.

Fra lyslaeren kendes fzenomenet diffraktion. Da de grundlaeggende ligninger for
de fleste bglgefsenomeners udbredelse formelt er de samme, kan vi drage nytte
af en lgsning udledt for elektromagnetiske bolgers bgjning om en halvuendelig
skeerm (Sommerfeld 1896).
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Figur 3.9: Diffraktion om en mole

Af figur 3.9 ses @ndringen i bglgehgjde. De viste tal er den sakaldte diffrak-
tionskoefficient K4, som defineres som den diffrakterede bglges baglgehgjde di-
videret med den indkommende bglges bolgehgjde. Figuren er udformet under
forudsztning af, at den retlinede konstruktion, som bglgerne diffrakteres om,
er fuldstaendig absorberende.

Den forgaende beskrivelse (Sommerfelds lgsning) er baseret pa en antagelse om
konstant udbredelseshastighed for bglgen. Som vi alle ved afhaenger bglgens ud-
bredelseshastighed af vanddybden, og der er derfor implicit antaget konstant
vanddybde.

I en forste designfase af en havn eller en anden legivende konstruktion er
diffraktionsdiagrammet en uvurderlig hjelp. Et endeligt design eller en dyb-
gaende analyse af en havn vil derimod skulle baseres pa fysiske modelforsgg
eller advancerede numeriske modelberegninger.

En stgrre matematisk udledning forer frem til de sakalde Mild-Slope ligninger
og Boussinesq ligninger. Det ligger udenfor noternes fagomrade, at foretage
denne udledning, men det skal blot naevnes at kommercielle bglgeudbredelses-
modeller er baseret pa disse ligninger.

Generelt lgses bglgeudbredelsesproblemerne (d.v.s. shoaling, refraktion og dif-
fraktion) samlet 1 en sidan numerisk model. Eksempler pa en sddan model er
som tidligere neevnt D.H.I.’s Mike21 eller AaU’s MildSim model.
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Figur 3.10: Diffraktionsdiagram for fuldsteendig absorberende mole.
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Figur 3.11: Et eksempel pé& bglger i Grenaa Havn beregnet v.h.a. MildSim.
Figuren viser bglgehgjderne i havnemundingen.
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3.4 Bglgebrydning

Bglgemalinger under stormperioder viser, at bglgehgjderne naesten aldrig bliver
stgrre end ca. 1/10 af bglgeleengden. Hvis vi i laboratoriet forsgger at generere
hgje beglger, opdager vi, at det kun er muligt at producere bglger med hgjde
pa optil mellem 1/10 og 1/8 af bglgelzengden. Forsgger vi at g leengere, ser vi
at bglgerne bryder.

Populeert siger vi, at bglgen bryder nar partikelhastigheden u overstiger bglgens
udbredelseshastighed c.

rM'nnct.a:,z?.:[) =cC =
H
7 = 0.142 - tanh(kh) (3.10)

For fladvandsbglger, d.v.s. nir % < L reduceres formel 3.10 til

H<

=

8-h (3.11)

I naturen finder man aldrig to ens bglger, og derfor vil brydningen ske pa
forskellig méde. Imidlertid kan man konstatere, at bglger bryder pa i hvert
fald tre principielt forskellige mader. Det bemaerkes, at bglger pa dybt vand
bryder ved topbraending, nar vindens pavirkning har frembragt relativt stejle
bglger.

7

SN AL Limit of turbulence
T — v 7 7
Spilling breaker
2 1
i : 7@@256 :)i—>§‘>%-
T E T P 7
Plunging breaker
£ 543 2 1 SWL
Surging breaker

Figur 3.12: Forskellige brydningsformer
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Brydningsformen afheenger generelt af bglgestejlheden og bundens haldning.
Figur 3.13 indikerer bglgebrydningsformens afhaengighed af bglgestejlhed og

bundheldning.
Bundstejlheden
4
0,1 1 7
Sutging Pl#ﬂﬂim qu
a,05 k& / T
0,02 L7 Bglgesteilheden
g - P4 dybt wvand
0,062 0,004 .o:;oﬂ ' 0,01 o2 '°:" 5’;“ 508

Figur 3.13: Bglgebrydningsformens afhaengighed af bglgestejlheden og bund-

heeldningen.

Ind gennem bglgebrydningszonen ser der henholdsvis en seenkning og en haevn-
ing af MVS. Sznkningen af MVS sker fgr bglgebrydning og betegnes Set-
down. Normalt er Set-down ubetydelig. Haevningen af MVS betegnes Set-up,
og sker som fglge af, at bglgehgjden aftager ind gennem bglgebrydningszonen.
Desuden kan de brydende bglger generere kraftige strgmme langs kyster, hvor
bglgeortogonalerne ikke er vinkelrette pad bundkurverne. I forbindelse med ero-
sion af kysten medvirker denne bglgegenererede strpm til at fgre sediment veek

fra erosionsomradet.
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Kapitel 4

Irregular Waves

4.1 Vindgenererede bglger

Hvis man tager ud til kysten og betragter bglgerne, vil det vaere indlysende at
bglgerne ikke er regelmzaessige. Bolgerne vil bestd af en blanding af mindre og
stgrre bglger samt kortere og leengere balger. Det kan ofte veere ngdvendigt at
kunne beskrive en sgtilstand mere nuanceret end det er muligt v.h.a. regelmaes-
sige linezere bglger.

De fglgene to afsnit beskriver, hvorledes vandoverfladen kan analyseres v.h.a
standard tidsserie analyse.
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4.2 Time-Domain Analysis of Waves

Definition of the individual wave : Zero-down crossing

The individual wave is defined by to successive zero-down crossings, cf. 4.1. For
many years it was common to use zero-up crossings to define a wave, but due to
the asymmetry of natural waves, the greatest wave forces are often experienced
when the wave front hits a structure. That’s one of the main reasons why IAHR
(1986) recommended that the height of a wave is defined as the height from a
trough to the following crest in a time series. Fig. 4.2 is an example of surface

,,,](t) o zero—downcrossing point
/\S\j/\ N :

T1 T2

Figur 4.1: Individual waves defined by zero-down crossing.

elevation recordings. The application of zero-downcrossing gives 15 individual
waves (N=15). In Table 4.1 the data are arranged according to the descending

order of wave height.

n{) (m) o zero—downcrossing point

= N

0
—1
-2
-3

O]
wave no. O @ @ O @ @ 0 OO CBG® G

Figur 4.2: Application of zero-down crossing.

Table 4.1. Ranked individual wave heights and corresponding periods in Fig. 4.2.

rank % 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
H (m) 5.5 4.8 4.2 3.9 3.8 34 29 2.8 27 23 22 19 1.8 1.1 023
T (s) 12,5 13.0 12,0 11.2 152 85 11.9 11.0 9.3 10.1 7.2 56 6.3 4.0 0.9
wave no.

in 4.2 7 12 15 3 5 4 2 11 6 1 10 8 13 14 9




Characteristic wave heights and periods

Usually a surface elevation recording, exemplified in Fig. 4.2, contains more
several hundred individual waves.

Both wave height and wave period can be considered as random variables,
which have certain probability distributions.

Before these distributions are discussed, some definitions of characteristic waves
will be given.

Mean wave: H, T
H and T are the mean values of the heights and periods , respectively, of all
individual waves. Table 4.1 yields

— 1 28 . 1 Is
H==>H =29m T =—>T = 925s
15 4 15 =

Root-mean-square wave: H,p;s
This wave has a height defined as

1 i
H = b H?
TIms l;V' o 1
From Table 4.1 is found
1 15
H,. . = —ZHE = 3.20m
15 =

Significant wave: H,, T or Hyys, Th, ,

The significant wave height is the average of the wave heights of the one-third
highest waves. The significant wave period is the average of the wave periods
of the one-third highest waves. From Table 4.1 one finds

H, = 444m T, = = > T; = 128s i is the rank no.

5
=1 =1

1
Hs:g

The significant wave is very often used as the design wave. The reason might
be that in old days structures were designed an a basis of visually observed
waves. Experiences show that often the wave height and period reported by
visual observation correspond approximately to the measured significant wave.
Therefore the choice of significant wave as design wave can make use of the
existing engineering experience.
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Maximum wave: Hyop, TH,...
This is the wave, which has the maximum wave height. In Table 4.1,

Hopor =5.5m Tg...= 123838

Note, however, that H,,,, is a random variable which depends on the number
of individual waves in the time series.

The maximum wave from a long time series corresponding to a storm with a
return period of e.g. 100 years is often chosen as the design wave for structures
which are very important and very sensitive to wave loads.

Highest one-tenth wave: Hyj10, T,

Hi 10 is the average of the wave heights of the one-tenth highest waves. Ty, i
is the average of the wave periods of the one-tenth highest wave.

Wave height with exceedence probability of a%: H,x

It is often practical to denote a wave height according to the probability of
exceedence. Examples are Hy 1y, Hiy, Hoy etc. In many situations Hy 19 in
the 100 year storm is used as the design wave.




Distribution of individual wave heights

Histogram of wave heights

Instead of showing all individual wave heights, it is easier to use the wave height
histogram which gives information about the number of waves in various wave
height intervals. Fig. 4.3 is the histogram of wave heights corresponding to
Table 4.1.

I Number of waves: n

Total number N=15
AH=1 m

Figur 4.3: Wave height histogram.

Non-dimensionalized histogram
In order to compare the distribution of wave heights at different locations, the
histogram of wave heights is non-dimensionalized, cf. Fig.4.4.

probability density f=

H
N A=)
| H Rayleigh distribution
H
A(f)
b
0.97 z n : number of waves in interval
0.77 N : total number of waves N=15
058 - average wave height H=2.9m
Hy _
0.39 A(—_H—) = 0.345
0.19
- s
0 0.34 069 103 1.38 1.72 2.07 H

Figur 4.4: Non-dimensionalized wave height histogram.
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When A(H/H) approaches zero, the probability density becomes a smooth
curve. Experience and theory have shown that this curve is very close to the
Rayleigh distribution in case of deep water waves. In other words, the individ-
ual wave heights follow the Rayleigh distribution.

Rayleigh distribution
The Rayleigh probability density function is defined as

i ™

H
= e —_— 2 = = 4.]_
f(z) 5 T exp( 4$) where 7= (4.1)
The Rayleigh distribution function is
F(z) = Prob{X <z} = 1 — exp (—%2) (4.2)

Relation between characteristic wave heights

H
probability density f(f)

Rayleigh distribution

1/3 area

average of 1/3 area

Figur 4.5: Relation between H, and H.

If we adopt the Rayleigh distribution as an approximation to the distribution
of individual wave heights, then the characteristic wave heights Hy/10, Hyys,
H, s and H,9 can be expressed by H through the manipulation of the Rayleigh
probability density function.

Hypo = 203H
Hys = 160 H
Hyms = 113H (4.3)
Hyy = 223H

Fig. 4.5 illustrates how to obtain the relation between H, and H.
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The Rayleigh distribution function given by H, instead of H reads

F(H) = 1 — exp (—2 (5)2) (4.4)

H,

Individual wave height distribution in shallow water

Only in relatively deep water, the Rayleigh distribution is a good approxima-
tion to the distribution of individual wave heights. When wave breaking takes
place due to limited water depth, the individual wave height distribution will
differ from the Rayleigh distribution, cf.Fig.4.6.

Prob. of non—exceedence

A
99.9 *
99.0 + * L
///
///
90.0 ///’ Rayleigh
50.0 +
=
: : : —t (@)
0 1.5 3.0 45 6.0 7.0 H

¥ Formulae by Stive 1986

Figur 4.6: Comparison of the expression by Stive, 1986, for shallow water
wave height distribution with model test results. Aalborg University Hydraulics
Laboratory 1990.

Klopmann et al. (1989) proposed a semi-empirical expression for the individ-
ual wave height distribution. Researches have also been done by Thornton and
Guza (1983) and Stive (1986).

Section 4.3 gives a more detailed discussion on the validity of the Rayleigh
distribution, based on energy spectrum width parameter.



Maximum wave height H,,,;

As mentioned above H,,,, is a random variable that depends on the number
of waves in the timeseries. Below some facts about the distribution of Hpeq
are given.

Distribution of H,,u
The distribution function of X = H/H is the Rayleigh distribution

Fx(z) = Prob{X <z} = 1 — exp (—%wg) (4.5)

If there are N individual waves in a storm', the distribution function of
Xma:c — ma:ﬂ/H is

Fx,..(z) = Prob{Xme <z} = (Fx(z))"

= (1 — exXp (—g:ﬁ) )N (4.6)

Note that F, . (z) can be interpreted as the probability of the non-occurrence
of the event ( X > x ) in any of N independent trials. The probability density
function of X, is

dFan.m
FXmaa (T) = T

_ g N z exp (—%,732) (1 — exp (—%xZ) )Nl (4.7)

The density function of X and the density function of X, are sketched in
Fig.4.7.

probability density

Xmax
i fx  probability fensity
function of x
fxmclx ‘ y
Xmax probability density
N=100 =100 function of xpgx

fx
N  number of waves

Figur 4.7: Probability density function of X and Xas.

1A storm usually lasts some days. The significant wave height is varying during a storm.
However we are more interested in the maximum significant wave height in a short period
of time. In practice, N is often assumed to be 1000.
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Mean, median and mode of H,,,
Mean, median and mode are often used as the characteristic values of a random
variable. Their definitions are given in Fig.4.8.

e B “+oo
probability density ﬁ\gégn rivean =  HIX] :/ et}

edian  Typedign =

Fyx (z)=0.5

50% area
Topode — z

fx (z)=maz

Xmode *mean

Figur 4.8: Probability density function of X and Xas.

By putting egs (4.6) and (4.7) into the definitions, we obtain

/In N 0.577
Hmam me ~ I Hs 48
( ) an ( 2 \/m‘) ( )

In N
(Hmam)mode ~ T Hs (49)

Furthermore, (Hynqaz),, defined as the maximum wave height with exceedence
probability of u (cf. Fig. 4.9), is

(Hmaz)p = ; In (HNI—)) (4.10)

1—p

Obviously (Howr)metin = (Hmaz)os
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probability density f (Hmax)

H max

(H max)

Figur 4.9: Definition of (Hmgz)pu-

Monte-Carlo simulation of H,,,, distribution

The distribution of H,,,; can also be studied by the Monte-Carlo simulation.
Individual wave heights follow the Rayleigh distribution

F(H) =1 — exp ( 2 (5)2) (4.11)

The storm duration corresponds to N individual waves.

1)

Generate randomly a data between 0 and 1. Let the non-exceedence
probability F'(H) equal to that data. One individual wave height
H is obtained by (cf. Fig. 4.10)

H = FYFH) = H, \/_IHU;F(H)) (4.12)

Repeat step 1) N times. Thus we obtain a sample belonging to the
distribution of eq (4.11) and the sample size is N.

Pick up H,,q; from the sample.

Repeat steps 2) and 3), say, 10,000 times. Thus we get 10,000 values
of Haiz.

Draw the probability density of Hpuz-
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Rayleigh distribution

F: random number
between 0 and 1

=

T i— — —

Figur 4.10: Simulated wave height from the Rayleigh distribution.

Distribution of wave periods
It is summarized as

e When we talk about the distribution of wave periods, we often mean the
joint distribution of significant wave height and significant wave period.
Until now there is no general theoretical expression for the joint distri-
bution, even though there are some so-called scatter diagrams based on
wave recording. Such a diagram is valid only for the measurement loca-
tion. The relation between H, and T} is often simplified as Ty = aH?,
e.g. in Canadian Atlantic waters o = 4.43 and 3 = 0.5 (Neu 1982).

e The distribution of wave periods is narrower than that of wave height.

e The empirical relation Tr, = Tij10 & Tijs ~ 1.2 T (Goda 1985).
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4.3 Frequency-Domain Analysis

The concept of a spectrum can be attributed to Newton, who discovered that
sunlight can be decomposed into a spectrum of colors from red to violet, based
on the principle that white light consists of numerous components of light of
various colors (wave length or wave frequency).

Energy spectrum means the energy distribution over frequency. Spectral anal-
ysis is a technique of decomposing a complex physical phenomenon into indi-
vidual components with respect to frequency.

Spectral analysis of irregular waves is very important for the design of struc-
tures. For example, in the oil-drilling platform design where wave forces plays
an important role, it is of importance to design the structure in such a way
that the natural frequency of the structure is rather far away from the fre-
quency band where the main part of wave energy concentrates. In this way
resonance phenomenon and the corresponding dynamic amplification of force
and deformation can be avoided.

Some basic concepts of linear wave theory

Surface elevation

The surface elevation of a linear wave is

7w, t) = g cos(wt — kz + 8) = a cos(wt — kz + J) (4.13)
where H wave height
a amplitude, a = H/2
w angular frequency, w = 27 /T
T wave period.
k wave number, k = 27/L
L wave length

) initial phase
We can also define the observation location to £ = 0 and obtain
n(t) = a cos(wt + 6) (4.14)

The relation between wave period and wave length (dispersion relationship) is

_ P 2mh
b= o tanh( 7 ) (4.15)

where h is water depth.
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Wave energy
The average wave energy per unit area is

1 1
E = 3P 9 0 = 5P 9 a®*  (Joule/m? in SI unit) (4.16)
Variance of surface elevation of a linear wave

The variance of the surface elevation of a sinus wave is

Varp(t)] = E { ( n(t) — n(t) )2 ] (E: Expectation)

=F [(n(t))*]
Jo m(t) dt (T: wave period)

Superposition of linear waves

Since the governing equation (Laplace equation) and boundary conditions are
linear in small amplitude wave theory, it is known from mathematics that
small amplitude waves are superposable. This means that the superposition of
a number of linear waves with different wave height and wave period will be

superposition wave 1 wave 2 e wave NV
velocity potential @ = 1 + ©o 4 4 ON
surface elevation n = i & 72 A £ & NN
particle velocity U = Uy + 75 + + UN
dynamic pressure p = ol + D2 + T+ pn
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Example of variance spectrum
First we will make use of an example to demonstrate what a variance spectrum
is.

Surface elevation of irregular wave

Fig. 4.11 gives an example of an irregular wave surface elevation which is
constructed by adding 4 linear waves (component waves) of different wave
height and wave period. The superposed wave surface elevation is

4 4
n(t) = Zm(t) = Z a; cos(w;t + §;) (4.17)
ﬂ,(t) (m)
2_
\ F i i ’ i R
2 N S B b4 T=14sm ?=D.O$Hz

ﬂz(t) (rn)

N AN N NN Ly e

H=5.2m a=2.6m

20 NN N N WO T=85  §=0.125Hz

(8 (m)

2_

& /\/\\/\/\/\/\/\/\/’ t (s) ﬁ‘i‘if.ﬁn a=2.2m

-2 - T=65 f=0.167Hz
Talt)  (m)

2 - 4

o AAAAAAFAAF At (s) tio:gAm a=1.2m

-2 T=4s  f=0.25Hz
n{t) (m)

év—\\//l\//\\f\//\v/\\/ﬂw t (s) superposition

Figur 4.11: Simulation of irregular waves by superposition of linear waves.
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Variance diagram

Instead of Fig.4.11, we can use a variance diagram, shown in Fig.4.12, to
describe the irregular wave.

Variance 1502 (m2)

a : amplitude

0 = f (Hz)

Figur 4.12: Variance diagram.

In comparison with Fig.1, the variance diagram keeps the information on am-
plitude (a;) and frequency (f;, hence T; and L;) of each component, while the
information on initial phase (4;) is lost. This information loss does not matter
because the surface elevation of irregular wave is a random process. We can
simply assign a random initial phase to each component.

Variance spectral density Sy(f)

The variance diagram can be converted to variance spectrum, The spectral
density is defined as

1.2
Sn(f) = Zi

(m? s) (4.18)

where Af is the frequency band width?, cf. Fig. 4.13.

2we will see later that A f depends on signal recording duration. In the figure it is assumed
that Af =0.01Hz
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a : amplitude
\ af @ frequency band width

300
200 Af = 0.01 Hz

100 A

m = f (Hz)

Figur 4.13: Stepped Variance spectrum.

In reality an irregular wave is composed of infinite number of linear waves with
different frequency. Fig.4.14 gives an example of stepped variance spectrum.
When A f approaches zero, the variance spectrum becomes a continuous curve.

12
S,(f)=-2 2
2(f)=—— (ms)
A af
S,(f) |— — — 4 a : amplitude
af @ frequency band width

Y

= f (H
fif, T fu P

Figur 4.14: Continuous variance spectrum (wave energy spectrum).

A variance spectrum is also called energy spectrum. But strictly speaking, the
energy spectral density should be defined as

S(f) = 5”A9f“ (m? ) (4.19)

Construction of time series from variance spectrum

We can also construct time series of surface elevation from variance spectrum.
In fig. 4.14 the known variance spectral density S, (f) is divided into N parts by
the frequency band width A f. This means that the irregular wave is composed
of N linear waves

n(t) = d_m(t) = >, a; cos(wit + §;) (4.20)

=1 =1
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The variance of each linear wave is

S5 & = %a? i=1,2,---,N (4.21)
Therefore the amplitude is

a; = /2 5,(fi) Af = 1 2, vev, W (4.22)

The angular frequency is

2
w= 7 =owmf;  i=12N (4.23)
The initial phase §; is assigned a random number between 0 and 27. Hence by
use of Eq. (4.20) we can draw the time-series of the surface elevation of the
irregular wave which has the variance spectrum as shown in Fig.4.14.
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Fourier series

Conversion of irregular surface elevation into variance spectrum is not as sim-
ple as the above example, where the linear components of the irregular wave
are pre-defined (cf. Fig. 4.11). We need to decompose the irregular wave into
its linear components. First let’s see how it can be done with a known contin-
uous function z(t).

Fourier series is used to represent any arbitrary function?.

x(t)

To

Figur 4.15: Arbitrary periodic function of time.

ot 271 Qi
z(t) = ag + QZ(aicos (ﬂt) + b, sin (ﬂt))
T T

=1 0

= 2

>t

Il
=}

(a; cosw;t + b;sinw;t) (4.24)

T

where a; and b; are Fourier coefficients given by

dy = %O 70 z(t) coswt dt
i=0,1,2,--+,00 (4.25)
b = I%OUT":U(.t) sinw;t dt

Note ag = %ﬂ o z(t)dt and by = 0.

3Not all mathematicians agree that an arbitrary function can be represented by a Fourier
series. However, all agree that if z(¢) is a periodic function of time ¢, with period Tp then
z(t) can be expressed as a Fourier series. In our case x(t) is the surface elevation of irregular
wave, which is a random process. if Ty is large enough, we can assume that z(¢) is a periodic
function with period Tp.
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Physical interpretation
Now we say that the continuous function z(¢) is the surface elevation of irreg-
ular wave. 7(t) can be expanded as a Fourier series.

00
n(t) = 23 (aicoswit + bsinw;t)
=0
a; b;: Fourier coefficients
Ci
q. O A48
I
1 ; 0
1 6-, 6 = c:rctg?'I
b;

oo
5 ! 4 i
= 2) (cz- sind; cosw;t + ¢;cosd; smwit)
1=0

o0
= Y 2¢(sin 5, coswit + cosd; sinw;t)
=0

oo
= Y _2¢ sin(wit + 5, )

i=0
= Y 2¢ cos(wit + &) (4.26)
i=0

That is to say, any irregular wave surface elevation, expressed as a continues
function, is composed of infinite number of linear waves with

amplitude  2¢; = 2y/a? + b2

: 2 _ Ty
period Tﬁ—wi_i

i=0,1,---,00 (4.27)

{a;, b}, i=0,1,2,---,00, are given in Eq. (4.25).
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Discrete signal analysis

The measurement of surface elevation is carried out digitally. We do not have,
neither necessary, a continuous function of the surface elevation. In stead we
have a series of surface elevation measurement equally spaced in time, cf.
Fig.4.16.

n(t)

Figur 4.16: Sampling of surface elevation at regular intervals.

If the sampling frequency is fs, then the time interval between two succeeding
points is A = 1/f,. Corresponding to the sample duration Tj the total number
of sample is N = Tp/A. Thus we obtain a discrete time series of surface
elevation

Mo, m, T, NN-1
The Fourier coefficients
(aﬂa bO)) (ala bl)a S (a'N—la bN—l)

can be obtained by Fast Fourier Transforms (FFT)*. That is to say, the irreg-
ular wave surface elevation, expressed by digital time series, is composed of N
linear waves

N1 N-1
n(t) = d_m@) = Y 2y/a2+b? cos(wit + 6;) (4.28)
=0 =0
amplitude 2¢/a? + b? \
angular frequency — w; = 2 ,
, i=0,1,--,N—1 (4.29)
period 1= i—” = %
frequency fi=1 =14 |

4FFT is a computer algorithm for calculating DFT. It offers an enormous reduction in
computer processing time. For details of DFT and FFT, please refer to Newland (1975)

68



Therefore we obtain the variance spectrum
frequency width Af = fin— fi = T
0

L(amplitude)®  2(a? +b])

5 = = (4.30)

spectral density ~ S,(fi) =

An example of variance spectrum is shown in Fig.4.17.

Sy (f)

1

fo ﬂ f%—1 fr.\Pi TCN-1

Figur 4.17: Variance spectrum.

Nyquist frequency fryquist

Nyquist frequency fryquist 1S the maximum frequency which can be detected
by the Fourier analysis.

Fourier analysis decomposes N digital data into NV linear components. The
frequency of each component is

= e A=, o, N =1 (4.31)

The Nyquist frequency is

41 1D 1 5 1

o _ _ 24 B = 4.32
fnqust f%__l TU TD 9 T[) ( )

where f; sample frequency

A time interval between two succeeding sample points, A =1/ f;

To sample duration
N total number of sample, N = Ty/A

The concept of Nyquist frequency means that the Fourier coefficients { a;, b; },
i=0,1,---,N — 1, contains two parts, the first half part (i =0,1,---,N/2 —
1) represents true components while the second half part (i = N/2,N/2 +
1,--+,N —1) is the folding components (aliasing).
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Fig.4.18 gives an example on aliasing after the Fourier analysis of discrete time
series of a linear wave.

surface elevation (cm)

O digital sample points

2 i

o /‘e\ tme (8 riginal discrats
2 time series

_2:‘ \&e—/ \9\9

-4

Sp(f)

aliasing

i f(Hz)
spectrum from

|
discrete time series
f f% "

surface elevation (cm)

aliasing

(s) time series of
linear components
given by spectrum

(Both linear components go through all sample points)

Figur 4.18: Aliasing after Fourier analysis.
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The solution to aliasing is simple: let { a;, b }, ¢ = N/2,N/24+1,.-- N — 1,
equal to zero, cf. Fig.4.19. That is the reason why fnyeuist is also called cut-off
frequency. In doing so we are actually assuming that irregular wave contains
no linear components whose frequency is higher than fpyguist- This assumption
can be assured by choosing sufficiently high sample frequency f;, cf. Eq. (4.32).

1.2

- 2 2
Sﬂ (f) - Af (m S) a : amplitude
\ RE af ¢ frequency band width
— N : total number of sample
] | |
= f (Hz)
fU fi f; f__|

Figur 4.19: Variance spectrum after cut-off (refer to Fig. 4.17).
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Taper data window

Fourier analysis requires that 7(¢) is a periodic function with period T, it may
be desirable to modify the recorded time series before Fourier analysis, so that
the signal looks like a periodic function. The modification is carried out with
the help of taper data window.

The widely-used cosine taper data window reads

r

dit) =

b=

.

n(t)

(1 — cos

(1 + cos Ml )
0

n(t) = 7() d(t)

modified time series

Figur 4.20: Taper data window.



Characteristic wave height and period

The variance spectrum, illustrated in Fig.4.21, says nothing about how high
the individual waves will be. Now We will see how to estimate the characteristic
wave height and period based on the variance spectrum.

f (H2)
Figur 4.21: Variance spectrum.
n order moment m,
my, 1s defined as
’m ™
My = / £ S,(f) df (4.34)
0
The zero moment is
me = f S, (f) df (4.35)
0

which is actually the area under the curve, cf. Fig. 4.21.

Spectrum width parameter and validity of the Rayleigh distribution

From the definition of m,, it can be seen that the higher the order of moment,
the more weight is put on the higher frequency portion of the spectrum. With
the same myg, a wider spectrum gives larger values of the higher order moment
(n > 2). Longuet-Higgins has defined a spectrum width parameter

2
1
g = 1 = 2 (—136)
oMy
It has been proven theoretically that
spectrum width parameter wave height distribution
g =0 narrow spectrum Rayleigh distribution
=l wide spectrum Normal distribution
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In reality ¢ lies in the range of 0.4-0.5. It has been found that Rayleigh dis-
tribution is a very good approximation and furthermore conservative, as the
Rayleigh distribution gives slightly larger wave height for any given probability
level.

Significant wave height H,,, and peak wave period T},
When wave height follows the Rayleigh distribution, i.e. ¢ = 0 , the significant
wave height H,® can theoretically be expressed as

H,~H,, = 4./my (4.37)

In reality where e = 0.4 — 0.5, a good estimate of significant wave height from
energy spectrum is

H; = 3.7 /o (4.38)
Peak frequency is defined as (cf. Fig. 4.21)

=1 (4.39)

Sy(f)=maz

Wave peak period (1, = 1/f,) is approximately equal to significant wave pe-
riod defined in time-domain analysis.

®H,n, denotes a wave height determined from spectrum while H, or H; /3 1s significant
wave height determined from time-domain analysis. They are equal to each other when wave
height follows the Rayleigh distribution.
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Bilag A

Hyperbolske funktioner

!
y I y
sinha = £~ = —sinh (—a) cosh o
cosha = €4~ = cosh (—a) sinh o
' B4
a L

I |

| |

! \

\ !
3 I .

! i

| /i |

| i |

H /)
2 | / ‘ !

| Y, \— sinh a i |e N

| Asymptote =

/|

| AA \— cosh u |
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| £ . |
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tanh
W «
0 | -
0 | 1 2 3

[ |

T m

10
Granse for Grense for
fladvandsbolger dyblvandsbelger
h_1 b _1
L 20 L =2
svarende til svarende Li}
kh-75 kh=m
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Bilag B

Definitioner, betegnelser og
feenomener

B.1 Definitioner og betegnelser

' —=- Top ;
X Z,W
aY )r %H \ MVS T

Dal
! Vanddpbde, B ——w-xu

|

VSIS S 7 g & (Pl

balgehgjde

belgeamplitude

Vandspejlsudsving i forhold til MVS
bglgeleengde

bglgestejlhed

S

balgeperiode, tid imellem to toppes passage af samme vertikal

er bglgeformens udbredelseshastighed, fasehastigheden
horisontal partikelhastighed
vertikal partikelhastighed

880 NS ey

k = — bglgetal

cyklisk frekvens, vinkelhastighed
h vanddybde
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Belgefront

Bglgefronter
Balgeortogonal
7 Belgefront
Bglgeortogonaler /

/

B.2 Partikelbaner

’-’.-T, a7
e —,
= 2
} i # 73 T gAY Z
Fladvand X« -L 1
L 20 Dybt vand —> =

T Ved lille stejlhed lukkede baner (generelt ellipser).

.. 9

(> Ved stor stejlhed dbne baner, dvs. netto vandtransport.

Den tilhgrende transporthastighed er dog selv ved stejle bglger mindre end 4%
af c.

&
—_—T

m/_\\, LN (N
NSNS

NIVANSZAN _,/f
Umaz < ¢ ved dybvandsbglger. For H/L = 1/7 findes tq, ~ 0, 45¢
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B.3 Bglgegrupper

—» ¢, gruppehastighed, energiudbredelseshastighed

\ Cg=C¢C ved fladvandsbglger
1
e /\\//\\//\vﬂv g =5 ¢ ved dybvandsbglger
Eksempel
& Stenkast 1 vand forarsager
ringbglger;, hvor den enkelte
Cp bplge overhaler gruppen og
forsvinder, medens ny bglger

dukker op inderst i ringen.

B.4 Bglgeklassifikation efter oprindelse

Bglgefzenomen Oprindelse Periode
Vindstuvning Vindpévirkning af vandoverflade 1 - 30 dage
Tidevand Maénens og solens gravitation ca. 12 og 24 timer
Barometrisk balge Endring i lufttryk 1 - 20 timer
Tsunami Jordskeelv, undersgisk vulkan 5 — 60 min.
Seiches,
vandspejlssvingninger i Resonans af langperiodiske kompo-
bugter og havnebassiner nenter i bglgegrupper,

surf beat og tsumanis 1 — 30 min.
Surf beat, svingning af
middelvandspejl pa kyst Belgegrupper 0,5 — 5 min.
Jord(klippe)skredsbglge
Dgnning Vindgenererede bglger < 40 sek.
Vindgenererede bolger Vindpavirkning af vandoverflade < 25 sek.
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B.5 Bglgeklassifikation efter stejlhed

H/L -0, bglger med lille amplitude _—
1. ordens Stokes bglger, linexre bglger,
Airy bglger, harmoniske bglger

H/L > 0,01, bglger med endelig hgjde

hgjere ordens bglger, eks. 5. ordens Stokes
balger.

B.6 Bglgeklassifikation efter vanddybde:

h/L < i , fladvandsbglger

20 7

h/L > % , dybtvandsbglger

B.7 Bglgeklassifikation efter energiudbredelses-
retninger:

Efter bplgeortogonalretningen: 2-dimensionale (plane) eller sékaldte lang-
kammede bglger (typisk dgnninger pa flade kys-

ter)
Med retningsspredning 3-dimensionale eller sakaldte kortkammede
1 horisontalplanet: balger (typisk vindgenererede stormbglger)
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B.8 Bglgefsenomener.

I det fglgende beskrives bglgefsnomener knyttet til kortperiodiske bglger. Ved
kortperiodiske bglger forstas typiske vindgenererede bglger, dvs. bglgeperioder
mindre end ca. 30 sek.

H,L og T vokser med vind-
hastighed og lengden over
hvilken vinden har virket (frit

= Vindhast. > 1m/sec
straek).

g / , L Vinddrift strgm 1 overfladen.

- Diffraktion

------ e
Eg Refleksion og transmission
v 7, z T
. Bglgeprofileendring pga.
- strgm. Tilhgrende &ndring

af fasehastighed medfgrer
strgmrefraktion, hvis S og ¢
S 4= modstrem ikke er parallelle.
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Faenomener betinget af bundens tilstedeverelse:

—
[}
- Granselag
YIS SO
T

— Aftagende h

— Aftagende L
Volksende H/1
— Voksende H

Lille granselagstykkelse,
idet tykkelsen ikke nar
at vokse vaesentligt i den
oscillerende bevaegelse.
Sml. grenselag 1 sta-
tionger strgmning over
en plade:

Hs

Bundforskydningsspzending
(kan generere material-
vandring)

Perkolation

Shoaling, medferer re-

fraktion nar bglgekamme
og dybdekurve ikke er
parallelle
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Set-down, szenkning af MVS fgr

7 >~==>=—=-—~——yys bglgebrydning (normalt ubety-
delig)

~ ” - /

s e e VS Set-up, hasevning af MVS som
- : folge af aftagende H ind gennem

i belgebrydningszonen.

T

A topbraending, ]

spilling breaker
styrtbraending, » bglgebrydning cirka nar
plunging breaker H > 0,8h

Brydningsform afh. af bade
H/L og bundhaldning.

Voksende baelgestejlhed

Surging

Det bemeerkes, at bglger pa dybt vand bryder ved topbreending, nar vindens
pavirkning har frembragt relativt stejle bglger.

Brydende bglger genererer strgm langs kyster, hvor bglgeortogonalerne ikke er
vinkelrette pa bundkurverne.
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Bilag C

Formler for regelmaessige bglger

C.1 Linezer bglgeteori

_agcoshk(z+h) B
v= w cosh kh st — )

554
n=acosf = 5 cos(wt — k)

2
cf\/—tanhﬂ

_0p  Hc cosh k(z + h)
9z 2 (=F) sinh kh cos(wt — ka)
_ mH coshk(z+h)
= o ik Wt = k)
_ agk coshk(z+h)
W cosh kh ot = b
_0p  Hc sinhk(z+h) .
Y=% = T2 ¥ simnpn ot ko)
_ wH sinhk(z+h) .
= T sinhkn Swt— ko)
__agksinhk(z+h) | B
= iy — b sin(wt — kz)
ou coshk(z+h) |
a = —ag k —COShT sm(wt — k.’L’)
ow sinh k(z + h)
— = —gqgk——~ —k
b1 a9k onmn st~ ko)
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cosh k(z + h)

Pa=pgn— -, somiz=0giver ps=pgn (C.8)
A 2mh
L ==——tanh — C.9
or "ML (C.9)
1 2

E= gpng (C 10)
P = Ee¢; (C.11)

| 1 kh
2= H?. —— C.12
grod ( + smh(%h)) (a3

C.2 Bglgeudbredelse

H Cp
s B il E C.13
= K=y (C.13)

_ cgbo b
Hbo = 1/ (C.14)
(C.15)
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Bilag D
Opgaver

De fglgende opgaver er de opgaver som anvendes i kurset Bglgehydraulik. I
appendiks E findes desuden et ekstra st opgaver for de ivrige.

D.1 Bestemmelse af bglgeleengden
Fremstil et EDB-program til beregning af bglgeleengden L.
Hvilke parametre afheenger bglgehgjden af 7
Beregn bglgelaengden for fglgende bglger:

e H = 1 meter, h = 10 meter, T = 8 sekunder

e H = 1 meter, h = 5 meter, T = 8 sekunder

e H = 1 meter, h = 3 meter, T = 8 sekunder

e H = 2 meter, h = 10 meter, T = 8 sekunder

e H = 2 meter, h = 5 meter, T = 8 sekunder

e H = 2 meter, h = 3 meter, T = 8 sekunder

e H =1 meter, h = 10 meter, T = 6 sekunder

e H = 1 meter, h = 5 meter, T = 6 sekunder

e H = 1 meter, h = 3 meter, T = 6 sekunder

EDB-programmet skal anvendes som hjzlp til lgsning af de fglgende opgaver,
sa gem det godt.
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D.2 Bglgehgjdebestemmelse

Opgaven starter med at vi gar i laboratoriet. Her kalibreres en trykmaler.
Trykmaleren placeres pa bunden af bglgerenden. Nu genereres der en regelmaes-
sig bglge med ukendt bglgehgjde. Pa computeren i laboratoriet opsamles der
en kort tidsserie pa ca 20 sekunder. Der males med 20 Hz.

Nu bestar opgaven i at bestemme bglgehgjden v.h.a. den malte tryktidsserie.

D.3 Beregning af bglgebrydningspositioner

Vi antager et kystprofil med haldningen 1:50. Langt fra kysten haves en vand-
dybde pa 10 meter. Her er der malt en bglge med hgjden 2 meter og perioden
8 sekunder.

Det antages at bglgen kan beskrives v.h.a. linezr bglgeteori. Desuden antages
det at bglgen beveeger sig vinkelret ind mod kysten.

Efterhanden som bglgen naermer sig kysten, og kommer ind pa lavere vand, vil
bglgen begynde at shoale. Bglgen forventes at bryde nar brydningskriteriet pa
H/L > 0.142tanh(27h/L) er opfylds.

e Bestem pa hvilken vanddybde bglgen vil bryde
e Bestem bglgehgjden pa brydningstidspunktet
e Bestem afstanden fra kysten pa brydningstidspunktet

e Det antages nu at bplgen mister 75% af sit energiindhold ved brydningen,
d.v.s. at bplgehgjden reduceres. Bestem den reducerede bglgehgjde

e Nar bglgen bryder dannes der revler. Bestem beliggenheden af de to
naste revler.

e Nar I tenker pa jeres besgg pa stranden, hvordan vurderer I si jeres
lgsning.
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D.4 Bestemmelse af H;

I far udleveret en malt tidsserie af elevationen 7.

Optegn tidsserien og giv en visuel bedgmmelse af bplgehgjden. Prgv at lade
alle i gruppen komme med et *hemmeligt’ bud. Nu udregnes middelvaerdi og
spredning af jeres bud pa belgehgjden.

Fremstil et EDB-program som kan udfgre en nul-nedkrydsningsanalyse. Beregn
nu H, i den udleverede tidsserie.

Sammenlign den beregnede H, med den skgnnede. Kan I forstd hvorfor H,
anvendes til at beskrive bglgehdgjden.

D.5 Bestemmelse af H,,

Sidste gang fik I udleveret en tidsserie af elevationen 7.

e Beregn variansen i signalet. Hvad er enheden ?

Beregn H,,, som 4v/variansen

Beregn spektret,

Bestem arealet my under spektret

Forklar hvilken information der kan hentes ud af spektret
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Bilag E
Eksempelopgaver

Det folgende appendiks indeholder nogle eksempler pa opgaver.

Opgaverne er teenkt som selvstudieopgaver.
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E.1
1)

Nul-nedkrydsnings opgave/eksempel

The application of the down-crossing method gives the following 21 indi-
vidual waves.

wave wave wave wave wave wave
number | height | period number | height | period
H (m) T (s) H (m) T (s)

1 0.54 4.2 11 1.03 6.1

2 2.05 8.0 12 1.95 8.0

3 4.52 6.9 13 1.97 7.6

4 2.58 11.9 14 1.62 7.0

5 3.20 7.3 15 4.08 8.2

6 1.87 5.4 16 4.89 8.0

7 1.80 4.4 17 2.43 9.0

8 1.00 5.2 18 2.83 9.2

9 2.05 6.3 19 2.94 7.0

10 2.37 4.3 20 2.23 5.3

21 2.98 6.9

Calculate Hpary Traz, Hl/l(]; Tl/l(]: H1/3: T1/31 H, T: Hiypns
Prove Hay =223 H

Explain the difference between Hi;19 and Hygg.

Suppose individual waves follow the Rayleigh distribution. Calculate the
exceedence probability of Hy/1, Hs; and H.

An important coastal structure is to be designed according to Hpe,. The
significant wave height of the design storm is Hi/3 = 10 m. The duration of
the storm corresponds to 1000 individual waves.

(1) CalCUIate (Hmam)mean: (Hmam)mode: (Hmam)medmn; (Hmaﬂ:)D‘OES

(2) Now suppose that the storm contains 500 individual waves. Calculate

(Hma,:n)meany (Hmam)mode: (Hmum)'rnedmny (Hma:n)[].%- Compare with the re-
sults of (1).

(3) Use Monte-Carlo simulation to determine (Hpmaz)mean: (Hmaz)modes
(Hmaﬂ:)mediana (Hma:a)(].OS
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E.2
1)

Bglgespektre

An irregular wave is composed of 8 linear components with

wave no. 1 2 3 4 5 6 7 8
wave height H (m) | 50 | 43|38 (36|33 28)22]|03
wave period T (s) | 103 |12 |94 |14 |7 |62 |5 |33

The recording length is 20 seconds. Draw the variance diagram and variance
spectrum of the irregular wave.

Convert the variance spectrum obtained in exercise 1) into time series of
surface elevation.

Make a computer program to simulate the surface elevation of an irregular
wave which is composed of 8 linear components. Wave height and period of
each component are given in exercise 1). Suppose the sample frequency is 3
Hz and the recording length is 500 seconds.

(1) Determine H, and T by time-domain analysis.

(2) Compare the distribution of individual wave height with the Rayleigh
distribution.

(3) Calculate total number of linear components to be given by Fourier anal-
ysis N, frequency band width Af, and the nyquist frequency fryquist-

(4) Draw the variance spectrum of the irregular wave by FF'T analysis. (only
for those who have interest.)

In reality where ¢ = 0.4 — 0.5, a good estimate of significant wave height
from energy spectrum is

H, = 3.8 /my

Try to find out the principle of getting this empirical relation.
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