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Synopsis:

Dette semesterprojekt omhandler longitudinel
data af grupper af elever fra folkeskole (4. klas-
se), som analyseres pa baggrund af de statistiske
metoder og resultater, som udledes og beskrives
igennem projektet.

Formalet med dette er blandt andet at undersgge
forskellen mellem lavt- og hgjt-preesterende ele-
vers udviklingen af deres feerdigheder i brgkreg-
ning i lgbet et skoledr, og hvordan disse forskelle
er relaterede til undervisningen af andre mate-
matiske emner.

Dette ggres ved for eksempel at anvende en line-
aer mixed model, som er en statistisk metode, der
tager hgjde for den indbyrdes afheengighed mel-
lem malinger fra den samme elev over tid. Ved at
tilpasse denne model til data, kan der vurderes
den individuelle udvikling af elevernes feerdighe-
der i brgkregning og eventuelle forskelle mellem
lavt- og hgjtpraesterende elever identificeres.
Dernaest introduceres en alternativ metode til li-
nezer mixed model. Det er Latente kurve model-
ler, som er en statistisk metode, der tillader at
estimere de underliggende udviklingskurver for
elevernes faerdigheder i brgkregning baseret pa
deres malte praestationer over tid.

Slutteligt udfgres en velovervejet statistisk ana-
lyse af dataseettet.

Rapportens indhold er frit tilgengeligt, men offentliggorelse (med kildeangivelse) md kun ske efter aftale med

forfatterne.
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Forord

Det indevaerende semesterprojekt er udarbejdet af studerende i STAT-gruppen 4111¢ pa tiende
semester, pa matematikuddannelsen ved det Ingenigr- og Naturvidenskabelige Fakultet pa
Aalborg Universitet, i foraret 2023. Projektets omfang er afgreenset af, at det henvender sig
til matematikstuderende med godt kendskab til sandsynlighedsteori og statistik inferens.

Projektet fplger konventionerne for Vancouver-formatet til referering af kilder. Alle kilder
nummereres med et tal, [n], som da kan findes i litteraturlisten under dette nummer. Defini-
tioner, seetninger, lemmaer, propositioner, eksempler, figurer og tabeller nummereres lgbende
efter kapitel. Ydermere vil det statistiske programmeringssprog R blive brugt til at udfgre
statistiske analyser i projektet.

Slutteligt gnsker projektets forfatter at rette en stor tak til Rasmus Waagepetersen, for be-
hjeelpelige rad og vejledning, samt til Institut for Matematiske Fag for at stille et grupperum
til radighed i projektperioden.

Underskrifter

Hayam Alabd
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1. Introduktion Aalborg Universitet

1 Introduktion

Longitudinelle dataanalyser er en vigtig metode inden for forskning inden for medicin, psyko-
logi og samfundsvidenskab. Ved at fglge de samme individer over tid, kan longitudinelle data
give en mere nuanceret forstaelse af udviklingen af sygdomme, adfserdsmaessige mgnstre og
andre feenomener.

Dette projekt vil undersgge, hvordan linesere mixede modeller og latent growth modeller kan
anvendes til at analysere longitudinelle data, og hvordan disse metoder kan bruges til at give
en mere praecis og nuanceret forstaelse af udviklingen af, at elevers feerdigheder i brgkregning
i folkeskoler udvikler sig over tid. Projektet vil ogsa undersgge, hvilke faktorer der kan pa-
virke udviklingen af elevers faerdigheder i brgkregninger over tid. I projektet vil vi benytte
longitudinelle data for en gruppe elever i folkeskolen, der er blevet fulgt i lobet af et skolear.
Eleverne var testet i brgkregning feerdigheder pa 5 tidspunkter, og deres udvikling er blevet
registreret og analyseret ved hjalp af linesere mixede modeller og latent growth modeller.
Projektet har undersggt, hvordan elevernes feerdigheder i brgkregning udvikler sig over tid,
og hvilke faktorer der har pavirket denne udvikling; herunder deres kgn, andre matematiske
feerdigheder, skoler, klasser og undervisningsmetoder.

Linesere mixede modeller og latent growth modeller er avancerede statistiske metoder, der er
specielt designet til at analysere longitudinelle data. Linesere mixede modeller tager hgjde for
bade faste og tilfzeldige faktorer i modellen, og er en alsidig analysemetode, der kan anvendes
til at analysere en bred vifte af data; herunder gentagne malinger, longitudinelle data.

Latent growth modeller er en type af linesere mixede modeller, der er specielt udviklet til at
analysere udviklingen af latente variabler over tid. Ved at anvende latent growth modeller kan
forskere undersgge, hvordan en given latent variabel udvikler sig over tid, og hvilke faktorer
der kan pavirke denne udvikling.

Resultaterne af projektet kan bruges til at identificere effektive undervisningsmetoder og
interventioner, der kan hjslpe eleverne med at forbedre deres feerdigheder i brgkregninger
over tid. Projektet kan ogsa bidrage til en mere omfattende forstaelse af, hvordan matematiske
feerdigheder udvikler sig over tid, og hvilke faktorer der spiller en rolle i denne udvikling.

Mere specifikt bestar projektet af to kapitaler. Det forste kapitel i projektet vil fokusere pa
linezere mixede modeller og deres anvendelse i analysen af longitudinelle data. Kapitlet vil
fgrst introducere konceptet af lineszere mixede modeller og forklare, hvordan de anvendes til
at analysere longitudinelle data. Der vil ogsa gives eksempler pa, hvordan disse modeller kan
bruges. Estimationsmetoder vil ogsa blive diskuteret i dette kapitel; herunder maximum likeli-
hood (LM), restricted maximum likelihood (REML) og penalized likelihood (PLUP). Endelig
vil kapitlet omhandle den faktiske dataanalyse, hvor linesere mixede modeller anvendes til at
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1. Introduktion Aalborg Universitet

analysere datasaettet om feerdigheder i brgkregning hos skoleelever. Analyseresultaterne vil
blive diskuteret, og deres implikationer for undervisning og paedagogik vil blive overvejet.

Det anden kapitel i projektet vil fokusere pa latent growth modeller og deres anvendelse i
analysen af longitudinelle data om udviklingen af faerdigheder i brgkregning hos skoleelever.
Kapitlet vil fgrst introducere konceptet af latent growth modeller og forklare, hvordan de
anvendes til at analysere udviklingen af latente variabler over tid. Der vil ogsa gives eksempler
pa, hvordan disse modeller kan bruges. Estimationsmetoder vil ogsa blive diskuteret i dette
kapitel, herunder maximum likelihood (LM) estimation. Endelig vil kapitlet omhandle den
faktiske dataanalyse ved hjeelp af latent growth modeller. Der vil blive praesenteret et case-
studie, hvor latent growth modeller anvendes til at analysere en datasset om feerdigheder i
brgkregning hos skoleelever. Analyseresultaterne vil blive diskuteret, og deres implikationer
for undervisning og paedagogik vil blive overvejet.
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2. Linesere Mixed modeller Aalborg Universitet

2 Lineaere Mixed modeller

Vi vil i dette kapitel introducere Lineere mized modeller med stokastiske effekter, samt nogle
grundleeggende begreber og definitioner, som knytter sig til sadanne modeller; sasom Hierar-
kisk data og longitudinelle data. Vi vil ogsa introduesere nogle etimations metoder , blandt
andet Maksimun Likelihood estimat(ML) og Restricted miksimum likelihood estimat(REML),
samt hypotesetests og konfidensintervaller.

Dette kapitel tager udgangspunkt i kapitel 5 i [4], medmindre andet fremgar af teksten.

2.1 Lineaere Mixede modeller

I dette afsnit vil vi introducere Lineere mized modeller, som er en kendt statisk modeller
anvendt i analysen for data med indlejret eller hierarkisk struktur, som kaldes for hierarkiske
data. I en sadan type af data er individuelle observationer grupperet indenfor hgjere niveauer
som fx. skoler, regioner eller lande. I hierarkisk data er der ofte en vis afhsengighed mellem
observationerne inden for grupperne. Og derfor er en klassisk lineser regressionsmodel(OLS)
irrelevant; blandt andet fordi disse modeller er bygget pa forudssetningen om, at observationer
er uafhaengige [1, s. 294]. Fordelen ved at bruge lineszere mixed modeller er, at disse modeller
tager hgjde for variansen bade indenfor og imellem grupperne i data.

Mixed modeller er ogsa anvendt i tilfaeldet af longitudinelle data, som er data med gentagne
malinger for det samme individ pa forskellige tidspunkter. De kan eksempelvis vaere brugt til
at undersgge udviklingen af elever i skoler i lgbet af et skolear.

Nu vil vi definere Linesere mixed modeller. Disse modeller indeholder faste /systematiske effek-
ter og stokastiske/tilfecldige effekter. De beskriver generelt relationen/afthaengigheden mellem
observationerne bade indenfor og imellem grupperne ved antagelsen af, at der eksisterer en
eller flere uobserverede latente variable for hver gruppe af data. De latente variable er stoka-
stiske, og dermed refererer de til den stokastiske del i modellen. Vi lader nu Y vaere en n x 1
vektor af data, X en n x p design matrix for systematiske effekter, 5 = (81, ..., Bp)T enpx1
vektor af ukendte regressions koefficienter for systematiske effekter, Z en n x ¢ design matrix
for tilfeeldige effekter, hvor ¢ < p, U = (Uy,..., Uq)T en n x q vektor af tilfeeldige effekter
og € = (e1,...,€,)T en vektor af uafheengig og identisk fordelte fejl. Vi kan konstruere den
fglgende definition.
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2. Linesere Mixed modeller Aalborg Universitet

Definition 2.1 Linesere mixed modeller

Betragt en stokastisk vektor Y = (Y1, ..., Y,,). Da definerer lineser mixed model som fglgende
Y=XB8+2U+¢ (2.1)

hvor X og Z er kendte matricer, og € ~ N(0,%) og U ~ N(0,¥) er uathengige. ¥ og ¥
er kovariansmatricerne, 5 er en parameter vektor, som kaldes for faste eller systematiske
effekter, og U betegner stokastiske effekter i modellen.

Bemzerk at (2.1) viser en lineser kombination mellem faste effekter X 3 og tilfeeldige effekter
ZU. Bemaerk ogsé at 3 og U er athaengige af ukendte parametre 1, som skal estimeres. Altsa
> og W er funktioner af 1.

Da tilfeeldige effekter U i modellen i(2.1) er uafthaengige af fejlene €, gaelder det at

BRED

Bemzeerk, at modellen i (2.1) kan fortolkes som en hierarkisk model pa fglgende made,
Y| U=u~NXB+ Zu,X(¢)) (2.3)
U ~ N(O, ¥()) (2.4)

med taethedsfunktioner,

Jor(us ) = exp(—sul U(Y)u) for u e R (2.5)

1
V (2m)det (P (y)) 2

Friv (i) exp (—;(y — XB—Zu)'S(W) Hy - X8 - Z)) for y€R"

(2.6)

1
—/@r)rdet(S())

Da tilfeeldige effekter U og fejlene € er uathaengige, og begge fglger en normal fordeling med
middelveerdien 0 og kovariansmatricer i henholdesvis ¥ og X, s folger Y en multivariat
normalfordeling med

ElY]=Xp (2.7)
V=S+2vz"

Og dermed den marginale teethed for Y er

Pl .0) = G dlew( 5 exp(—5(y— XOTVW) My~ X)) (29)
Linesere mixede modeller kan ogsé veere brugbare i situationer, hvor der mangler data, idet
linezere mixede modeller er bygget pa antagelsen om, at manglende data er Missing at random
(MAR). Under antagelsen om, at manglende data er MAR, er inferensen baseret pa ML-
estimation i linesere mixede modeller valid [6, s. 48] I folgende eksempel vil vi beskrive et
eksempl pa hierarakiske modeller, Ensidet varians analyse eller pa engelsik One-way ANOVA.
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2. Linesere Mixed modeller Aalborg Universitet

Eksempel 2.2 Ensidet variansanalyse

I dette eksempel vil vi beskrive Ensidet variansanalyse/ One way ANOVA som en varianskom-
ponentmodel, som er en slags hierarkisk model, hvor grupper, der analyseres indeholder for-
skellige populationer, og de aktuelle grupper betragtes som tilfzeldige resultater af at analysere
et antal grupper indenfor disse populationer. Variansen mellem grupperne er beskrevet ved
paramtre, der karakteriserer variationerne mellem grupperne [4, s.48].

For at definere en sadan model, betragter vi en population med n observationer opdelt i k
grupper, og hvor den ¢’te gruppe indeholder n; observationer forz =1,...,k, og n = Zle n;.
Dette kan repraesenteres pa formlen

Group  Observations

1 }/:I.laYlQa"'vm.nl
2 Yo1,Yo2,..., Yop, (2.10)
k Yi1, Yo, ooy Y,

Denne opdeling eller gruppering kan vaere resultatet af en eller flere faktorer, og hvert saet
af faktorsniveauer definerer en enkel behandling. S& hvis faktoren eksempelvis er kgn, er ni-
veauerne mand og kvinde. I tilfeelde af at n; = no = -+ = ng = m siger vi, at eksperimentet
er i balance.

Definition 2.3 Betragt stokastiske variable Y;; hvor ¢ = 1,...,k og j = 1,...,n;. Da

definerer ensidet variansanalyse model med stokastiske effekter for Y;; som
}/ij :M+Ui+6ij (2.11)

hvor €;; ~ N(0,02), U; ~ N(0,72), ¢;; er uafhsengige af hindanden, og det samme geelder
for U;, ligeledes ere;; uathaengige af hinanden.

Bemaerk at, modellen i (2.11) kan udtrykkes som en hierakisk model ved at lade p; = u+ U,
og sa far vi at,
Yij | pi ~ N(pi, 0?) (2.12)
pi ~ N(p,7%) (2.13)
hvor o2 = Var(e;;) og 72 = Var(U;), og u;’er er uafheengige og hvorY;; er betinget uafhaengigt
givet ;. Bemaerk, at faste parametre i modellen specificeret i (2.11) er (i, 02, 72). Vi kan da
definere Signal noise ratio v som v = ;—3 Parameteren + udtrykker siledes inhomogeniteten

imellem grupperne i forhold til den interne variation i grupperne.
Modellen i (2.11) kan ogséa udtrykkes pa en vektorform som fglgende,

Y =XB+2U +¢ (2.14)

Hvor X = 1,, som er en sgjlevektor af ler, 8 = u, U = (Uy,Us,...,Ux)t, ¥ = 021, og
U = ¢2I},. Derudover er Z en (n x k)-matrix, hvor det i, j’te element er 1, hvis y;; tilhgrer
den i’'te gruppe og ellers 0.

Marginale fordelinger i den tilfseldige model for ensidet variansanalyse.

Gruppe 1.204c 5



2. Linesere Mixed modeller Aalborg Universitet

Den marginale fordeling af Yj; er en normal fordeling med E[Y;;] = p og kovariansen

0 for i # h
CovlYij, Y] = S 12 fori=nh, j#I (2.15)
2+ 02  for (i,5) = (h,1)

Dette geelder pa grund af fglgende
o For i # [ betragter vi to forskellige gruppe, og derfor gelder det, at

Cov[Yij, Y] = Cov[U;, Up] + Cov[Uy, €;5] + Cov[Us, €] + Covleij,ep] =0 (2.16)

e For i = h,i # [ betragter vi to observationer fra den samme gruppe, og derfor galder
det at

Cov[Yij, Y] = Cov[U;, Up] = Var[U;] = 72 (2.17)
e For i = h og j = [ betragter vi den selvsamme observation, s&
Cov[Yij, Y] = Var[Yy;] = Var[U;] + Var[e;;] = 72 + o (2.18)

Vi kan pa samme made for kovariansen, beregne korrelationen mellem observationerne i de
tre tilfeelde ((¢,75) = (h,1),(t = h,j #1) og i # h). Ved at benytte relationen

CovlYij, Yi]

Corr|Y;;, Yl = 2.19
¥, Yo VVar[Yi]y/Var[Yy] (219
, sa far vi at
1 for (i,7) = (h,1)
Var([U;] 2 . .
COTT[Yij,th] = NN = 2y T % for i=h, j#I (2.20)
0 for i#£h

Bemeerk her, at den simultane fordeling for gruppegennemsnittene er karakteriseret ved

2 +0%/n; for i=h (2.21)

CovlY; .Y, ] =
ovl¥i, ¥ {O for ellers

Dette betyder, at de k gruppegennemsnitte Y; for i = 1,2,. ..,k er indbyrdes uafhsengige, og
variansen for gruppegennemsnittet er givet ved

VIYi]=12+0%/n=0%(y+1/n) (2.22)

Bemszerk at, en forggelse af stikprgvestgrrelsen i de enkelte grupper saledes vil forgge praeci-
sionen ved bestemmelse af gruppeforventningsveerdien «;, men variationen mellem de enkelte
gruppeforventningsvaerdier formindskes naturligvis ikke ved denne gennemsnitsdannelse.

En vigtig bemaerkning her er, at observationerne fra den samme gruppe er korrelerede, og at

Gruppe 1.204c 6



2. Linesere Mixed modeller Aalborg Universitet

der er en positiv kovarians mellem observationerne. Denne positive kovarians udtrykker netop,
at observationer indenfor en gruppe vil afvige i samme retning fra den marginale middelveerdi
1, hvor korrelationskoefficienten er givet ved

7'2 Y
p=

T o247 q+1

(2.23)

som beskriver korrelationen indenfor gruppen. p kaldes ofte for intraklassekorrelationen.
Bemaerk yderligere, at hvis vi betragter observationssaettet svarende til den ite gruppe som
en n;-dimensional sgjlevektor,

Y, = . (2.24)
}/7;7'7,1'

kan vi skrive, at korrelationsmatricen i den marginale fordeling af Y; er en equikorrelations-
matriz af formen

1 p ... p
p 1 ... p
E, = (1 - p)In +pJp = Coe . (2.25)
p p ... 1
hvor J,, er en n; xn;-matrix bestaende af et 1-tal, og Y; for i = {1,..., k} kan séledes beskrives

som k uafhzengige observationer af en n; dimensional variabel Yi ~ Ny (, 021, + 72Jp,), 0og
dermed er dispersionsmatricen for Y; givet ved

Vi=DYi] = E [(Yi ~ 1) (Vi = )]

72 + o2 72 ... 72
T2 2 4+0% ... T2 (2.26)
72 72 2 4+ 02

For at finde dispersionsmatricen D[Y] for hele observationsseettet, opstiller vi samtlige obser-
vationer i én sgjle, organiseret efter grupperne, saledes

V = D[Y] = Blok diag {V;} (2.27)

hvor V; er givet i (2.26). Tilsvarende finder man, at korrelationsmatricen for hele observations-
seettet er en n x n-dimensional blokmatrix med matricerne E,,; i diagonalen, og 0’er udenfor,
hvilket illustrerer, at observationer fra forskellige grupper er uafhsengige, mens observationer
fra samme gruppe er korrelerede.

Gruppe 1.204c 7



2. Linesere Mixed modeller Aalborg Universitet

2.2 Estimation for faste effekter og variansparametrerne i Li-
nexre mixede modeller

De faste parametre § og variansparametre 1 kan vi estimere ved at benytte den marginale
teethedsfunktion i (2.9). Udfra denne teethed, kan vi skrive likelihoodfunktionen,

1
(2m)!1/2det(V (1))

L(Bb1y) = ep(—5ly - XB V(W) Ny - XB)  (229)

og dermed er log-likelihoodfunktionen givet ved,

1 1
(B, ¥1y) = =5 log |V ()] = 5y = XB)V ()~ (y — XB) (2.29)
Ved at fastholde v og differentiere ¢ med hensyn til 5, far vi scorefunktionen,
s(B;0) = XT[V(W) "y - V()T X (2:30)

og dermed far vi maksimum likelihood-estimatet for 3 ved at lgse ligningen s(5;1) = 0. Altsa
er estimatet for 8 en lgsning til den fglgende ligning

XV () X)B=XTV(W) Tty = 8= (XTV@) X)XV () y (2.31)

Dette genkender vi som vaegtede mindste kvadrater (WLS). WLS er ogsa kendt som gene-
raliserede mindste kvadrater (GLS) [1, s. 295]. Yderligere finder vi den observerede Fisher
informationmatrix for 3, ved at aflede scorefunktionen med hensyn til 3, sa

i(B) = XTV ()X (2.32)
hvoraf vi far en dispersionmatrix pa formlen
Var[] = XTV () 71X (2.33)

Her er det vigtigt at bemeerke, at estimatet for 5 er afhengigt af variansparametrene v, og
derfor er vi ngdt til at estimere . Dette kan vi ggre ved at anvende den modificerede profil
likelihood (8 = ), som er givet ved

(2.34)

N—
N
=
£
L
R
~
\
>
w
=
SN—

() = —3 log V()| - 5 (¥ -~ XBw)

hvor 3 er WLS-estimatet for 3.

En vigtig bemerkning her er, at vi kan f& WLS estimat pa en alternativ made end ved at
benytte maksimum likelihoodfunktionen. Vi kan benytte ortogonel projektionsmetoden, som
gar ud pa at projicere data pa et underrum, som er ortogonel pa underummet, der indeholder
alle linesere kompinationer af faste og tilfeeldige effekter i modellen. Vi vil illustrere ortogonel
projektionsmetoden i fglgende eksempel.

Eksempel 2.4 Estimationen ved brug af ortogonelle projektioner

Gruppe 1.204c 8



2. Linesere Mixed modeller Aalborg Universitet

Vi betragter en linezer model, hvor Y ~ N(u,02I), hvor u = X 3. Vi lader P vaere ortogonal
projektion pd M = span(X) og P = X(XXT)71XT. Da M og P er ortogonale, kan vi bruge
Pythagoras’ seetning til at skrive

IY = XB|° = IY — PY|?* + | PY - X5]* (2.35)
Da i = Py = X(X7X)"1XTy, medforer det at 5 = (XTX)"'XTy. Og variansen er dermed,
62 = |V — PY|/n = | - XBI2/n (2:30)

Men kovariansmatricen er ikke altid lig I. Vi antager derfor at Y ~ N(u,c?W), hvor W =
LLT | og hvor L er Cholesky-faktorisering af W. Bemaerk her, at W er positiv semi-definit, og
dermed er L invertibel og W er derfor positiv definit). Bemzerk ogsa, at MLE-estimat baseret
pa Y er akvivalent med MLE-estimat baseret pA Y = LY. Yderligere er kovariansen givet
ved Cov(Y) = %I og middelvaerdien E[Y] = L~' X = X, og dermed far vi GLS-estimat for
B og o2 som,

B=(XTX)"'XTj=(XTw—H=1xTw—1y (2.37)

Og
&2—1( —XB)TW’l( —Xﬁ) (2.38)
|

Vi vil introducere et eksempel pa et specielt tilfzelde af den modificerede profil likelihood i
(2.34), hvor kovariansmatricen for € er en diagonal matrix i form af Var(e) = o21I.

Eksempel 2.5 Profil likelihood med ukorreleret stgj
Vi betragter modellen
Y=XB+ZU +¢ (2.39)

hvor U og € begge fglger en normalfordeling med middelvaerdi 0 og varians Var(e) = ¥ = 21,
og Var(U) = ¥ = 72L(0)L(0)". L(#) er k x k-matrix.

Vi ved, at varians-kovariansmatricen for Y er givet ved

V() =%+ 292" = %I, + T ZLO)L(0)T Z7 (2.40)
=02 (In — ;ZL(G)L(G)TZT> = ?W(¢,0) (2.41)

hvor ¢ = ;—z Dermed er Y ~ N, (X3,02W), hvorfor B kan udregnes ved brug af normalfor-
delingen (ortogonal projektion)

36.0) = (XTW(0,0) %) XTW(6,0) "y (2.4

Bemaerk, at ﬁ er WLS estimat, defineret i (2.31). Vi ved fra ortogonal projektioneksemplet,
at

o(6,6) =+ (v X5(6.0)") W(6,6)" (v~ XB(6,6)) (2.3

SRS
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Dermed er profile log-likelihood for (¢, 6)
(6.0) = 2108 | V(6.6.0) | — (v~ XB(6.0)) V(5.6.0)" (4 XA(6.0))
= 5105 (1 6%(6,0)W(6,0) ) — 5 (y X3(6.0)) (526.0W(5.0) " (y- XB(6.0))

= =308 (| P0OW(6.0) 1) = s (= XB(0.0)) W(0.0) (5= Xi(6.0))

o2
1 .9 n
= log (| 6%, 0)W (6,0 ) 2
(2.44)
Hvis k < n, kan vi benytte det folgende resultat,
| W(@,0) |=| In + 6ZLO)L(0)" 2" |=| I + oL(O)L(0)" 2" Z | (2.45)

hvilket vil spare os for beregninger, da vi skal finde determinant af en matrix med mindre
dimension. Vi far, at

1 n
00,0) =~ 1og (6%(6,0) | I + SLOLO) 272 |) ~ 5 (2.46)
- —g log (¢, 0) — %log | I + oL(O)L(0)" 27 Z | —g (2.47)
For at minimere ¢(¢, #), fjerner vi konstante led, hvormed
1
U¢.6) = =5 log 5%(¢,6) — 5 log | L+ 9L(6)L(6) 27 Z | (2.48)

Nar k < n benytter vi vi os af Woodbury til at omskrive den inverse af W (¢, ) til den inverse
af en k x k-matrix, hvilket vil ggre udregningerne for 62 mere simple. Vi vil da f4

W(,0)! = (I + ¢L(0)L(9)TZTZ)71 (2.49)
N Y (¢1 (L(&)L(G)T>_1 + ZT112> S (2.50)

=1-Z (¢r1 (L) L(o) ™" + ZTZ)_l zt (2.51)

|

Bemserk, at i Linesere modeller og herunder linesere mixed modeller far vi generelt et biased
variansestimat [8, s. 16]. F.eks hvis vi betragter en normal stikprgve, hvor Y; ~ N(u,0?), er
ML-estimat 6%, E[6?]) = -";0? biased (unbiased estimat er E[6%] = o%). Biasedness kommer
af at vi skal estimere p. Hvis p er kendt, s& ML-estimat for o2 er 6% = >, (Y; —u)?. Dog opstar
der et problemt, idet vi i praksis ikke kender p, og vi benytter derfor gennesnittet af Y, Y i
stedet for u. Dermed er ML-estimat for o2 er 62 = >°.(Y; — Y))2. Idet Y. er gennemsnittet af
data Y;, er det meget taet pa data Y;, og dermed vil estimatet 62 = Y,(V; —Y))? underestimere
6% =3,(Yi — p)?, hvorfor vi far E[6%]) = -0 som er mindre end o2.

I fplgende afsnit vil vi introducere en anden salgs maksimum likelihoodestimat, som lgser
problematikken med biasedness. Det er sakaldt Residual Maksimum Likelihood (REML) [8,
s. 17].
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2.2.1 Residual Maksimum Likelihood (REML)

Vi kan overkomme problematikken med biased variansestimat i MLE ved at benytte sdkaldt
Residual Maksimum Likelihood (REML). Da biasedness kommer af, at vi skal estimere middel-
veerdivektoren, eliminerer vi middelveaerdien i REML-estimat. Dette ggr vi ved at transformere
data [8, s. 17].

Vi betragter modellen i (2.1), hvor X igen er en n x p-designmatrix. Vi lader A vaere en anden
matrix med dimension n x (n — p) og har sgjler, der spzender over det ortogonale komplement
M+ = span(A) af M = span(X), hvilket medfgrer at A7 X = 0. Vi transformerer nu data Y
i modellen (2.1) saledes

Y = ATY = ATZU + AT (2.52)

som har middelvaerdi 0 og kovarians matrix A7V (y)A. Det vil sige, at vi kun har brug for at
estimere variansen v. Bemaerk, at A7 ikke er invertibel, sa vi far derfor forskellige estimater
for ¢ afheengig af, om vi benytter Y eller Y. Vi kan benytte MLE-estimat baseret pa Y til
at estimere 9, og indsaette det opnaede estimat i WLS for at opna et REML-estimat for g,

b= (XTvE) X)) XTVE) Ty (25)

Bemaerk ogsa, at for hvert linesert underrum, er der uendeligt mange basis, s hvis vi valger
en anden matrix B saledes, M+ = span(B), far vi det samme REML-estimat for ¢ uanset
hvilken matrix A eller B, vi bruger til at transformere data.

2.3 Estimation for stokastiske effekter (BLUP)

I dette afsnit er vi interesserede i at bestemme et estimat for de tilfzeldige effekter. Til dette
formal vil vi introducere nogle estimationsmetoder, sasom Den bedste lineere unbiased pre-
diktor (BLUP) og Faktoriseret Likelihoodestimat.

BLUP

Indledningsvis introducerer vi det sékaldt Det bedste lineere unbised estimat (BLUE). Vi
antager at Y en stokastisk vektor med middelveeri 4 = X 5 og en kendt varians. Vi genkalder
WLS-estimat for 3, som er givet ved

~ -1
3= (XTV—1X) xXTy-ly (2.54)
og som minimerer den fglgende ligning,
Y -x8)T vy -Xxp) (2.55)

Ovenstaende estimat kaldes for den bedste linesere unbiased estimat (BLUE), som har den
mindste varians i forhold til alle de andre lineere unbiased estimater (LUE). Altsa Var(j3) —
Var(j3) er positiv semi-definit for hver LUE f.

Da tilfzeldige effekter i mixed modeller er ukendte normaltfordelte stokastiske variable, prae-
dikterer vi disse effekter mere, end vi estimerer dem [6, s.45]. Til dette formal, benytter vi

Gruppe 1.204c¢ 11



2. Linesere Mixed modeller Aalborg Universitet

den betingede forventede veerdi af stokastiske effekter, givet observeretrespons veerdier som
fglgende,

U=E[U|Y]=92TV Yy — Xp) (2.56)

Da tilfeeldige effekter u ~ N (0, V) og Y | U = u ~ N (X f+Zu, ¥) med kovarians Cov(U,Y) =
UZT og varians Var(Y) =V = ZUZT + 3, kan vi skrive at

U=vzT(zvZ" + )Y — XB) (2.57)
= (0 + 2Ty )" 2Ty (Y - XB) (2.58)

hvor den sidste lighed kommer af Woodbury. Estimatet for u kaldes for den bedste linesere
unbiased praedikter (BLUP). BLUP-estimater er de bedste, idet de har den mindste varians
blandt alle andre lineaere unbiased estimater, saledes at Var(tildeu) — Var() er positiv semi-
definit [7, s. 2]. Det vil sige, at BLUP-estimater er de meste praecise linezere unbiased estimater
6, s. 45]. BLUP-estimater er linesere, idet de er linezere funktioner af data Y. BLUP-estimater
er unbiased, idet deres forventede veerdi er lig med den forventede veerdi for tilfeeldige effekter

for et enkelt individ 4, altsa E[U;] = U;.
For at se, hvorfor BLUP er den bedste praedikter, praesenterer vi de fglgende resultater.

Generelle resultater

betragt X og Y som to stokastiske variabler, og g som en realfunktion. Da

Cov (Y —E[Y | X],9(X)) (2.59)
— Cov (E[Y — B[Y | X] | X],E[g(X) | X]) + E[Coo(Y —E[Y | X],g(X) | X)]  (2.60)
=0 (2.61)

For hver praedikter Y = f(X) af Y, kan vi jeevnfgre (2.59) skrive,
E[(Y —E[Y [ XD(E]Y | X] = f(X)] =0 (2.62)

hvor vi har valgt g til at veere g(X) = E[Y | X]— f(X). Vi kan beregne Mean squre prediction
error (MSPE) saledes

MSPE =E[Y —Y]? (2.63)
—E(Y —E[Y | X])2+E(E[Y | X] —17)2 (2.64)
+2E ((Y—E[Y | X])(E[Y | X] _f/)> (2.65)
—E(Y —E[Y | X])*+E (E[Y | X] - 17)2 >E(Y —E[Y | X])° (2.66)

hvor den sidste lighed kommer af (2.59), og dermed E[Y | X] minimerer MSPE. Altsa er den
bedste preedikter af Y | X dens forventede veerdi E[Y | X].

Vi kan ogsa benytte resultatet i (2.59) til at beregne den praedikterede varians. Vi kan skrive
Y somY =E[Y | X]|+ (Y —E[Y | X]), hvor E[Y | X] og Y — E[Y | X] er ukorrelerede. Sa

Var(Y) = Var(E[Y | X]) + Var(Y — E[Y | X]) = Var(E[Y | X]) + E[Var(Y | X)]  (2.67)
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hvormed
Var(Y — E[Y | X]) = E[Var(Y | X)] (2.68)

Det vil sige, at den praedikterede varians er lig med den betingede forventede veerdi af vari-
ansen af Y givet X.

Estimation for tilfeldige effekter ved faktoriseret likelihood

Vi betragter nu tilfseldige effekter som parametre, og formulerer en sédkaldt hierakisk likelihood
svarende til alle parametrene som fglgende

f(y,u; B,9) = fyu(y; B) fu(u; ) (2.69)

hvor fy,(u, 8) og fu(u;1) er givet ved (2.3) og (2.4), hvorfor den hierakiske log-likelihood
kan udtrykkes som

1 1 _
0B, u) = = Slog |3 = S (y = XB = Zu)'S 7y — X = Zu)
1 1 (2.70)
— —log|¥| — Zulw?
5 og |V 5 U u
Differentierer vi £(f3,1,u) med hensyn til u, far vi at,
;uE(ﬁ, Yu) =28 Ny — XB — Zu) — 9ty (2.71)
Seetter vi det lig 0 og udskifter 8 med B, far vi den folgende ligning
(ZTz—lz + xp—l) u=2TS" (y - XB) (2.72)

hvor esimatet @ er en lgsning til den. Ligeledes kaldes estimatet @ for den bedste lineere
unbiased praediktor, BLUP. Navnet kommer af, at dette estimat minimerer

E [(ﬁ ~E [U,}ﬂ (2.73)
blandt alle linesere estimatorer, U;, der er centrale (unbiased) for E[U;], og dermed opfylder
ElUi] = E[Ui].

En vigtig bemaerkning her er, at i BLUP-estimater erstatter vi tilfeeldige effekter U; med
deres betingede middelveerdi u givet dataerne, og benytter derefter disse veerdier til at lave
praediktion saledes

Y =XB+Zi (2.74)
Den anden afledte for likelihood funktionen er
82
—/ u) =211z ¢! 2.75
og dermed er Fisher informationmatrix,
() =272z 4+ 0! (2.76)

Dette vil vi bruge senere i projektet til at undersgge ngjagtigheden af 4.
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2.3.1 Likelihood ratio tests (LRTSs)

Vi vil introducere Likelihood ratio test (LRT), som er en klasse af tests baseret pa at sammen-
ligne veerdier af likelihoodfunktioner for to modeller (nul-model, som opfylder nulhypotesen,
og referensmodel, som omfatter bade nul- og alternativhypotese), der definerer en hypotese,
der skal testes. Vi vil benytte LRTs til at teste hypotesen om varians- eller parametre om
de faste effekter. LRTs er opnaet ved traekke —2log likelihoodfunktionen for en nul-model fra
den for en referensmodel [6, s. 35], som kan ses i fglgende ligning

L(Bo, Vo3 y) Ao A0

g ( Goi ) 2log (Lo, i) - 2log (L(B,dsw))  (277)
hvor L(Bg,lﬂo;y) og L(B,d;;y) er veerdien af likelihoodsfunktionen opnaet ved ML- eller
REML-estimater. LRT fglger endevidere en asymptotisk y2-fordeling med frihedsgrad sva-
rende til forskellen mellem antallet af parametre i nul-modellen og antallet af parametre i
referensmodellen. Hvis vaerdien af LRTs er meget stor, har vi evidens for at forkaste nulhypo-
tesen, og det gaelder omvendt, hvis vaerdien for LRT er lille, har vi ikke evidens for at forkaste
null-hypotesen [6, s. 35].

LRT brugt til at teste linesere hypotestests for faste parametre i linesere mixed modeller, er
baseret pa ML-estimation.

LRT = =2 (a1 (o) — s (B) ) (2.78)

Bemaerk her, at for LRT for faste effekter, har begge modeller (nul-model og referansmodel)
samme kovariansparametre, men forskellige faste effekter [6, s. 35].

LRTs brugt til at teste hypotesetests for variansparametre, er dog baseret pAa REML-estimation
til at estimere parametre i begge modeller.

LRT = -2 (EREML(JJO) - EREML(@ZJ)) (2.79)

2.3.2 Alternative Tests

I dette afsnit vil vi praesentere nogle alternative tests til LRT, som er brugt til at teste hypotese
om parametre i linesere mixed modeller. Disse tests, i modsatning til LRT, kraver kun at
tilpasses en model (referensmodel).

Alternative tests for parametre for faste effektter

En t-test er ofte brugt til at teste en enkelt parameter for fast effekt i linesere mixed modeller
[6, s. 37]. Vi kan anvende t-test til at teste eksempelvis nulhypotesen Hy : 8 = 0 mod den
alternative hypotese H : 8 #£ 0, sa t-statistik er givet ved,

t=—— (2.80)

hvor se( B ) er standard error for 3. Bemeerk, at t-statistik i (2.80) generelt ikke folger en eksakt
t-fordeling, men en asymptotisk fordeling. Vi benytter derfor Kenward-Roger (KR) metoden
(beskrevet senere) til at estimere frihedsgrad for t-test [6, s. 37].
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En F-test kan blive brugt til at teste lineser hypotes om multiple faste effekter i linesere mixed
modeller. En lineser hypotese er generelt brugt til at teste Hy : L3 = 0 mod H : L3 # 0, hvor
L er en kendt matrix, og den tilhgrende F-statistik er defineret ved

BLT (L(XTV—IX)—ILT) B

= D)

(2.81)

hvor r(L) er rangen af L. F-test fglger desuden en approksimativ F-fordeling [6, s. 37]. Fri-
hedsgrad for F-test estimerer vi derfor ved KR-metoden.

Alternative tests for kovariansparametre

En test, som er brugt til at teste hypotese for kovariansparametre er Wald-test. Wald-test
bliver anvendt til at teste hypotese af formlen Hy : K8 = bmod H : K # b, og har fglgende
z-statistik,

- (K@—Q (X"V ' @)x) - KTV) o (Kj3 - B) (2.82)

hvor C er en kendt matrix og b € RP. Og z-statistik fglger en asymptotisk normalfordeling
med middelvaerdi 0 og kovariansmatrix I.

Eksempel 2.6 Konfidens intervaller for faste parametre

Lad Y ~ N (X3, W(v)), hvor W(¢) er kendt. En sekvivalent inferens baseret pa transforme-
rede data Y = L™'Y er Y ~ N(Xf,0%I), hvor W = LL” som er Cholesky-faktorisering af
w.

Derudover er ML for 4 = X og 3 er

f=XXTW@) T XTW ()Y
1

B=(XTW@) ' XTW ()~ (259

= (XTW @) XTW ()i

Da 3 ~ N(ﬁ,aQ(XW(qﬁ)’lXT)’l), folger REML-estimat for o, o en X:ﬁﬁ;?) fordeling. Vi

kan desuden opstille approksimative (1 — a)-konfidensintervaller séledes

B+ za/za\/(XW(zL)—le)—l (2.84)

hvor z,/, er a/2-fraktilen for standard normalfordelingen. <

2.3.3 Missing data at random (MAR) og missing data completely at ran-
dom (MCAR)

Statistisk inferens baseret pa data med manglende veerdier, er bygget pa visse antagelser om
manglende datamekanisme. Validiteten af disse antagelser kraever evaluering inden man ana-
lyserer data. For eksempel inferens baseret pa likelihood er kun valid, hvis missing data er
Missing at random (MAR) [3, s. 795]. MAR antager at manglende data er athasengig af obser-
verede data, men uafthaengig af de uobserverede data. Det vil sige, at det at teste for MAR
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kraever information om de manglende data, hvilket gor det sveert at teste for MAR. Vi tester
i stedet for, at missing data er Missing completely at random (MCAR), hvor man antager at
manglende data hverken er afhsengig af observerede eller uobserverede data. I dataanalyser
er Little’s test brugbar til at undersgge antagelsen om manglende data for multivariate ob-
serverede data er MCAR [3, s. 795].

Vi vil nu definere MAR og MCAR. Vi betragter derfor en population med n observationer,
og y = (Y1, Yip)! som en p-dimensional vektor for i = 1,...,nogat Y = (y1,...,yn)"
er en n X p data matrix. Vi er interesserede i at teste om Y er MCAR. Vi lader derfor Y,,
betegne manglende indgange af Y, og Y, betegne observerede indgange af Y. Vi kan ogsa i
nogle tilfaelde have fuldt observerede variable & som g-dimensional vektor. Vi lader derfor X
veere en n X ¢ data matrix af variable veerdier. Vi lader ogsa r = (r;, ..., rip)T veere en p-
dimensional vektor, som betegner en indikator for om en komponent y;; er mangle eller ej,
altsa

1 hvis y;x  er observeret
rik = . - (2.85)
0  hvis y;x er missing
fori =1,...,n0g k =1,...,q. Den stacked matrix af » er R = (ry,...,r,)?. Da definerer
MAR antagelsen som,
P(R\Ym,YO,X):P(R\YO,X) (2.86)

S& med andre ord er fordelingen af manglende veerdier kun afhsengig af de obserevede data
(3, 8.796].
En steerkere antagelse er MCAR defineret som,

P (R | Yy, Yo, X) = P(R) (2.87)

dette medfgrer at fordelingen af indikatorer hverken er athsengig af observerede eller uobser-
verede data [3, s.796].

Test for MCAR

I Little’s test af MCAR, antager vi at data y; for ¢ = 1,...,n p-dimensionelle multivarit er
normalfordelte med middelveerdivektor p og kovarians matrix ¥, hvor en del komponenter
y; mangler [3, s. 797]. Vi antager at der i alt er J veerdi mgnstre som mangler (antallet
af variable, hvor der mangler nogle veerdier) af y;’er. Vi antager, at for hvert manglende
mgnster j, er der to indeksmaengde, som er observerede o; og manglende m; komponenter,
og pj = |oj| er antallet af observerede komponenter i mgnstret j. Vi lader endvidere p,,; vaere
p; x 1 middelveerdivektor og X, veere p; X p; kovarians matrix for observerede komponenter
i det j'te manglende mgnster. Vi lader endelig I; C {1,...,n} veere en indeksmaengde af j og
nj =| I; | hvor n = Z}-le nj.

Little’s x? teststatistik for MCAR er pé fglgende formel,

J

T
a3 =315 (o, — t10y) % (T, — o) (2.88)
j=1
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Hvis data er MCAR givet r;, s& er den fglgende nulhypotese Hy opfyldt,
Ho:  yoilri~N(pojXo;) hvis i€l;,1<j<J hvor po Cp (2.89)

Hvis data dog ikke er MAR givet indikatoren r;, forventer vi, at middelvaerdien for y varierer
pa tveers af forskellige mgnstre, altsa den alternative hypotese er

Hy: yoil|ri~ N(o,,%0;) hvis i€l;,1<j<J (2.90)

hvor v,;, j =1,...,J er middelveerdivektor for hvert mgnster j.

Bemaerk, at forkastelse af antagelsen om MAR er tilstreekkelig og ikke ngdvendig for at kunne
forkaste antagelsen om MCAR [3, s. 797].

Det kan bevises, at d(% er en likelihood-ratio teststgrrelse brugt til at teste antagelsen (2.86)
mod alternativ hypotese Hp i (2.90). Hvis normalitetsantagelsen er opfyldt, fglger d3 en x?
fordeling med frihedsgrad df = Z}']ﬂ p;j — p. Men hvis y;’er ikke er multivariat normalfordelt,
dog med den samme middelveerdi p og kovarians matrix 3, sa kan vi bruge The multivariate
central limit theorem (CLT) til at sige, at under antagelsen om MCAR, folger d3 asymptotisk
den samme y? fordeling.

Bemeerk, at bade p og ¥ i praksis er ukendte. I Little’s test foreslaes derfor at benytte deres
unbiased estimater 1 og ¥ = n3/(n — 1) i stedet, hvor i og 3 er maksimum likelihood
estimater baserede pa nulhypotesen Hy defineret i (2.89). Yderligere erstatter vi X, i (2.88)

med f]oj C f], som medfgrer, at

42 = an (yoj — ﬂoj) Zo_jl (goj — ﬁoj) (2.91)

hvilket medfgrer, at d folger asymptotisk en x? fordeling med frihedsgrad df = Z}'le pj — P
Endvidere forkaster vi (2.86), hvis d* > X?lf(l — ), hvor « er signifikans niveau (ofte v = 0.5)
3, 5. 798).

2.4 Dataanalysen (LMM-analysen)

Formalet med dette afsnit er at afprgve de pa nuvaerende tidspunkt beskrivende metoder pa
et praktisk givet dataseet, som indeholder malinger pa 431 elever fra 21 forskellige 4.klasser
fra 11 skoler. Dette dataszet indeholder informationer i 10 variabler, som kan ses i fglgende
tabel.
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Vaiabel Forklaring
id elevs id
time tiden for test
test testscoren
gender elevens kgn (0:pige, 1:dreng)
age-2018 elevens alder i 2018
class-id klasser id (21 forskellige klasser)
School-id skoler id (1-11)
intervention eleverne i gruppel begyndte forlgbet forst. Eleverne i gruppe2 senere.
reading-score-xtile baggrundsvariable, vi ikke far brug for i analysen.
groupi group; er lavt-praesterende elever i interventionsgruppel og
groups groups er hgjt-praesterende elever i interventionsgruppel

Tabel 2.1: Variablene i data

Vi er interesserede i at undersgge forskellen mellem hgjt-praesterende og lavt-praesterende
elever i udviklingen af deres brokregningsfeerdigheder i lgbet af et skolear (2018-2019). Vi er
ogsé interesserede i at se, hvordan disse forskelle er relateret til undervisningen af brgkreg-
ning og undervisningen af andre matematiske emner, sisom geomtri og algebra. Altsa vil vi
svare pa spergsmalet; har lavt- og hgjt-presenterende elever forskellige udviklinger i deres
brokregningsferdigheder i lobet of fierde klasse? Og hvis der er forskel, hvordan er forskellen
relateret til perioderne for undervisning ¢ andre matematisk emner, sasom multiplikation, di-
vision, broker og ligninger, som understgtter udviklingen i brokregningsferdigheder?
Elevernes brgkregningsniveau er malt i otte maneder ved fem mélingstidspunkter. Undersggel-
sen er designet saledes, at den giver os mulighed for at observere og sammenligne udviklingen
af matematikindleering af en prgvepopulation i denne periode, idet alle klasserne fulgte den
samme pensumstruktur for de emner, der blev introduceret i lgbet af skolearet. Alle de del-
tagende elever modtog lignende undervisning i multiplikation, division, brgker og ligninger.
Deltagende elever er fra 11 forskellige skoler i Region Midtjylland i Danmark. Disse skoler
folger forskellige undervisningsplaner, og derfor var der en forsinkelse /forskydning i brokreg-
ningsundervisning for en periode pa fire uger i seks skoler. En af skolerne, hvor der var en
klasse med 27 elever er blevet ekskluderet af studiet, idet den er privatskole og derfor falger en
helt anden undervisningsplan end de 10 andre almindelige folkeskoler. Endvidere mangler der
malinger for 6 elever pa grund af fraveer i de dage, hvor nationaltesten i brgkregning er blevet
lavet. Karakteristisk for nationaltesten er, at testen har et adaptivt design, hvorved hvert nyt
sporgsmal blev valgt ud fra elevens tidligere svar, hvilket betyder, at den méalte sveerhedsgrad
for hver elev blev bestemt ud fra den pagaeldende elevs tidligere svar. Malingerne for de 10
folkeskoler er samlet i to forskellige datasaet (data; og datasg), hvor data; indeholder malinger
fra fire skoler, som var de fgrste, der begyndte med brgkregningsundervisning. Dette data-
saet indeholder 55 lavt-praesterende elever og 52 hgjt-praesterende elever. Datag indeholder sa
malinger fra de 6 resterende skoler, som har forsinket deres brgkregningsundervisning. I dette
dataseet er der 48 lavt-praesterende elever og 44 hgjt-praesterende elever. Disse informationer
er illustreret i Figur 2.1.
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n=431

Alle deltagere:

l—.

Indskrivet
n=3598

17

Tildelt:
n=199

Fravaer: n=65
|kke-national test: n=27

Ekskluderet: n=200 —
LQZ og 03 ekskluderede)

T

Datassetl: n=107

4 skoler
Lay-preesterede: n=52
Hgj-praesterede: n=55

Dataseet2: n=92

6 skoler
Lav-preesterede: n=48
Hegj-preesterede: n=44

Base line 1 aug

Multiplication/division: test2 (efter 14uger)
Instruktionsperiode: test3 (efter 18 uger).
Instruktionsperiode: testd (efter 22 uger).
Algebra: tests (efter 30 uger).

l

Base line 1.aug

Multiplikation: test2 (efterld uger).
Division: test3 (efter 18 uger).
Instruktionsperiode: testd (efter 22uger).
Instruktionsperiode: tests (efter 30 uger).

|

-

Analyse: n=107

Ekskluderet fra analysen: n=0

Analyseres: n=82

Ekskluderet fra analysen: n=0

Figur 2.1: Overblik over deltagerne i data1 og datas.

Da planleegning af skolearet og undervisningsplanerne varierer i de forskellige skoler, er te-
stresultaterne for skolerne i data; og i datas ikke helt til at sammenligne. Vi analyserer derfor
resultater for de to datasset hver for sig, men vi benytter den samme strategi for begge ana-
lyser. Vi kan altsa benytte datas til at stgtte de observerede mgnstre i data;. En illustration
af de to forskellige undervisningsplaner kan ses i den fglgende tabel,
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Skoler: multiplikation/ breker broker lienineer
n=4 division (introduktion) | (komplekse) 1BIIHE
Forsinkede multiplikation/ division broker brgker ligninger
skoler: n=6 P (introduktion) | (komplekse) SIS
tost testo tests testy Z:si;
An 1ust November December Februar 30pu or
st 14 uger efter 18 uger efter 22 uger efter &
baseline , . , efter
baseline baseline baseline .
baseline

Tabel 2.2: Brokregningsfaerdighedertests i lgbet af et skolear. 4 skoler danner datai, og de 6 forsinkede skoler
danner datas.

Udfra malingerne for disse 10 folkeskoler, konstruerer vi to forskellige grupper baseret pa
elevernes resultater i dansk nationaltest. Den ene gruppe indeholder 25% af elever med flest
point (n = 99) svarende til 25%-fraktilen, mens den anden gruppe indeholder 25% af elever
med faerrest point (n = 100) svarende til 75% fraktilen. I alt er der 199 observationer; 106
piger og 93 drenge, og gennemsnittet af elevernes alder er 10 &r og 4 maneder med standard
deviation pa sd = 0.028.

Linesere mixed modeller

For at undersgge validiteten af vores linesre mixede model pa trods af manglende data,
undersgger vi om de manglende data er MAR. Til dette formal benytter vi Little’s test for
MCAR beskrevet i (2.3.3), hvor vi betragter den kategoriske variabel med niveauer givet af
de fire grupper som en uafheengig variabel (hgjt- og lavt-praesenterende i data;, og hgjt- og
lavt-praesenterende i datas). Resultaterne for Little’s test fra R

chi~2 df
145.97 137

n nIncomp nPattern

431 179 21

pval
0.284

viser, at de manglende malinger er MAR, idet x?(137) = 145.97 og p-veerdi p = 0.284.

Vi forsgger nu blot at lave en passende lineser mixed model for vores datasaet, hvor vi betragter
variablene time, group og gender som faste effekter, og variablene id og class-id som
stokastiske effekter i modellen. Vi kan udtrykke modellen som,

test;y = By + 5?(2) + 5;:;&1) + Xt 4 0t + Us + €3¢ (292)

hvor Sy er skeeringen, B;;(i) er gruppe effekt for det i’te individ, ﬁgGefféi) er kgnseffekt for det
7’te individ, A\; er effekten af variablen time, d;; er vekselvirkningen mellem variablene time
og group for det i’te individ ved tiden ¢, U; er stokastiske effekter og €;; er et fejlled for det
ite individ ved tiden t. Derudover er ef fekt(id) ~ N(0,72) og ef fekt(clasiq) ~ N(0,72).
Bemeerk, at 7'12 er variansen mellem eleverne, 7'22 er variansen mellem klasserne og 72 = 7'12 —1—722.
Bemaerk, at man ogsd kunne inkludere variablen School som en stokastisk effekt. Men idet

der ikke er observeret variation mellem skolerne, har vi ikke gjort det.

Groups Name Std.Dev.
id (Intercept) 4.2894e+00
clas_id (Intercept) 1.0858e+00
School_id (Intercept) 3.8272e-05
2

Residual .9587e+00
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Vi vil nu analysere de to dataszet (data; og datas) hver for sig, hvor vi benytter datay til
at validere de observerede mgnstre i data;. Analysen laver vi i R og udvalgte kode kan ses i
Appendix (A).

2.4.1 Datal

For at vurdere betydningen af variablene i modellen i (2.92), kan vi estimere koefficienterne for
hver af variablene (time, group og gender) og deres vekselvirkning (time: group) i modellen.
Estimater for disse koefficienter, kan ses i tabel (2.3).

Variabel Coef. Std. Error t value Pr(>|t])

intercept 4.6597 0.9046  5.151  3.5le-06 ***
time2 -0.0295 0.6302 -0.047 0.96269

time3 3.5654 0.6329 5.634 3.67e-08 ***
time4d 4.1767 0.6724 6.212 1.50e-09  ***
timeb 3.8621 0.6336 6.096 2.92e-09 ***
group2 5.1827 1.0616 4.882 2.38e-06 *F**
genderl 3.9660 0.9084 4.366 3.03e-05 ***
time2:group2 | 2.4845 0.8650  2.872 0.00433  **
time3:group2 | 2.0027 0.8697  2.303 0.02188 *
time4:group2 | 3.8427 0.9105  4.221  3.12e-05 ***
time5:group2 | 4.3106 0.8678  4.967  1.07e-06 *F**

Tabel 2.3: Koefficienterne for faste effekter i data;, hvor signifikanskoder: 0 "***’0.001 ***’ 0.01 "*.

Faste effekter:

For at finde de gennemsnitelige forventede sendringer i testsresultater fra en tidsmaling til
den efterfglgende tidsmaling og de mulige forskelle i disse sendringer mellem lavt- og hgjt-
praesterende elever, anvender vi tabel (2.3). Udfra denne tabel kan vi aflaese en skeering
Biow = 4.66 svarende til gennemsnittet af testresultater for lavt-praesterende elever ved base-
line (time;), og en groupe effekt BgG(Z.) = Bhigh — Biow = 5.18 svarende til den gennemsnitlige
forskel i testresultater mellem lavt- og hgjt-preesterende elever. Altsa testresultaterne for
hgjt-praesterende elever er i gennemsnit 5.18 point hgjere end for lavt-praesterende elever.
Yderligere kan vi udfra tabel (2.3) afleese en signifikant kgnseffekt BQG;L’"E%.) = 3.97 svarende
til den forventede forskel i testsresultater mellem drenge og piger. Altsa testsresultaterne for
drengene (gender = 1) er i gennemsnit 3.97 point hgjere end for pigerne.

Vi kan udfra tabel (2.3) finde A, som er den gennemsnitelig tidseffekt af testresultater. Altsa
A12 er den forventede gennemsnitlige sendring af testresultater fra time; til times, Aoz er den
forventede gennemsnitlige sendring af testresultater fra times til times, Az4 er den forventede
gennemsnitlige sendring af testresultater fra times til times) og A\g5 er den forventede gen-
nemsnitlige sendring af testresultater fra timey til times). Vi beregner N'erne ved at benytte
tabel (2.3), hvor resultaterne kan ses i fglgende tabel.
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A Coef. Pr(>|t|)
A12 | -0.03 0.96
A2z | 3.57-(-0.03)=3.60 | <0.0001
Azq | 4.18-3.57=0.61 0.38
Ag5 | 3.86-4.18=-0.32 0.65

Tabel 2.4: De gennemsnitelige forventede sendringer i testresultater fra en tidsmaling til den efterfglgende
tidsmaling for lavt- og hgjt-praesenterende elever i datay. pr(>|t|) er p-veerdierne for Xerne baseret
pé t-test, hvor nulhypotesen er Ho : A = 0.

Vekselvirkning:

Vi er interesserede i at finde vekselvirkningskoefficienter, der kan fortolkes som forskellene i
effekterne af variablene i modellen, athsengig af veerdierne af de andre variable.
Vekselvirkningen § mellem time og group i modellen defineret i (2.92) svarende til forskellen
mellem gendringer for lavt- og hgjt-praesterende elever, kan vi afleese fra tabel (2.3). Altsa
er 412 = 2.48 forskellen mellem sendringer for lavt- og hgjt-praesterende elever i perioden fra
baseline til timeg, o3 er forskellen mellem sendringer for lavt- og hgjt-praesterende elever i
perioden fra times til times, d34 er forskellen mellem sendringer for lavt- og hgjt-preesterende
elever i perioden fra times til timey og d45 er forskellen mellem sendringer for lavt- og hgjt-
praesterende elever i den sidste periode (fra times og times). Veerdierne for ¢ kan vi fa ud fra
tabel (2.3) og kan ses i folgende tabel,

4] Coef. Pr(>1t|)
012 | 2.48 0.004
da3 | 2.00-2.48=-0.48 | 0.59

034 | 3.84-2.00=1.84 | 0.05

045 | 4.31-3.84=0.47 | 0.62

Tabel 2.5: Forskellen i eendringer mellem lavt- og hgjt-praesterende elever i datai. pr(>[t|) er p-veerdierne for
Nerne baseret pa t-test, hvor nulhypotesen er Hp : 6 = 0.

Vi definerer et nyt parameter n = A + §, som betegner sndringerne mellem fortlgbende
gennemsnet af testsresultater for lavt- og hgjt-preesterende grupper. Veerdierne af n kan vi
beregne ved at s@tte veerdierne af A\ og 0 i taballerne (2.4) og (2.5) sammen, og de ses i
fglgende tabel,

n | Coef. Pr(>|t|)
Mo | -0.0312.48=2.45 | <0.0001
N23 | 3.60-0.48=3.11 <0.0001
n34 | 0.6141.84=2.45 | <0.0001
15 | -0.3210.47=0.15 | 0.81

Tabel 2.6: Andringer mellem de gennemsnitelige fortlgbende testresultater for lavt- og hgjt-praesterende elever
i datay. pr(>|t]) er p-veerdierne for X’erne baseret pa t-test, hvor nulhypotesen er Hp : n = 0.

Stokastiske effekter
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En vigtig del af linesere mixede modeller er at estimere varianskomponenter, der angiver,
hvor meget variation, der er i dataerne pa tveers af grupper eller gentagne malinger. Disse
varianskomponenter kan fortolkes som den maengde variation, der ikke kan forklares af de
faste effekter i modellen. Resultaterne for stokastiske effekter baseret pa modellen i (2.92),
kan ses i den fglgende tabel,

Grouppe effekt Varians | Std. Dev.
id intercept | 18.399 4.289
clasiq intercept | 1.179 1.086
Residual 8.754 2.959

Tabel 2.7: Resultatet fra R for estimationen for varianskomponenter i datai, hvor Number of obs: 456 ,
groups: id, 107 ; clas;d, 11.

Ud fra tabel (2.7) kan vi afleese estimatet for variansen imellem eleverne (indenfor-id varians)
0?2 = 8.75, estimatet for variansen mellem eleverne 72 = 18.40 og estimatet for variationen
mellem klasserne 73 = 1.18. Bemaerk her at total varians er V = 7% + 75 + 02 = 28.33,
og dermed er den stgrste andel (65%) af den samlede varians mellem eleverne. Variationen
mellem klasserne er derimod relativt lille (4% af den samlede varians).

Hypotesetests

For at teste nulhypotesen om, at der ikke er nogen forskelle mellem sendringer i testsresultater
for lavt- og hgjt-praesterende elever, altsa

Ho: 012 =093 =034 = 045 =0 (2.93)

, konstruerer vi et F-test i R saledes,

> dropl(lmel,test="F")
Single term deletions using Satterthwaite’s method:

Model:

test ~ factor(time) * factor (group) + factor(gender) + (1 [|id) + (1 |clas_id)
Sum Sq Mean Sq NumDF DenDF F value Pr (>F)

factor (gender) 166.84 166.842 1 102.82 19.0595 3.026e-05 x*xx*x*

factor (time):factor (group) 264.25 66.062 4 344.69 7.5467 7.743e-06 *xx*

Signif. codes: O **x*x 0.001 *x 0.01 *x 0.05 . 0.1 1

Resultaterne for denne test er markant signifikant med p-veerdi p < 0.0001. Vi vil derfor
forkaste nulhypotesen for, at der ikke er nogen forskelle mellem gendringer i testresultater for
lavt- og hgjt-praesterende elever. Det vil sige, at udviklingen for brgklering er forskellig for
lavt- og hgjt-praeseterende elever.

Bemaerk, at forskellen mellem testresultater for lavt- og hgjt-praesterende elever primaert sker
i den fgrste periode (mellem baseline og times) 012, idet p-veerdien for d12 (p = 0.004) er den
enste signifikant p-veerdi blandt p-veerdierne for 12 til ds5 (i tabel (2.5)).

Udviklingen i testresultater for lavt-preesterende elever i den forste periode Ao = —0.03 er
statistiklig usignifikant forskellig fra 0 med p-veerdi p = 0.96, mens udviklingen i testresultater
for hgjt-praesterende elever i den fgrste periode er estimeret til at vaere n12 = 2.45 og signifikant
forskeligt fra 0 med p-veerdi p < 0.0001 (fra tabel (2.6)).
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Betragter vi en stigende udvilkling i testresultater for lavt-praesterende elever, er sendringen
i den anden testperiode Ao3 = 3.59 den enste @endring der er signifikant forskeligt fra 0
(p < 0.0001) mellem sendringerne Aj2 til Ag5.

For hgjt-praesterende elever er der observeret en siginfikant stigende udvikling i testresultater i
fgrste tre, hvor disse udviklinger er etimerede til at veere n1o = 2.45, n93 = 3.11 og n34 = 2.45
med p-veerdier p < 0.0001 for alle tre perioder. Men udviklingen over den sidste periode
for hgjt-praesterende elever er estimeret til at veere n45 og er usignifikant forskelligt fra 0.
Udviklingen i testresultater for bade lavt- og hgjt-preesterende elever er illustrerede i fglgende
plot.

Data1

e .
C] ] d-d_d_d-
=] .;:;."'-
E L J_l:l'd-f
SR PSS
o o
-E P R O
2 2 9T
s o
I.I:_.:I —

fime

Figur 2.2: Multipel lineser regression model for data;, hvor den rgd linje viser udviklingen af testresultater
for lavt-praesterende elever og den bla linje viser udviklingen af testresultater for hgjt-praesterende
elever over de 5 tidsmalinger.

Model validering
Sluttelig er det vigtigt at undersgge, om fordelingsantagelserne for residualerne og stokastiske
effekter er opfyldt. Til dette formal laver vi en grafisk undersggelse, hvor vi fgrst laver et

QQ-normal plot og et histogram af residualerne, som ses i henholdsvis figuer (2.3) og (2.9).
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Normal Q-Q Plot
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Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

Figur 2.3: QQ-normal plot for residualerne i data;.

Histogram of res1
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Figur 2./: Histogram for residualer i data;.

Plottene i (2.3) og (2.4) indikerer, at residualerne fglger en normalfordeling med middelvaerdi
0.

For at undersgge outliers i residualerne, plotter vi residualerne mod de fittede veerdier, som
kan ses i figur (2.5).
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Figur 2.5: Plot af residualerne mod de fittede veerdier i data;.

Det ovenstaende plot indikerer, at der er outliers i residualer.

For at undersgge fordelingen for stokastiske effekter, finder vi kun BLUP-estimatet for sto-
kastiske effekter, og vi tjekker derefter normalitetsantagelsen ved at lave et QQ-normal plot,
som kan ses i figur (2.6).

Normal Q-Q Plot
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Figur 2.6: QQ-normal plot for stokastiske effekter i data.

Det ovenstaende plot indikerer, at stokastiske effekter fglger en normalfordeling med middel-

veerdi O .

2.4.2 Data2

Vi vil som fgr nsevnt bruge den samme strategi, vi har brugte til at analysere data; til at
analysere datag. Vi vil indledningsvis tilpasse en linger mixed model defineret i (2.92) i R.

Gruppe 1.204c¢ 26



2. Linesere Mixed modeller Aalborg Universitet

Estimaterne for de gennemsnitlige effekter for de forskellige variable for denne model kan ses
i tabel (2.8).

Variabel Coef. Std Error t value Pr(>|t])
Intercept 5.8790 0.8407  6.993  2.05e-08 ***
time2 -0.2711 0.5983 -0.453  0.650796
time3 0.6067 0.6155 0.986  0.325014
timed 3.9016 0.6235 6.257 1.26e-09  HFH*
timeb 3.8520 0.6022 6.397 5.65e-10  ***
group?2 4.2806 1.0504  4.075  7.42e-05 RE
genderl 0.7459 0.9430 0.791  0.431083
time2:group2 | 3.9142 0.8649  4.525  8.53e-06 ***
time3:group2 | 4.1010 0.8803 4.659 4.68e-06 ***
timed:group2 | 3.2930 0.9139  3.603  0.000364 ***
time5:group2 | 4.6553 0.8675  5.366  1.55e-07 ¥

Tabel 2.8: Koefficienterne for faste effekter i dataz, hvor signifikanskoder: 0 ***’/ 0.001 ***’, 0.01 "*’.

Faste effekter:

Udfra tabel (2.9) kan vi afleese en skeering pa By = B, = 5.89 svarende til gennemsnittet
af testresultater for lavt-praesterende elever ved baseline, og en gruppe effekt ,BgG(i) = Bhigh —
Biow = 4.28 svarende til den gennemsnitelige forskel i testresultater mellem lavt- og hgjt-
praesterende elever. Det vil sige, hgjt-praesterende elever har i gennemsnit 4.28 points hgjere
end det er for lavt-preesterende elever. derudover kan vi aflaese en kgnseffekt pa feil" = 0.75,

dog er denne effekt statistik usignifikant med p-veerdi p = 0.43. Dette indikerer, at der ikke
forventes nogen forskel mellem testresultater for piger og drenge i datas.

Udraf tabel (2.9) kan vi ogsa finde A, som betegner (ligesom for data;) den gennemsnitelige
tidseffekt i testresultater. Vaerdierne af A kan ses i fglgende tabel

A | Coef. Pr(>|t|) |
A2 | -0.27 0.65

o3 | 0.61-(-0.27)=0.83 | 0.16

Azq | 3.90-0.61=3.29 <0.0001
A5 | 3.85-3.90=-0.05 0.94

Tabel 2.9: De gennemsnitelige forventede sendringer i testresultater fra en tidsmaling til den efterfglgende
tidsmaling i datas. Pr(>|t|]) er p-veerdierne for Xerne baseret pa t-test, hvor nulhypotesen er
HD :A=0.

Vekselvirkning

Vi finder nu vekselvirkningskoefficienter § mellem variablene time og group i modellen (2.92).
Denne vekselvirkning svarer til forskellen mellem sendringer i testresultater for lavt- og hgjt-
praesterende elever. Altsa ligesom for datay lader vi d12 at veere forskellen i sendringerne
mellem lavt- og hgjt-praesterende elever i perioden fra baseline til timeo, do3 forskellen i
sgendringer mellem lavt- og hgjt-prassterende elever i perioden fra times til times, d34 forskellen
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i sendringer mellem lavt- og hgjt-praesterende elever i perioden fra times til timey, 0g 45
forskellen i zendringer mellem lavt- og hgjt-praesterende elever i perioden fra timey til times.
Veerdierne for § for datas kan vi fa udfra tabel (2.8) og kan ses i fplgende tabel,

o Coef. Pr(>1t|) ‘
012 | 3.91 <0.0001
093 | 4.10-3.91=0.19 | 0.83

934 | 3.29-4.10=-0.81 | 0.39

045 | 4.66-3.29=1.37 | 0.14

Tabel 2.10: Forskellen i eendringerne mellem lavt- og hgjt-praesenterende elever i dataz. Pr(>[t]) er p-
veerdierne for d’erne baseret pa t-test, hvor nulhypotesen er Hy : § = 0.

Vi definerer ligsom for data; en ny parameter 7, som betegner forskellen mellem fortlgbende
gennemsnit af testresultaterne for lavt- og hgjt-praesterende elever. Veerdierne for n kan ses i
fglgende tabel,

M2 | M2 Pr(>]t])
N2 | -0.274-3.91=3.64 | <0.0001
123 | 0.88+0.19=1.07 | 0.10
N34 | 3.29-0.81=2.48 <0.0001
N45 | -0.054+1.37=1.32 | 0.05

Tabel 2.11: Andringerne mellem fortlgbende gennemsnit af testresultater for lavt- og hgjt-praesenterende
elever i datas. Pr(>|t|) er p-veerdierne for n’erne baseret pa t-test, hvor nulhypotesen er Ho : 7 = 0.

Stokastiske effekter

Resultaterne for stokastiske effekter baseret pa modellen (2.92) for datas, kan ses i fplgende
tabel,

Grouppe effekt Varians ‘ Std. Dev. ‘
id intercept | 15.594 3.949
clas;g intercept | 1.198 1.095
Residual 8.141 2.853

Tabel 2.12: Resultaterne fra R for estimationen for varianskomponenter i dataz, hvor Number of obs: 418
, groups: id, 92 ; clas;d, 10.

Bemzerk her, at estimatet for variansen indenfor elever (indenfor-id varians) er o? = 8.14.
Derudover er estimatet for variansen mellem eleverne 7 = 15.60 og estimatet for variansen
mellem klasserne 73 = 1.20. Den totale varians er derfor V = 8.14 + 1.20 + 15.60 = 24.94.
Altsa er den storste andel (62%) af den samlede varians mellem eleverne. Dog er variansen
mellem klasserne relativt lille (4.8%). Bemaerk, at estimaterne for varianser i datas neesten
stemmer overens med estimaterne for varianser i data.
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Hypotesetests

Ligsom for data; konstruerer vi et F-test for datas for at undersgge nulhypotesen: at der ikke
er nogen forskelle mellem sendringer i testresultater for lavt- og hgjt-praesenterende elever. Vi
tester saledes nulhypotesen

Hop: 012 =023 =034 =045=0 (2.94)

Resultater for F-testen er ligsom for data; signifikant med p-veerdi p < .0001, og dermed
forkaster vi nulhypotesen.

> dropl (1lme2,test="F")
Single term deletions using Satterthwaite’s method:

Model:

test ~ factor(time) * factor (group) + factor(gender) + (1 [|id) + (1 |clas_id)
Sum Sq Mean Sq NumDF DenDF F value Pr (>F)

factor (gender) 5.093 5.093 1 87.96 0.6257 0.4311

factor (time):factor (group) 298.472 74.618 4 319.50 9.1658 5.07e-07 ***

Signif. codes: O *%*%x 0.001 *x 0.01 *x 0.05 . 0.1 1

Vi forventer derfor, at sendringer i testsresultaterne for lavt- og hgjt-preesenterende elever
varierer over tid. Altsd er udviklingen i brgkleering er forskellig for lavt- og hgjt-praesterende
elever.

Bemaerk, at forskellen i testresultater for lavt- og hgjt-praesterende elever er sket i den fgrste
periode (baseline og timey) d12 med en p-veerdi p < 0.0001 (fra tabel(2.10)). Forskellen i te-
stresultater for lavt- og hgjt-preesterende elever i de andre perioder do3, d34 0g d45 er statistisk
usignifikante forskellig fra 0.

Udviklingen i testresultater for lavt-praesterende elever er kun signifikant i den tredje tests-
periode A34 = 3.29, med p-veerdi p < 0.0001.

For hgjt-praesterende elever er udviklingen i testresultater estimerede til at veere positiv over
alle testperioder, og dermed sker en stigende udvikling i testresultater for hgjt-praesterende
elever. Endvidere er der signifikant forskellig fra 0 stigning i udviklingen i den fgrste og trdje
perioder 112 = og 134 = med p-veerdierne p < 0.0001 (fra tabel 2.11). Udviklingen i testresul-
tater for bade lavt- og hgjt-praesterende elever i datas er illustreret i folgende plot,
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Figur 2.7: Multipel lineser regression model for datas, hvor den rgd linje viser udviklingen af testresultater
for lavt-praesterende elever og den bla linje viser udviklingen af testresultater for hgjt-praesterende
elever over de 5 tidsmalinger.

Model validering:

For at undersgge fordelingsantagelserne for residualerne, laver vi et QQ-normal plot og et
histogram af residualerne, som kan ses i figurerne nedenunder.

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

Figur 2.8: QQ-normal plot for residualer i datas.
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Figur 2.9: Histogram for residualer i datas.

Bade QQ-normal plot og histogrammet i figurerne (2.8) og (2.9) indikerer, at residualerne er
normalfordelte med en middelveerdi 0.

Nu plotter vi residualerne mod de fittede veerdier for at undersgge outliers i residualer, dette
ses i folgende figur.
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Figur 2.10: Plot af residualerne mod de fittede veerdier i datas.

Det ovenstaende plot indikerer, at der er outliers i residualer i datasts ligesom for datast;.
For at undersgge om fordelingsantagelse for stokastiske effekter er opfyldt, laver QQ-normal
plot af disse effekter. Dette kan ses i fglgende figur.
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Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

Figur 2.11: QQ-normal plot for stokastiske effekter i datas.

Konklusion og diskussion:

Vi kan konkludere, at udviklingen af brgkregningsfserdigheder for lavt- og hgjt-praesterende
elever varierer signifikant over tid. Testsresultaterne for hgjt-praesterende elever i brgkreg-
ningsfeerdigheder er forbedret i alle perioderne, undtagen den sidste (ligningsinstruktions-
perioden), hvor sendringen er meget lille for data;; dog er en stgrre zendring observeret for
datas. Det geelder omvendt for lavt-praesenterende elever. De har kun oplevet en forbedring i
brgkinstruktionsperioden.
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3 Latent Curve Models (LCM)

I dette kapital vil vi introducere andre modeller end den linesere mixed model til at undersgge
udviklingen af en variabel over tid eller alder i longitudinelle data. Disse modeller kaldes for
Latent Curve Models (LCM). LCM beskriver typisk, hvordan en malt variabel szendrer sig over
tid og kan give overblik over, hvordan denne variabel udvikler sig og pavirkes af forskellige
faktorer. En typisk anvendelse af LCM er at beskrive vaekst, hgjde og vaegt af bgrn over tid.

LCM indeholder stokastiske skeeringer og stokastiske haeldninger, som tillader, at hvert individ
i populationen kan have sin egen sti over tid (en population med n individer indeholder n
stier), hvor denne sti beskriver udviklingen af individet i populationen over tid. Disse stier kan
veere linesere funktioner af tid, men de kan ogsa have nogle andre former, sasom kvadratiske
eller kubiske funktioner af tid [2, s. 1].

Vi vil introducere LCM fra en Structural equation model (SEM) perspektiv og sammenligne
disse modeller med linesere mixed modeller. Vi vil begynde med at definere de forskellige
niveauer af LCM. For at undersgge validiteten af LCM vil vi praesentere nogle mél, der kan
anvendes til at evaluere og validere modellen. Disse mal vil give os veerdifuld indsigt i, hvor
godt den tilpassede model passer til vores data og hvor palidelige vores estimater er.

Til dette formal betragter vi en population bestaende af n individer, hvor hvert enkelt individ
er blevet malt T' gange. Da defineres LCM som

yr=o;+NBi+er i=1,...,n og t=1,....,T [2,5.126] (3.1)

hvor y;; er veerdien af variablen (stivariablen) y for det i’te individ ved tiden ¢ og «; og f3; er
stokastisk skaering og haeldning for den sti, der beskriver udviklingen af det i’te individ over
tid. Variablen \; betegner en tidstendensvariabel, som tager veerdier \; = 0 og Ao = 1 for
t = 1,2, mens vaerdien af \; for ¢ > 3 indikerer, om stierne er linesre eller ikke-linezere [2, s.
127]. For eksempel for en lineser LCM er \; = ¢ — 1 for alle t. Og €;; er et fejlled.

Bemaerk, at Ligning (3.1) kaldes for niveau 1 ligningen for LCM eller ubetinget LCM. Den er
ubetinget i den forstand, at den ikke tager hgjde for kovariater i modellen. Men vi kan sendre
den ubetingede LCM til en betinget LCM ved at definere niveau 2 ligninger for stokastiske
skaeringer og haeldninger. Sa hvis vi antager, at der er K observerede kovariater (kgn, social

status, veegt, osv.) i data x1,...,2k, er niveau 2 ligninger for LCM givet ved,
O = o + Yo T1i + - + Yar TKi + Cai (3'2)
Bi = pg + 471+ + VT + (i (3.3)

hvor 1, og g er skaeringer for ligninger, der preedikterer de stokastiske skeeringer (3.2) og
heeldninger (3.3) pa tveers af alle individer. Helt konkret er 11, 0g pg henholdsvis middelveerdi
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af skeeringer og middelvaerdi af haeldninger, nar kovariaterne i modellen er 0. vq;,. .., Yoy €r
kovariaters koefficienter i (3.2) og vg,,...,78, er kovariaters koefficienter i den stokastiske
haeldningsligning (3.3). Kovariaterne zy;, ..., xx; er generelt tidsuathasengige. Det vil sige, at

kovariaterne kan tage forskellige vaerdier for forskellige individer, men de sendrer sig ikke over
tid. Og (o, 0g (g, er fejlled [2, s. 127].

LCM er bygget pa nogle antagelser. Blandt andet antager vi,

1. at middelvaerdien af fejlene er 0, altsa

Eleq) =0 for i=1,....,n og t=1,...,T (3.4)
El¢s,] =0 for i=1,...,n (3.5)
E[¢s,] =0 for i=1,...,n (3.6)

2. og at fejlene indbyrdes er ukorrelerede og at de er ukorrelerede med kovariaterne xg;,
altsa er den enste kovarians der ikke 0, er Cov((q,,(s;)-

2, s. 127].

Vi kan kombinere niveau 1 ligningen og skeaerings- og heeldningsligninger i en enkelt ligning
ved at indseette (3.2) og (3.3) i (3.1). Pa den made far vi en kombinationsligning for LCM
saledes,

Yit = (Ha + Mepg) + (Yar +Mv8,) 10 + -+ (Yax + AV )Tk + (Cai + AeCpi +€e)  (3.7)

hvor de forste tre parenteser (skeering og koefficienter) i (3.7) repraesenterer de faste komponen-
ter af LCM og den sidste parentes (fejlene) i (3.7) reprzesenterer de stokastiske komponenter
i LCM [2, s. 128]. Bemaerk, at stien y;; er en funktion af en sammensat skaering, sammensatte
koefficienter for kovariater x1;, ..., Xk, der sendrer sig med A.

Bemeerk, at vi kalder den betingede LCM for LCM i dette projekt.
Matrixformel for LCM

Vi kan omskrive LCM til en matrixform, som vi vil benytte senere i estimationsafsnittet. Vi
omskriver forst niveau 1 ligning defineret i (3.1) for LCM til en matrixform saledes,

yi = An; + € (3.8)
hvor,
(1 0 0 0]
gl 11 0 0
2
vi=| . , A= |1 2 1 0 (3.9)
yir 1 T—1 T—2 1
€il
. €2
C o= og =] . (3.10)
Bi :
€T
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Bemzeerk, at y; i ligning (3.8) er i en form, der tillader T" tidspunkter, altsa en T x 1 vektor, A
er en T' x T matrix, 7; er en vektor af skeerings- og haeldningsveerdier for det i’te individ og
¢; er en vektor af residualer for det i’te individ og €; ~ N(0,0) [2, s. 133]. © er en kovarians
matrix for fejlene ¢; sdledes

b, 0 0
0 6 - O

oe=| . , (3.11)
0 0 O,

hvor 6., = Var(e;) fort =1,...,Togi=1,...,n.
Tilsvarende omskrives niveau 2 for LCM for de latente kurveparametre («; og ;) pa en
matrixform saledes,

N = Wy + I'X;,+¢ (3.12)
hvor
(&%) Mo Yor Yaz 0 Yag

C_ 7 — , I'= 3.13
K [ Bi ] H [ 2%, ] [ Y1 VB2 Bk ] ( )

X1

X2 .

;o= og G = [ g;l ] (3.14)

TK;

hvor i, er en vektor af middelveerdier for skeeringer og haeldninger, I' er en 2 X K matrix af
koefficienter af kovariaternes effekter, x; er K x 1 vektor af kovariaterene for det i’te individ
0g ¢ = (Cas» Cs;)T er en vektor af stokastiske effekter for det i’te individ og ¢; ~ N (0, ¥), hvor

_ ¢aa %5
U = . 3.15
( Yoo Ypp ) (3:.15)

hvor Yaa = Var(a;), gz = Var(f;) og s = Cov(a, ).
Kombinerer vi ligningerne (3.8) og (3.12), far vi kombinationsligning for LCM séledes,

Bemaerk her, at den sidste ligning er en generel form, der tillader et hvert T" antal af gentagne
malinger og K kovariater for latente kurveparametre.

Forholdet mellem LCM og LMM

Vi betragter ligningen (3.16). Den forste del af denne ligning A(u, + I'z;) beskriver faste
komponenter (faste effekter af latente variable n og faste effekter af observerede variable x)
i LCM. Disse komponenter svarer til faste effekter X3 i lineszer mixed model defineret i (2.1)

Gruppe 1.204c 35



3. Latent Curve Models (LCM) Aalborg Universitet

saledes A, +T'z;) = X8, hvor Az; = X og 8 = py + 1.

Derudover er den anden del af ligningen (3.16) A(;, beskriver stokastiske komponenter i LCM,
og svarer til stokastiske effekter i lineser mixed model ZU saledes A = Z og (; = U;. Det vil
sige, at vi kan skrive LCM som en lineser mixed model siledes

y=XB+2U +¢ (3.17)

hvor y er responsvariablen, X og Z er kendte matricer, og ¢; er et fejlled. Bemserk, at den
eneste forskel mellem LCM og LMM er, at i LCM antager vi eksplicit en latent variabel, mens
i LMM antager vi en tilfeeldig effekt, som kan fortolkes som en latent variabel. Bemaerk ogsa,
at selvom LMM og LCM er skvivalente, er der stadig forskelle i de to modeller, og valget af
model athaenger af formélet med analysen og egenskaberne for data [5, s. 1401].

Identifikation:

I dette afsnit vil vi undersgge, hvordan kan en LCM identificeres, herunder hvilke betingelser,
der skal vaere opfyldt for at opna entydig identifikation. Hvad der menes med identifikation er,
at der er mindst lige sa mange observerede variable, som der er parametre i modellen [2, s. 130].
For en LCM for en population med n individer og T" gentagne mélinger uden nogen kovariater,
er de observerede variable middelvaerdien, variansen og kovariansen af y; for hvertt =1,...,T.
Det giver i alt %T (T'+3) kendte middelveerdier, varianser og kovarianser i modellen. Betragter
vi nu en LCM med K kovariater, er de observerede variable middelveerdier, varianser og
kovarianser af y; og zx (Elyit], Elxg], Cov(yit, yii—s) for s >0 o0gt —s >0, Cov(zki, Tk—m,i)
og Cov(yit, xx;)). altsd er der i alt 2(T'+ K)(T + K + 3) observerede variable [2, s. 130]. En
LCM er identificeret hvis to fglgend betingelder er opfyldt,

1. Parametrene i den ubetingede LCN (niveau 1 af LCM) har unike veerdier i form af
middelveerdi, varians eller kovarians af de observerede variable, nar der er mindst 3
tidsmélinger (T = 3). FX for T' = 2 er der 3T(T + 3) = 5 oberverede variable og
T 4+ 5 = 7 parametre, og dermed er modellen underidentificeret.

2. alle kovariater i modellen, er observerede (Der er ikke nogen latente kovariater) [2, s.
129].

Hvis antallet af de observerede variable er stgrre end antallet af modelparametre, siges det at
modellen er overidentificeret. Tilsvarende geaelder det, at hvis antallet af parametre er mindre
end antallet af de observerede variable i modellen, siges det at modellen er underidentificeret.
Derudover for at kunne veere i stand til at identificere alle modellers parametre, betragter vi
flere antagelser. Vi antager blandt andet, at alle individer har den samme varians ved den
samme tidsperiode, pa trods af at variansen kan variere over tid, altsa Var(ei:) = Var(e).

Vi vil i fglgende eksempel praesentere et specielt tilfeelde af LCM. En lineser LCM med tre
gentagne malinger ¢t = 1,...,3 og to kovariater x1; og x;.

Eksempel 3.1 Linezer LCM med tre tidsmalinger og to kovariater:

For at introducere en lineser LCM med tre gentagne mélinger T' = 3 og to kovariater z;1 og
x2i, benytter vi Ligning (3.8).

Yyit = A + €it (3.18)
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hvor
ni = py + Ly + G (3.19)
Altsa
Yil 10 o €1
yo | =11 1 ﬁ% + | € (320)
y’L3 ]. 2 ! E’i3
hvor
o _ Mo + Yo  Vao L1 + Cai (321)
B; 15 V6 Ve | | @ S8,

Denne model er illustreret med et path diagram pa Figur (3.1).

Figur 3.1: En lineser LCM med tre gentagne méalinger og to kovariater [2, s. 128].

Vi vil nu vise, at en lineser LCM med tre gentagne malinger og to kovariater er identificeret.
Vi vil fgrst liste de observerede variable og parametrene i modellen. De observerede variable

er, Hoyivs Hyios Hyizs May;s Hag;s Cov(yil’ yi2)7 Cov(yila yi?))a COU(yiQ: yi3)v CO’U(lei, .’Egi), Det lader
til 20 variable. Tilgengeeld er der 12 parametre, som vi vil undersgge om de er identificerede.

De er pia, 18, Yais Yas V815 V821 Yaas Vs, Yap 08 T' = 3 parametre af A;. Vi betragter derfor
ligningen (3.20) og tager den forventede veerdi pa begge side af denne ligning séledes,

Hyi 10 M Mo

Elyil = | pye | = | 1 1 =1 patus (3.22)
Fryis L2

Sa middelveerdierne af skzeringer og hzldninger er,

Hoi = Hyi (3.23)
KB, = My — Ky (3'24)
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Og dermed er middelveeriderne af skeeringer og haeldninger identificerede. Tilsvarende er va-
rianser og kovarianser af observerede variable 1,

¥ = AUAT + 0, (3.25)

VAR (yi1) COV (yi1,yi2) COV (yi1,yi3)
Y= Cov (yig, yil) VAR (yzg) COov (yig, yig) (3.26)
COV (yi3,yi1) COV (yi3, yi2) VAR (yi3)
Yaa + VAR (Eil) Yaa + Q;Z)oz,B Yaa + 2#)04,3
_ waa + %5 waa + wﬁﬁ + 2"%,3 waa + 2¢55 + 3"%,3 (3 27)
+ VAR (€i2) Vaa + 4¢55 + 4¢aﬂ )
Voo + 2¢a,3 Voo + 21/16,3 + 3¢aﬁ + VAR (€i3)

og dermed er

ap = Cov(yi1, yi3) — Cov(yit, Yiz) (3.28)
VYaa = 2C0v(yi1,yi3) — Cov(yi1, yiz) (3.29)
VBB = (Cov(yiz, yiz) — Cov(yir, yia)) /2 (3.30)

Yderligere er varianser for fejlene kan faes ved brug af
O, =AUAT + % (3.31)

givet at variablene ¥nq, a3 0g ¥gs er identificerede. Og dermed er varianser af fejlene

Var(e;1) = Var(yi1) — Yaa (3.32)
Var(EiQ) = Va‘r(yiQ — Yoo — wﬁﬁ - 2wa6 (333)
Var(eis) = Var(yis) — Yaa — 49 — 4agp (3.34)

Dette betyder, at en lineser LCM med tre gentagne malinger og to kovariater er identificeret.

<

3.0.1 Estimation

Et hovedformal med latent variabel analyse er at benytte de gentagne malinger for obser-
vationer til at estimere uobserverede stier, der giver anledning til de gentagne malinger. Vi
kan estimere parametrene i LCM ved brug af en linezer mixed model eller ved brug af en
traditionel strukturel ligningsmodel (SEM) [2, s. 36]. Vi vil derfor i dette afsnit begynde med
at definere implicit middelverdi struktur og kovarians struktur for LCM.

Implicit middelvaerdi struktur

For at finde ML-estimat for LCM i form af SEM, kan vi benytte implicit middelveerdistruktur
(implied mean structure). Implicit middelveerdistruktur for en LCM kan bestemmes ved at
tage den forventede veerdi pa begge side af ligning (3.16). Altsa

iy (0) = Apn + Tptar) (3.35)
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hvor pu,(0) er middelveerdivektoren i modellen for alle y, og 6 er ukendte modelparametre,
som skal estimeres. Ud fra ligningen (3.35) kan vi bestemme implicit middelveerdistruktur for
hvert y;+. Derudover er implicit middelveerdistruktur for kovariater z, blot middelveerdier af
xk, idet zj er eksogene variable [2, s. 134]. Ved at kombinere middelveerdien af y og x, far vi
implicit middelveerdistruktur for alle observerede variable.

U= M(e) = [ Zi ] — [ A(ﬂW;FMm) ] (336)

Implicit kovariansstruktur

Pa samme made som for implicit middelveerdistruktur, kan vi udlede en kovarians strukturel
ligning, som beskriver kovarianser og varianser af de observerede variable som en funktion
af parametrene 6, altsa ¥ = 3(0), hvor ¥ er populations kovariansmatrix af observationerne
y og kovariater . En vigtig antagelse for at bestemme implicit kovarians er, at fejlvarianser
varierer over tid, altsa Var(e;;) = Var(e).

Traekker vi ligningen (3.35) fra ligningen (3.16), far vi forskellen mellem y; og dens middelvaerdi
[y, altsa

Yi — piy = (A +Tay) + AG +e) — (Alpy +Tpz)) (3.37)
= AI'(z; — ,ux) + AG + € (338)
=A(D(z; — pa) +G) + € (3.39)

Da zj, er observerede variable, kan vi ikke simplificere forskellen x; — p, mere.
Benytter vi definitionen af en kovariansmatrix (den forventede veerdi af afvigelsesvariable
ganget med afvigelsesvariablen transformeret), far vi at,

2(0) =E [ vty

T
Yi = Hy 3.40
Xi — pa ] ( )

Xi — g

ATY IT + AT + 3, ATE,,
Yo . ITTAT e

(3.41)

hvor ¥, er kovariansmatrix af kovariater . Bemeerk, at elementet gverst til venstre af ¥(0)
viser en nedbrydning af kovariansmatricen for gentagne malinger af y; i forhold til modellens
strukturelle parametre. Elementerne gverst til hgjre og nederst til venstre af () giver ko-
variansmatricer af z; og y;, som funktioner af modellers parametre, og eeimentet nederst til
hgjre giver kovariansmatricer for kovariater xy.

ML-estimat

Da en LCM er &kvivalent til en lineser mixed model, kan vi benytte log-likelihoodfunktionen
i(2.29) til at finde log-likelihoodfunktionen for hvert individ i populationen for en LCM som

1 1 T -1
ti(0) = —5log [ Bi(0) | -5 (i —1i(0))" (2i(0))  (vi — 1a(9))  [2,5.136] (3.42)
fori =1,...,n, z; er en vektor af observerede variable for det i’te individ, og C; er en konstant

der ikke er uafhaengig af 0 [2, s. 136]. Log likelihoodsfunktionen for alle individer er summen
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af log likelihoodsfunktioner for alle individer i populationen, Altsa

0o = Zn:ei(a) (3.43)
=1

Vi finder et # som maksimerer 0(0). 6 opfylder almindelige egenskaber for ML-estimater
(konsistent, asymptotisk normal, asymptotisk unbiased og asymptotisk efficient) [2, s. 136].
Endvidere er asymptotisk kovarians matrix for € lig med den inverse af Fisher information
matricen.

3.0.2 Modelvalidering

Der er adskillige overordnede metoder (overall fit) til at undersgge, hvor godt modellen passer
pa data. Her praesenterer vi et par af disse metoder, som er nyttige i modelvurdering for LCM.
En vigtig teststatistik for modelvurdering for LCM er x2-teststatistik defineret som,

Travr = (n—1)¢ (3.44)
for den tilpassede ML-funktion for LCM. Nulhypotesen, der skal undersgges er,
Hy:p=upl) og X =25X(0) (3.45)

Hvis nulhypotesen (3.45) og fordelingsantagelser, der begrunder ML-estimat holder, er den
asymptotiske fordeling af teststatistikken central y2-fordeling med frihedsgrad, df = %(T +
K)(T+ K +3) —u, hvor u er antallet af de estimerede parametre i modellen. I en fuldsteendig
identificeret model (antallet af ukendte parametre er lig med antallet af kendte parametre),
vil teststatistikken ikke veere brugbar, idet de tilpassede funktioner og teststatistikken er 0.
Vi kan derfor kun bruge denne teststatistik, nar modellen er overidentificeret med positive
frihedsgrader, hvor signifikantheden tyder pa, at modelspecifikation ikke ngdvendigvis gengi-
ver middelveerdier eller kovariansmatricen for de observerede variabler [2, s. 44].
x2-teststatistik har nogle kritiske egenskaber, som far os til ikke at tro udelukkende pé disse
tests for overordnet modelvurdering. En af disse egenskaber er, at de observerede variabler
kan stamme fra multivariate fordelinger, der udviser overskydende kurtosis, hvilket kan fgre
til, at teststatistikken er for hgj eller for lav.

Der er ogsa nogle andre mal som er brugt til overordnet modelvalidering. Det drejer sig om
baisline indekser, som i modseetning til y?-teststatistik ikke er afheengige af stikprovestgrrelse
n.

Baseline Fit indekser

Baseline indekser sammenligner to modeller. En baselinemodel (nul-model) og hypotesemodel
(tilpasset model).
Vi vil nu introducere nogle baseline indekser.

Tucker Lewis

Den mest kendt baseline indeks brugt i overordnet modelvalidering for LCM er den sakaldt
TuckerLewis indeks (T'LI). Lader vi T}, repraesentere teststatistik for basislinemodellen, T},
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for hypotesemodellen, dfy for frihedsgrader for basismodellen og dfy for frihedsgrader af hy-
potesemodellen, er Tucker-Lewis-indekset (TLI) givet ved,

TLI — Ty /dfy — Ty, /dfy,
T,/df, — 1

(3.46)

TLI varierer generelt mellem 0 og 1. En vaerdi pa 1 er en idealtilpasning. Veerdierne mindre end
1 er kritiske for models tilstreekkelighed og veerdierne der er stgrre end 1 tyder pa muligheden
for model overtilpasning eller at have en model med for mange parametre, hvor nogle af
parametrene udnytter tilfaeldige variationer i data [2, s. 46].

Incremental fit indeks

En anden baseline fit indeks er Incremental fit indeks (IFI), som er givet ved,

Ty, — To,

IFI= 2"
Ty, — dfy,

(3.47)

IFT tager veerdier mellem 0 og 1, hvor 1 er en idealtilpasning. Veerdierne der er meget stgrre
end 1, indikerer overfitting og veerdierne under 0.9 er uacceptable [2, s. 46].

Root-mean-sqaure error of approximation (RMSEA)

En statisik maling, som er anvendt til at vurdere overordnet tilpasning af model pa data, er
Root mean-square error of approximation (RMSEA). RMSEA er bygget pa en ikke centarl y?
fordeling, som er en asymptotisk fordeling for teststatistikken, nar Hy er ugyldig, og graden
af fejlspecifikation ikke er for signifikant [2, s. 47]. RMSEA er givet ved,

Ty, — dfy,

MSEA =/ —————
RMS (N = 1)y

(3.48)

Bemaerk, at teelleren for RMSEA under kvadratrodstegnet Ty, —dfy, er et asymptotisk unbiased
estimat for en ikke central parameter for den ikke-centrale x? fordeling er underliggende T,.
Derudover er divisionen med n—1 en justering for at tage hgjde for provestgrrelseseffekten pa
den ikke central parameter, og dfy, giver en straf for at opbruge modelfrihedsgrader. RMSEA
har en nedre graense pa 0 men ikke en gvre graense. En lille RMSEA-veerdi tyder pa, at
modellen passer godt pa data (jo teettere pa nul den er, jo bedre passer modellen til data). En
fordel ved RMSEA er veerdierne af lave og hgje greenser for konfidensintervaller. Der foreslas
retningslinjer, sddan at vaerdier pa mindre end 0,05 indikerer en vel tilpasset model. Veerdierne
er storre end 0,10 indikerer en darlig pasform, og veerdierne derimellem er moderate |2, s. 47].

3.1 Dataanalyse

I dette afsnit vil vi afprgve de beskrevne metoder (LCM) pa et praktisk dataseet. Vi vil
benytte de samme to datasaet, som vi brugte i afsnit (2.4). Vi vil ogsa benytte den samme
analysestrategi; det vil sige vi anvender analysesresultaterne for datasets til at bekraefte de
observerede mgnstre i dataset;. For at kunne benytte data til at konstruere en LCM, kraever
det at data er i sakaldt wide format. Vi laver derfor dataset, og datasety om til widedata,
og widedatay. Variablerne for widedata er illustreret i fglgende tabel.
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Variabel Forklaring
id elevs id
testl testresultater ved baseline
test2 testresultater ved den 2. tidsmaling
test3 testresultater ved den 3. tidsmaling
testd testresultater ved den 4. tidsmaling
testd testresultater ved den 5. tidsmaling
gender kon (1 dreng, 0 pige)
group | (1: hojt-praesterende elever, 0: lavt-preesterende elever)

Tabel 3.1: Variablene i widedata.

Vi laver indledningsvis et pathdiagram, der illustrerer en lineser LCM med 5 gentagne mélinger
(testy, tests, tests, testy og tests) og to kovariater gender og group pa vores data. Diagrammet
kan ses i folgende figur,

Gender Group

Figur 3.2: Et path diagram for LCM i (3.52).

Vi tilpasser nu en lineser LCM, defineret i (3.1), (3.2) og (3.3), pa tveers af 5 gentagne malinger
for testscore for elever i widedata. Til dette formal modellerer vi variablen test med en
skeering og en linezer heeldning. Skaeringen repraesenterer det forventede testresultat for elever
ved baseline (time;) og har loadings pa 1 for alle t = 1,...,5, mens haldningsfaktoren har
en loadings pa 0,...,4 for t =1,...,5. Altsa,

test;; = intercep, + time; - slope; + €;; (3.49)
hvor

intercept; = [intercept T Y01 - gender + o2 - Eroup + Cintercept, (3.50)
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0g
slope; = isiope T 711 - gender + Y12 - group + (siope, (3.51)

hvor time; = )¢ og tager vaerdier 0,1,2,3,4 0g t = 1,...,5, idet det er en lineser LCM. Vi
indsaetter nu Ligninger (3.50) og (3.51) i Ligning (3.49), sé vi far en kombinationsligning for
LCM

testy; :(,uintercept + time; - Mslope) + (701 + timey - ’711) - gender (352)
+ (702 + +712 - timet) - group + (Cintercepti + time; - Cslopei + Eit) (353)

Vi benytter R til at beregne parametrene i modellen. Til dette formal benytter vi en R-
pakke kaldt lavaan, som er brugt til at modellere latente variable. Navnet Lavaan kommer
af latent (la) variable (va) analysis (an). Syntaksen for lavaan ligner R-regression model stil.
Den tillader arbitraere navner for skseringen og haeldningen i modellen. Endvidere angiver
relationssymbolet =~, at den venstre side er latente variable og den hgjre side er observerede
variable. Vi bruger desuden funktionen growth til at tilpasse LCM. Dette er illuatreret i
fglgende kod.

install.packages ("lavaan")
library(lavaan)

testl <- "
intercept=-~ 1xtest_1 + 1xtest_2 + 1xtest_3 + 1*¥test_4 + 1xtest_b
slope =~ O*test_1 + 1xtest_2 + 2xtest_3 + 3*test_4 + 4xtest_5
#regressions
intercept ~ gender + group
slope ~ gender + group

testmodell = growth (testl, data= widedatal)
summary (testmodell)

Udvalgte R-kod for denne analyse kan ses i Apendix (A).

3.1.1 LCM-analysen
Vivilidet fglgende gennemga resultaterne fra R for LCM-analysen for widedata; og widedatas.

Middelvaerdier af skaerings- og haeldningsfaktorer for widedata;

Intercepts:
Estimate Std.Err z-value P(>|z])

.test_1 0.000
.test_2 0.000
.test_3 0.000
.test_4 0.000
.test_b 0.000
.intercept 8.835 0.904 9.773 0.000
.slope 1.317 0.265 4.966 0.000

Fra ovenstaende resultat kan vi aflaese en statistisk signifikant middelveaerdi af skaeringen pa
Wintercept = 8.84 med p-veerdi p = 0. Dette svarer til at gennemsnittet af testresultaterne for
eleverne ved den forste tidsmaling (baseline) er 8.84.

Middelveerdien for heeldningen er estimeret til at veere pigope = 1.32 og er ogsa statistisk
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signifikant med p-veerdi p = 0. Altsa er der en positiv lineger stigning i elevernes testresultater
fra en tidsmaling til den efterfslgende tidsméling pa 1.32.
Middelvaerdier af skaerings- og haeldningsfaktorer for widedatas

Intercepts:
Estimate Std.Err z-value P(>|z])

.test _1 0.000
.test_2 0.000
.test_3 0.000
.test_4 0.000
.test_5 0.000
.intercept 5.829 1.960 2.974 0.003
.slope 0.817 0.520 1.570 0.116

Baseret pa det ovenstaende resultat kan vi konkludere, at der er en statistisk signifikant
gennemsnitsvaerdi for skaeringsfaktoren pa 5.83 point i widedatas, med en p-vaerdi pa 0.00.
Dette betyder, at gennemsnittet af elevernes testresultater ved den forste tidsmaling (baseline)
er 5.83. Middelveerdien for haeldningsfaktoren er estimeret til at veere 1.82, men statistisk
usignifikant, med en p-veerdi p = 0.116. Dette indikerer, at der ikke over tid er sket en
signifikant udvikling i elevernes testresultater.

Regressionsparametre for widedata;

Vi har to kovariater i vores LCM, gender og group, hvor estimaterne for deres effekter kan
ses i fglgende resultat

Regressions:
Estimate Std.Err z-value P(>[z])

intercept ~
gender 3.671 0.744 4.934 0.000
group -0.495 0.215 -2.300 0.021
slope ~
gender 0.195 0.218 0.893 0.372
group 0.166 0.063 2.638 0.008

Dette viser i hvor hgj grad testresultaterne for drengene adskiller sig fra testresultaterne for
pigerne, og om der ogsé er forskel pa testresultatet for lavt- og hgjt-praesterende elever. Vi
kan afleese et positiv estimat af skeeringsfator for drenge (gender = 1) pa 3.67. Denne effekt
er statistisk signifikant med p-veerdi p = 0.0. Dette indikerer, at drenge i gennemsnit har
hgjere scoring i testresultatet end pigerne har i den fgrste tidsmaling.

Vikan ogsa aflaese en statistisk signifikant negativ skaeringsveerdi for gruppen lavt-praesterende
elever pa —0.495 med p-veerdi p = 0.02. Dette indikerer, at testresultater for lavt-praesterende
elever i gennemsnit er lavere end det er for hgjt-praesterende i den forste tidsmaling.

Da p-veerdien af regressionskoefficienten for drenge af den linezere heeldningsfaktor er 0.372, er
testresultattet for drengene ikke en signifikant forudsigelse til at forklare den linesere vaekst-
trend af testresultater. Imidlertid er p-veaerdien af estimatet for lavt-praesterende elever til
den linezere haldningsfaktor positiv og signifikant med p-veerdien 0.008. Dette indebzerer, at
lavt-praesterende elever udviser en stejlere lineser vaeksttendens end hgjt-praesterende elever.

Regressionsparametre for widedatas
Ligesom for widedata; har vi to kovariater i vores LCM, gender og time, hvor estimater af

deres effekter kan ses i fglgende
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Regressions:
Estimate Std.Err =z-value P(>|z])

intercept ~
gender 1.035 0.727 1.423 0.155
group 0.371 0.446 0.832 0.405
slope ~
gender 0.094 0.193 0.487 0.626
group 0.176 0.118 1.487 0.137

Vi kan aflaese en skeering for drenge (gender = 1) pa 1.035, som er statistisk usignifikant
med p-veerdi p = 0.155. Endvidere kan der aflaeses en lille statistisk usignifikant haeldning for
drenge pa 0.094 med p-veerdi p = 0.626. Dette indikerer, at elevers kgn ikke har nogen effekt
pa testresultater i den fgrste tidsméaling i widedatas.

Vi kan ogsa aflaese en statistisk usignifikant skeering for lavt-praesterende elevers gruppe pa
0.371 med p-veerdi p = 0.405. Dette indikerer, at lavt- og hdgjt-praesterende elever ikke har
forskellige testresultater i baseline tidsmaling. Endvidere kan der afleeses en statistisk usigni-
fikant heeldning for lavt-praesterende elevers gruppe pa 0.176 med p-veaerdi p = 0.137. Dette
indikerer, at bade lavt- og hgjt-preesterende elever har den samme linesere haldning med
tiden.

Varians og kovarians parametre for widedata;

Variances:
Estimate Std.Err z-value P(>|z])

.test _1 4.874 1.183 4.120 0.000
.test_2 7.568 1.210 6.254 0.000
.test _3 8.113 1.329 6.105 0.000
.test_4 11.453 1.883 6.081 0.000
.test_5 11.296 2.328 4.853 0.000
.intercept 12.561 2.188 5.742 0.000
.slope 0.595 0.212 2.809 0.005

Variansen af skeering er estimeret til at vaere Var((y,) = 12.561 og er statistisk signifikant
med p-veerdi p = 0. Denne varians repraesenterer de individuelle forskelle i testresultater for
elever ved baseline tidsmaling. Dette indikerer, at der er en statistisk signifikant forskel mel-
lem elever i deres indledende testresultater. Endevidere er estimater af varianserne af fejlleden
i modellen i (3.49), Var(e;1) = 4.874, Var(e;2) = 7.568, Var(e;z) = 8.113, Var(e;s) = 11.453 og
Var(e;5) = 11.296, som er alle sammen statistisk signifikante med p-vaerdi p = 0.

Variansen af haeldningen er estimeret til at veere Var((g,) = 0.595 og er ogsa statistisk sig-
nifikant med p-veerdi p = 0.005. Denne varians repraesenterer de individuelle forskelle i den
linesere vaeksttendens. Det vil sige, at variansen af haeldningen viser, hvordan individuelle ele-
ver adskiller sig i deres forlgb af deres skolear pa tveers af de fem testmalinger. Da variansen er
statistisk signifikant indikerer det, at der eksisterer individuelle forskelle i den linesere veekst
af testresultater.

Et andet vigtig estimat er kovariansen mellem skaeringen og heeldningen for widedata;.Estimatet
for denne kovarians kan afleeses fra det nedstaende resultat.

Covariances:
Estimate Std.Err z-value P(>|z])
.intercept -~~
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.slope 1.426 0.492 2.896 0.004

Bemzerk, at vi har en positivt kovarians pa ¢, = 1.426. Dette indikerer, at hgjtt-praesterende
elever, er mere tilbgjelige til at have en stejlere lineser vaeksttendens, end lavt-praesterende
elever. Endvidere er estimatet for kovariansen mellem skeeringen og heeldningen statistisk
signifikant med p-veerdi p = 0.004, hvilket indikerer, at denne kovarians er signifikant forskellig
fra 0.

Varians og kovarians parametre for widedatas

Vi vil nu se pa varianser af skeeringen og haldningen og kovariansen mellem skaeringen og
haeldningen for widedatas.

Variances:
Estimate Std.Err z-value P(>|z])

.test_1 6.576 1.193 5.512 0.000
.test _2 5.712 0.889 6.425 0.000
.test_3 6.596 0.985 6.694 0.000
.test_4 7.086 1.129 6.276 0.000
.test_5 5.897 1.354 4.355 0.000
.intercept 13.622 2.161 6.302 0.000
.slope 0.601 0.169 3.553 0.000

Fra ovenstaende resultat kan vi afleese en statistisk signifikant varians af skeeringen Var((,,) =
13.622 med p-veerdi p = 0. Dette indikerer, at der er individuelle forskelle i testresultater
for elever ved baseline tidsmaling. Endvidere er estimater af varianserne af fejlleden i mo-
dellen i (3.49), Var(e;1) = 6.576, Var(e;n) = 5.712, Var(e;z) = 6.596, Var(e;y) = 7.086 og
Var(e;5) = 5.897, som er alle sammen statistisk signifikante med p-veerdi p = 0.

Variansen af haeldningsfaktoren er estimeret til at veere Var((g,) = 0.601 og statistisk signifi-
kant med p-veerdi p = 0. Dette indikerer altsa, at individuelle testresulater for elever adskiller
sig i lgbet af deres skolear pa tveers af de fem testmalinger, og dermed eksisterer der over tid
individuelle forskelle i den linezere vaekst af testresultaterne.

Covariances:
Estimate Std.Err z-value P(>|z])

.intercept ~~
.slope 1.426 0.428 3.334 0.001

Vi kan fra det ovenstaende resultat ogsa aflaeese en positiv kovarians mellem skaeringen og
heeldningen pa Var(iy,g) = 1.426, hvilket indikerer, at lavt-praesterende elever er mere tilbg-
jelige til at have en stejlere lineser vacksttendens end hgjt-praesterende elever. Derudover er
estimatet for denne kovarians statistisk signifikant med p-veerdi p = 0.001, hvilket indikerer,
at denne kovarians er signifikant forskellig fra 0.

Modelvalidering for bade widedata; og widedatal

For at undersgge validiteten af LCM, som vi har tilpasset pa vores data, laver vi en x?
teststatistik og bergner TLI, ICT og RMSEA baseret pa widedata, og widedatas.
I fglgende resultat kan ses x? teststatistik for widedata;.

Model Test User Model:

Test statistic 68.667
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Degrees of freedom 16
P-value (Chi-square) 0.000

Model Test Baseline Model:

Test statistic 533.267
Degrees of freedom 20
P-value 0.000

Da x2(16) = 68.667 med p-veerdi p = 0.00, indikerer det, at den tilpassede linezere LCM ikke
passer helt til data. Vi undersgger derfor veerdierne af CFI, TLI og RMSEA for widedata,
som er givet i fglgende resultat

User Model versus Baseline Model:

Comparative Fit Index (CFI) 0.897
Tucker -Lewis Index (TLI) 0.872

Root Mean Square Error of Approximation:

RMSEA 0.168
90 Percent confidence interval - lower 0.128
90 Percent confidence interval - upper 0.210
P-value H_O0: RMSEA <= 0.050 0.000
P-value H_O: RMSEA >= 0.080 1.000

Veerdierne for bade CFI og TLI er i henholdsvis 0.897 og 0.872, som begge er naesten lig med
0.9, hvilket indikerer en god model tilpasning. Yderligere er RMSEA 0.168 som er stgrre end
0.01, hvilket indikerer en darlig model tilpasning.

I fglgende resultat kan der ses x? teststatistik for widedatas.

Model Test User Model:

Test statistic 49.992
Degrees of freedom 16
P-value (Chi-square) 0.000

Model Test Baseline Model:

Test statistic 627 .284
Degrees of freedom 20
P-value 0.000

Ligesom for widedata; er x2(16) = 49.992 teststatistik signifikant med p-veerdi p = 0.00,
hvilket indikerer en darlig modeltilpasning.
Vi undersgger derfor veerdierne af CFI, TLI og RMSEA for widedatas.

User Model versus Baseline Model:

Comparative Fit Index (CFI) 0.944
Tucker-Lewis Index (TLI) 0.930

Root Mean Square Error of Approximation:
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RMSEA 0.125
90 Percent confidence interval - lower 0.087
90 Percent confidence interval - upper 0.166
P-value H_O: RMSEA <= 0.050 0.001
P-value H_O: RMSEA >= 0.080 0.973

Fra ovenstaende resultat kan vi aflaese CFI og TLI pa henholdsvis 0.944 og 0.930 som begge
er storre end 0.9, hvilket indikerer en god modeltilpasning. Yderligere er RMSEA péa 0.125,
som er stgrre end 0.1, hvilket indikerer en dérlig modeltilpasning.

Bemaerk, at bade x? teststatistik og RMSEA indikerer en darlig model tilpasning, mens CFI
og TLI begge indikerer en god model tilpasning for widedata, og widedatas. Dette betyder,
at denne lineser LCM ikke sa godt passe til vores data. Dette kan maske skyldes et darligt
valg af A\; (lineeeriteten), hvor vi har betragtet en linezer udvikling af testresultater over tid
uden at tage hensyn til at der kan veere forskellige udviklinger i de forskellige undervisnings
perioder.

Konklussion

Udfra LCM analysen kan vi konkludere, at der er en linezer stigning af testresultater for bade
lavt- og hgjt-praesterende elever over tid. Altsé varierer udviklingen af elevers feerdigheder i
brgkregning over tid. Endvidere er der sket en stgrre udvikling af de hgjt-preesterende elevers
feerdigheder i brgkregning sammenlignet med, hvad der ses for de lavt-praesterende elever.
Yderligere er der en kgnseffekt pa 3.67 i widedata;. Altsa drengene har i gennemsnit 3.67
point flere end pigerne. Der er ogsa blevet observeret en kgnseffekt i widedatas pa 1.06.

Smmenligning mellem LMM-analysen og LCM-analysen

I bdde LMM- og LCM-analysen har vi konkluderet, at elevernes feerdigheder i brgkregning
for lavt- og hgjt-praesterende elever varierer over tid.

I LMM-analysen har vi konkluderet, at der er sket en forbedring i elevernes feerdigheder i
brgkregning i alle undervisningsperioder undtagen den sidste periode for den hgjt-praesterende
gruppe. Sammenlignet er der kun sket en forbedring i elevers faerdigheder i brgkregning for
den lavt-praesterende gruppe i en enkelt periode.

Dette stemmer overens med, hvad vi har konkluderet ud fra LCM-analysen. Altsa at der er
sket en stgrre udvikling i elevers feerdigheder i brgkregning for den hgjt-praesterende gruppe
sammenlignet med den lavt-praesterende gruppe.

I begge analyser har vi observeret en kgnseffekt pa 3.97 og 3.67 for henholdsvis for LMM
og LCM i data; og widedatas. For bade datas og widedatas har vi observeret en statistisk
usignifikant kgnseffekt for bade LCM og LMM.

Bemerk, at LCM og LMM har forskellige middelveaerdistrukturer og forskellige kovarians
strukturer, og derfor er de lidt sveert at sammenligne. I LCM har hver gruppe den samme
haeldning over tid (i alle perioder), mens i LMM er der forskellige heeldninger i de forskellige
perioder.

LMM tillader en varians i hver tidsméling, mens i LMM er der kun en felles varians i alle
tidsmalinger. Vi har observeret forskellige varianser imellem eleverne i LCM og LMM. Vi har
altsa observeret en varians imellem eleverne i LCM for widedata; pa 12.561 og en varians
imellem eleverne i LMM for data; pa 18.399. Tilsvarende har vi observeret en varians imellem
eleverne i LCM for widedatas pa 13.622, mens variansen imellem eleverne i LMM for datas
var 15.594.
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3.1.2 Fortolkning og diskussion

Gennem de beskrevne analyser, LCM-analysen og LMM-analysen, har vi blandt andet un-
dersggt forskellen mellem lavt- og hgjt-preesterende elevers udvikling af deres faerdigheder i
brgkregning i lgbet et skoledr. Ligeledes har vi kigget pa, hvordan disse forskelle er relateret
til undervisning i brgkregning og undervisning i andre matematiske emner, sisom geometri
og algebra. Vi har ogsa undersggt om der er nogle kovariater som fx kgn, der har pavirket
disse udviklinger og forskelle.

I LMM-analysen har vi tilpasset en lineser mixed model, hvor vi har betragtet variablene time,
group og gender som faste effekter, og variablene id og class-id som stokastiske effekter.
Vi har ogsa undersggt validiteten af LMM ved at lave en grafisk analyse, hvor vi undersggt
om fordelingsantagelserne for residualerne og stokastiske effekter er opfyldt. Til dette formal
har vi fgrst lavet et QQ-normal plot og et histogram af residualerne, hvilket indikerede, at
residualerne fplger en normalfordeling med middelvaerdi 0. Vi har derefter plottet residualerne
mod de fittede veerdier for at undersgge, om der er outliers i residualerne, hvilket indikerede,
at der er nogen outliers.

I LCM-analysen har vi tilpasset en lineszer LCM péa data, hvor vi har betragtet en stokastisk
skeering og en lineser haeldning. Vi har ogsa undersggt effekten af to kovariater (gender og
group) pa modellen. Vi har yderligere underspgt validiteten af den tilpassede LCM ved at
benytte x? test statistik og beregne CFI, TLI og RMSEA.

Vi kunne ligeledes have tilpasset en kvadratisk LCM, men dette udeladt.

Sluttelig har vi sammenlignet resultaterne fra LMM-analysen og LCM-analysen. Vi har blan-
det andet konkluderet, at elevers faerdigheder i brgkregning for bade lavt- og hgjt-praesterende
elever varierer over tid, og at de hgjt-praesterende elever har opnéet stgrre forbedring i de-
res feerdigheder i brgkregning end de lavt-praesterende elever. Der er ogsa blevet observeret
en kegnseffekt, hvor drengene har opnéet hgjere udvikling i deres faerdigheder i brgkregning
sammenlignet med pigerne.
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A Appendiks

R-koden for at tilpasse en linezer mixed model for bade data; og datas er

lmel <- Imer(test ~ factor(time) *factor (group)+factor (gender)
+(1]id) + (1lclas_id), data=datal)
summary (1lmel)

lme2 <- lmer(test ~ factor(time) *factor(group)+factor (gender)+
(1]1id) + (1lclas_id), data=data2)
summary (lme2)

R-koden til at plotte modellerne Imel

moddatal <- unique(select(dataal[dataa$intervention =
meangirlsl <- nrow(moddatal[moddatal$gender == 1,])/nrow(moddatal)
fixef (1mel)
betalmod <- fixef (lmel)[1]+meangirlsl*fixef (1lmel) [8]+

c(0, fixef(lmel)[2:5])
beta2mod <- betalmod+fixef (lmel) [6]+meangirlsli*fixef (1lmel) [8]+

c(0, fixef(lmel)[9:12])
plot (NA,NA, xlim= c(1,5),ylim = c(4,22), ylab ="test score",xlab ="time",
main = "Datal")
points(betalmod, type = "b", 1ty
points(beta2mod,type = "b", 1lty

"dashed")
"dashed")

R-koden for at plotte modellen Ime2

moddata2 <- unique(select(dataal[dataa$intervention =
meangirlsl <- nrow(moddata2[moddata2$gender == 1,])/nrow(moddata2)
fixef (1lme2)
beta3mod <- fixef(lme2)[1]+meangirlslix*fixef (1lme2) [8]+

c(0, fixef(lme2)[2:5])
betad4mod <- beta3mod+fixef (lme2)[6]+meangirlsli*fixef (1lme2) [8]+

c(0, fixef(lme2)[9:12])
plot (NA,NA, xlim= c(1,5),ylim = c(4,26), ylab ="test score",xlab ="time",
main = "Data2")
points(beta3mod,type = "b", 1lty
points (betadmod,type = "b", 1ty

"dashed")
"dashed")

R-koden, som er brugt til at plotte QQ-normal af residualerne for bade data; og datas, er

resl=residuals (lmel)
qqnorm(resl)
qqline (resi)
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res2=residuals (1lme2)
qqnorm(res2)
gqqline (res2)

R-koden som er brugt til at lave long-format data om til wide-format data

install.packages ("gule")
install.packages ("dplyr")
library ("dplyr")

library ("tidyr")
library("glue")

nwidedata = dataa %>%

select (id, test, time, gender, intervention, group) %>%

pivot _wider ( names_from = time, values_from= test) %>%
rename_at(vars(’0’,’1’,°2”, °3?, ’4’) ,function(x) glue::glue(’test_{x}’))

print (widedata)
View (widedata)
widedatal <- subset(nwidedata, intervention != "2")
View(widedatal)

widedata2 <- subset(nwidedata, intervention != "1")
View(widedata?2)

R-koden for at tilpasse en lineser LCM for widedatal

testl = "
intercept=~ 1*¥test_1 + 1*xtest_2 + 1*xtest_3 + 1*xtest_4 + 1*xtest_b
slope =~ Ox*xtest_1 + 1xtest_2 + 2*%test_3 + 3*test_4 + 4xtest_b

#regressions
intercept ~ gender + group
slope ~ gender + group

"

library(lavaan)
testmodel = growth (testl, data= widedatal)
summary (testmodel, fit.measures=TRUE)

R-koden for at tilpasse en linezer LCM for widedata2

test2 = "
intercept=~ 1xtest_1 + 1xtest_2 + 1xtest_3 + 1*xtest_4 + 1xtest_b
slope =~ O*test_1 + 1*xtest_2 + 2xtest_3 + 3*test_4 + 4xtest_5
#regressions
intercept ~ gender + group
slope ~ gender + group

"

library ("lavaan")
testmode2 = growth (test2, data= widedata2)
summary (testmode2, fit.measures=TRUE)
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