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FORORD

Den foreliggende afhandling er udarbejdet i forbindelse med mit licentiatstu-
dium vedrerende »Anisotrope materialer».

Studiet er muliggjort bl.a. ved, at medarbejdere ved Instituttet for Byg-
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gen for Beerende Konstruktioner, Danmarks tekniske Hojskole, og ingenior-
docent, lic.techn. P. Thoft-Christensen, Instituttet for Bygningsteknik, Aal-
borg Universitetscenter.

Maskinskrivningen er foretaget af assistenterne Kirsten Aakjeer, Instituttet
for Bygningsteknik, og Bente Zachariassen, Institut for Industriel Konstruk-
tion og Energiteknik. Tegningerne er udfort af teknisk assistent Norma Hor-
nung, Instituttet for Bygningsteknik.

Medarbejdere ved Aalborg Universitetsbibliotek har fremskaffet hovedpar-
ten af den benyttede litteratur.

Afhandlingen er trykt pd Aalborg Universitetscenters Centertrykkeri.

Alle bringes hermed min tak for den assistance, der er ydet.
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INDLEDNING

Seedvanligvis indeholder beregningsforudsaetningerne for barende konstruk-
tionselementer en antagelse om, at konstruktionsmaterialet er isotropt. Med
en stadig kraftigere udnyttelse af bl.a. konstruktionsmaterialernes styrkeegen-
skaber bliver et bedre kendskab til den indflydelse, som materialernes aniso-
trope egenskaber har pa konstruktionselementernes opforsel, mere og mere
pakraevet.

En oversigt over hovedpunkterne i udviklingen af konstitutive ligninger,
brud- og flydebetingelser for anisotrope materialer er givet i kapitel 1. Over-
sigten er fort frem til omkring 1930, da udviklingen i den folgende periode
har veeret ret omfattende og spredt over sa mange delomrider, at det pé nu-
veerende tidspunkt kan veere vanskeligt at fa et overblik over hvilke resultater,
der er de vaesentligste.

For anisotrope materialer indtager symmetriforholdene en overordentlig
vigtig plads i forbindelse med beskrivelsen af materialernes fysiske egenskaber.
Kapitel 2 indeholder derfor en redegorelse for hvorledes sivel linesre som ik-
ke-linezre materialeegenskaber kan beskrives under hensyn til de forskellige
former for symmetri, som materialerne kan veere i besiddelse af. Mens disse for-
hold er nogenlunde afklaret for linezere materialeegenskabers vedkommende,
er dette endnu ikke tilfzeldet for de ikke-linezere egenskabers vedkommende.

I kapitel 3 behandles linezer elasticitetsteori for anisotrope materialer. For-
skellene mellem isotrope og anisotrope skivers deformationer under nogle ho-
mogene spandingstilstande vises, og anvendelse af kompleks funktionsteori
til losning af todimensionale problemer omtales. Nogle f3 resultater fra en nu-
merisk lasning af et deformationsproblem for en rektanguler skive anfores li-
geledes.

Armerede materialer er emnet for kapitel 4. Efter en gennemgang af de
grundlaeggende antagelser vedrorende fordelingen af tejninger og spzendin-
ger i matrixmateriale og armering diskuteres forskellige muligheder for at op-
stille konstitutive ligninger for specielt linezrelastiske kompositmaterialer ud
fra kendskab til delmaterialernes konstitutive ligninger. Tilnzermede brud- og
flydebetingelser opstilles for armerede v. Mises- og Coulomb-materialer, idet
seerligt plane spaendingstilstande behandles. Nogle tidligere fremsatte hypote-
ser vedrgrende anisotrope materialers brudforhold omtales og sammenlignes
med de her anforte. Til slut omtales ideale fiberarmerede materialer, dvs. ma-
terialer der er sivel ustraekkelige i armeringsretningerne som usammentrykke-
lige.

I et appendix er samlet en redegorelse for nogle specielle symboler og kon-
ventioner (appendix A), nogle grundbegreber, -principper og -ligninger inden
for kontinuummekanikken (appendix B, C, D, E og F) samt en uddybning af
nogle af de i teksten behandlede udledninger og emner (appendix G, H og I).



1. HISTORISK OVERSIGT

Studiet af anisotrope materialer har i tidens lpb veeret neert knyttet til studiet
af krystaller og beskrivelse af krystallers symmetriforhold. Den &ldste, kendte
beretning herom stammer fra Nicolaus Steno [1669.1], som i 1669 konstate-
rede, at vinklerne mellem et bjergkrystals sideflader er konstante. Inden for
krystallografien havde man dog ikke ndet resultater, som umiddelbart kunne
anvendes, da de forste elasticitetsligninger blev opstillet i begyndelsen af
1800-tallet.

I 1821 offentliggjorde Navier [1827.1] et seet ligninger, som udtrykker lo-
vene for ligeveegt og bevaegelse af et elastisk, isotropt legeme. P4 grund af en
speciel antagelse om de kraefter, som virker mellem legemets partikler, inde-
holdt Naviers ligninger kun 1 materialekonstant, og hermed var kimen lagt
til en strid om, hvor mange materialekonstanter der er ngdvendige for beskri-
velsen af et isotropt, elastisk materiale. Allerede aret efter fandt Cauchy
[1823.1] nemlig, at der optraeder 2 konstanter i en generel beskrivelse. Cau-
chy indferte spaendings- og tojningsbegrebet, og i stedet for en antagelse om
krafterne mellem materialets partikler gik han ud fra, at spsendings-tejnings-
relationerne er linezere og, at hovedspandingsretningerne er sammenfaldende
med hovedtojningsretningerne for et isotropt materiale.

Speendings-tejningsrelationerne for anisotrope materialer havde Cauchy ud- -
ledt i 1827 [1828.1]. I dette arbejde benyttede Cauchy en antagelse om krzef-
terne mellem materialets partikler, og indferte derved 6 relationer mellem e-
lasticitetskonstanterne, som ikke altid er opfyldt, de sikaldte Cauchy-rela-
tioner. Resultatet af denne antagelse var, at Cauchy fandt, at et linezerelas-
tisk, anisotropt materiale kan beskrives ved 15 elastiske konstanter i stedet
for de 21, som man nu ved er nodvendige i det generelle tilfzelde. For et iso-
tropt materiale reduceres antallet af elastiske konstanter efter denne teori

til 1, hvilket er i overensstemmelse med Naviers resultater fra 1821, men i
modstrid med Cauchys eget arbejde fra 1822.

Spergsmalet om antallet af elastiske konstanter blev i 1837 afklaret af
Green [1839.1] ud fra teoretiske overvejelser. P4 grundlag af satningen om
energiens bevarelse, ved indforelse af en tojningsenergifunktion og under an-
vendelse af det virtuelle arbejdes princip fandt Green, at et linezerelastisk, ’
anisotropt materiale generelt karakteriseres ved 21 konstanter. For et iso-
tropt materiale bliver antallet af konstanter dermed 2.

Pa den eksperimentelle side viste forspg med bl.a. kork og gummi, at dis-
se materialers opforsel ikke kan beskrives ved kun 1 konstant. Da man kan
betvivle, at disse materialer er isotrope, var det forst Voigts forseg med kry-
staller, 1887-89, [1887.01, 1888.01, 1889.01], som klart demonstrerede
eksistensen af 21 uafhaengige elastiske konstanter for de mest anisotrope
materialer. Voigt behovede kun at undersoge et begrzenset antal krystaller,
da Hessel [1830.01] i 1830 havde fundet frem til, at alle krystaller kan klas-
sificeres i 32 krystalklasser.



Omkring 100 ar efter opstillingen af de forste elasticitetsligninger var grund-
laget for opstilling af konstitutive ligninger for linezrelastiske, anisotrope ma-
terialer klarlagt, hvilket fremgar af artikler af Bekhterev [25.01], Love [27.01],
Auerbach [27.02] og Geckeler {28.01]. Nogenlunde samtidig havde v. Mises
[28.04] udvidet sin flydeteori for isotrope materialer fra 1913 til at omfatte
visse former for krystalsymmetri,

At trz er et anisotropt materiale har vaeret erkendt leenge. Siledes under-
sogte Savart [1829.01] i 1829 svingninger af treeplader og antog ved behand-
lingen af forsogsresultaterne, at trze har tre pa hinanden vinkelrette symmetri-
planer; en antagelse som stadig benyttes, og som m4 siges at gaelde med rime-
lig nojagtighed. Blandt de, der beskaftigede sig med bestemmelse af trees elas-
ticitetskonstanter skal nsevnes Hagen [1842.01], som i 1842 foreslog et empi-
risk udtryk til bestemmelse af elasticitetsmodulen i en retning, som danner
en vinkel med traeets fiberretning, samt St. Venant [1864.01], som i 1864 op-
stillede et udtryk til bestemmelse af elasticitetsmodulens variation med af-
standen fra en traestammes centerlinie. Udtryk til bestemmelse af traes styrke
under traek- og trykpéavirkning, som danner en vinkel med fiberretningen,
blev foresldet af Jacoby [09.01]i 1909, Howe [12.01] i 1912 og Hankinson
[21.01] i 1921 samt Baumann [22.02], der i 1922 undersogte savel styrke-
som stivhedsforhold.

Beregning af krydsarmerede jernbetonplader efter elasticitetsteorien under
hensyntagen til anisotropi blevi 1914 behandlet af Huber [14.01], som op-
stillede en tilnaermet differentialligning for pladens udbejning. Mens Huber
udelukkende behandlede urevnet beton og ortogonal armering, betragtede
Leitz [23.01], [26.01], [26.02] og [30.01] ogsi det revnede stadi-
um og skaevvinklet armering samt sivel skiver som plader. Suenson [19.01]
undersogte i 1918 sivel stivheden som revnedannelse og iser styrken af pla-
debjaelker med krydsarmering under 45° med traekkets retning. I det elastis-
ke stadium er en jernbetonplade anisotrop, ogsa nir den har samme arme-
ring i to pd hinanden vinkelrette retninger. I brudstadiet derimod kan en sa-
dan plade vaere isotrop, hvilket Ingerslev [21.02] konstaterede i 1921 under
opstillingen af en brudlinieberegning for jernbetonplader. Ingerslevs bereg-
ningsméde blev i 1931 af Johansen [ 31.04] udvidet til at omfatte uensarme-
rede, og dermed i brudmaessig henseende, anisotrope plader.



2. MATERIALESYMMETRI

Ved beskrivelsen af materialers fysiske egenskaber spiller begreberne homoge-
nitet/inhomogenitet og isotropi/anisotropi en stor rolle. En praecis betydning
af disse begreber vil blive givet senere i dette kapitel, forelgbig vil det vaere
tilstreekkeligt med folgende udleegninger: Et materiale er homogent med hen-
syn til en egenskab, nar denne egenskab er den samme i alle punkter, og et
materiale er isotropt med hensyn til en egenskab, nér denne egenskab i et
vilkéarligt punkt er den samme i alle retninger.

For anisotrope materialer spiller tilsvarende begrebet symmetri en stor rol-
le. Et materiale har en form for symmetri, ndr man efter at have drejet det en
bestemt vinkel om en bestemt akse, finder samme egenskaber som for drej-
ningen.

Undersogelse af materialers symmetriforhold fandt forst sted i forbindel-
se med studiet af krystaller. P4 grundlag af krystallernes geometriske opbyg-
ning har man fundet frem til, at krystallers symmetriforhold kan beskrives
ved 32 krystalklasser, som kan inddeles i 7 (ofte kun 6) krystalsystemer eller
111 krystaltyper. De 11 krystaltyper svarer til hver sin rotationsgruppe. Un-
dersogelserne viser bl.a., at den ovenfor omtalte vinkel kan skrives som 27 /n,
hvor n kun kan antage vardierne 1, 2, 3, 4 og 6. For andre materialer end
krystaller er der intet, der pd forhand udelukker visse veerdier af n, og det er
derfor i det folgende valgt at knytte betragtninger vedrerende anisotrope ma-
terialers symmetriforhold til beskrivelsen af materialers fysiske egenskaber
fremfor den geometriske opbygning,

Til ethvert materiale er knyttet adskillige fysiske egenskaber som fx mas-
setzethed, forskellige former for ledningsevne og evne til at deformeres un-
der mekanisk pavirkning. Betragtes udtrykket

dM = pdV (2.1)

ses, at masseteetheden p indgér i en relation mellem massen dM og volumet
dV af et infinitesimalt element. De tre storrelser er alle skalarer, og p afhzen-
ger af, hvor elementet befinder sig i et legeme eller med andre ord er p en
funktion af stedet. :

For en veaeskestromning i et porest materiale lyder Darcy’s lov i sin simple-
ste form :

v=ki (2.2)

hvor permeabilitetskoefficienten k indgér i en relation mellem gradientvekto-
ren i (i, = 9h/9x?, h = potentialet) og hastighedsvektoren v. I dette udtryk
angiver skalaren k materialeegenskaben permeabilitet for et isotropt materi-
ale og de to vektorer i og v har samme retning. I anisotrope materialer har
de to vektorer ikke samme retning, hvilket kan udtrykkes ved



v=k1i (2.3)
eller pd komponentform

v, = KR | (2.4)
hvor

k = kM0 (2.5)

er permeabilitetstensoren, (Bm er basisvektorer og b* reciprokke basisvekto-
rer).
Sammenhzngen mellem en spsendingstensor oy, 0g en tojningstensor
€pp ©F, for et linezer-elastisk materiale, givet ved Hooke’s udvidede lov
=(Cimg (2.6)

UkQ ke "mn

hvor elasticitetstensoren Cy" er en fjerdeordens tensor, som angiver mate-
rialets elastiske egenskaber. '

Af foranstaende eksempler fremgéir, at materialeegenskaber kan udtrykkes
ved tensorer (Nye [57.04]). Undersegelse af et materiales symmetriforhold
vedrorende materialeegenskaber er siledes knyttet til underspgelse af tenso-
rers symmetriforhold. Tensorkomponenterne kan, som naevnt for massetaet-
hedens vedkommende, vaere skaleere funktioner af stedet. For undersogelse
af et materiales symmetriforhold i et enkelt punkt er dette uden betydning
og de enkelte tensorkomponenter kan behandles som konstanter. En eventu-
el stedafhaengighed ma behandles saerskilt.

Ofte stoder man pa tensorer, som beskriver materialeegenskaber og som
har symmetriegenskaber, der ikke hidrorer fra materialets symmetriegenska-
ber. Eksempelvis har man i den linegere elasticitetsteori, at tgjningstensoren
pr. definition er symmetrisk, idet

1
ke 9 (uk,sz + usz,k) = Sk 2.7)

Momentligninger giver, at spaendingstensoren er symmetrisk

Oko = Ok (2.8)
Dette medfoerer for elasticitetstensoren, at

Cﬁn = Cﬂ‘;‘ = C;‘;{n (2.9)
Yderligere medferer termodynamiske overvejelser, at

cmn = cke (2.10)

Sédanne, materialet uvedkommende, symmetribetragtninger vil i det fol-
gende forst blive gjort, ndr de symmetrirelationer, der stammer fra materia-
lets symmetriegenskaber, er opstillet.

2.1 Linezere tensorrelationer

De ovenfor naevnte materialeegenskaber iﬁdgﬁr i linesere tensorrelationer, som
forst skal diskuteres. Ikke-lineaere tensorrelationer undersoges i afsnit 2.2.



2.1.1 Transformation af tensorkomponenter
En vilkérlig tensor T betragtes. Tensoren er bestemt ved dens komponenter
med hensyn til et szt basisvektorer b, og de reciprokke basisvektorer b®. For

smpelheds skyld benyttes i det folgende ortonormerede basisvektorer i, 0g
kK for hvilke, der gaelder

i1 =, i-1, =8y, k-1 =5k (2.11)
Lad tensoren T veere givet ved

TR ear il 5 1039, ., (2.12)

R U SR L LI (2.13)

hvor fk og I er et andet seet ortonormerede basisvektorer, drejet i forhold
til det forste.
Mellem komponenterne gzlder da

g AP TR - (asks)
hvor
B =T -im, 4P =P, (2.15)
Af (2.1 )folger at
=gk Im og i, =9I (2.16)
som sammen med (2.11) giver
B57E =85 (2:17)

Tilsvarende finder man

B‘EYIQ) el 69. (2.18)
,69 og vy er siledes hinandens reciprokke og ,SQ er en ortogonal tensor B’s
komponenter, mens 7' er komponenterne af B = BT,

Udregning af t2° - - : efter (2.14), ndr TE : - : samt f[® og dermed 7P er
kendte, kan foretages pa flere mader.

Idet en ortogonal tensor, som repreesenterer en drejning, kan skrives (Gibbs
& Wilson [01.01], Lagally [28.02]

B = bb+ (I —bb)cosy + I X bsiny (2.19)

hvor b er en enhedsvektor i omdrejningsaksens retning og x er drejningsvink-
len, har man pa komponentform (Jeffreys [31.01}])

6y =b¥b, + (55 — b¥b,)cosx + ke . bPsiny (2.20)
og dermed

'y]; = bkb;2 + (Sé‘ . b}“b!2 Jeosy — Bkmemgpbpsinx (2.21)



Udtrykkene (2.20) og (2.21) kan uden videre benyttes i forbindelse med
(2.14), nér en bestemt vektor b er valgt. I det folgende vil drejninger om 14
hyppigt blive anvendt. I dette tilfeelde har man

k- sk =83
bk = 5%, b, =63 (2.22)
og
&
LT 8562 + (85 — 8507 )cosx + 8 e, SBsiny (2.23)
Ty

I stedet for at operere med indicerede storrelser, kan man anvende matrix-
multiplikation. Idet man i enkelt- og dobbeltindicerede storrelser identifice-
rer pvre index med reekkenummeret og nedre index med sejlenummeret, far
man for fersteordens tensorer (vektorer)

[v'1=[811V°] (2.24)
og
vl =[V,] 7] (2.25)
For andenordens tensorer bliver
[ag] = [ﬁ;] [Ag] bl (2.26)

Ogsa ved transformation af hejere ordens tensorkomponenter kan man be-

nytte matrixmultiplikation. Eksempelvis kan en fjerdeordens tensor skrives
som en 9X 9 matrix

(amn] = | 21n a3, 33 (2.27)

20 20 22
81n 290 aBn

3¢ 32 30
an agn 230

hvor fx [a%%] er en 3X 3 submatrix.
Transformationsreglen for fjerdeordens tensorer

ke _ pkae
a =60 A’;q'yfn*yg (2.28)

kan siledes skrives, se appendix H

[ 1e 10 TG ) e
A1n aZn a3n

20 29 29
21n 29n a3n

3r 32 3¢

_aln 9n 3

[l ala2  plae i T 1s 1 1 1

618, BaBs BB, o Bag - 1w Eh i 229
240 2R 2,8 2s 2s 2s 2.9 2.9 2.4

ﬁ].'Gs '32'85 '83'63 q A2q q Y1"7n  7T2"n  73Mn

302 p3p2 2340 3s 3s 3s 3.4 3.9 3.9
,_Blﬁs ﬁQBs '63‘65 Alq A2q q Y1Tn  Y2Ta  73Mn



eller pa symbolsk form

[are,] = [BE6F) (AT, ] [vE 73] (2.30)
Det ses umiddelbart, at
[8XB21 [vE 5] = (6% 6%] (2.31)

hvor [8X 62 ] er en 9X 9 enhedsmatrix.

2.1.2 Symmetrioperationer I: Drejninger

En matenaleegenskab som kan beskrives ved en andenordens tensor ak be-
tragtes. ak indgér i en relation mellem to vektorer t, og e, siledes, at

t, = aLe, (2.32)

Ved en forsegsopstilling, hvor man kan patrykke materialet vektoren e,
og maéle vektoren ty , kan man bestemme aj. under anvendelse af (2.32). De
herved bestemte komponenter af af, svarer til en ganske bestemt orientering
af materialet i forhold til preveopstillingen.

Anbringes materialet i proveopstillingen med en anden orientering, svarer
dette til, at materialet er blevet drejet om en akse. En siddan drejning kan be-
skrives ved en ortogonal andenordens tensor B. Betegnes denne ortogonale
tensors komponenter ,Bé‘ i forhold til et fast saet basisvektorer (faste i forhold
til proveopstillingen) og betegnes den transponerede tensors komponenter
¥¥ har man

BEvE =6, BEYR =87
(2.33)
det[pX] = det[+y¥1=+ 1

Patrykkes materialet med den nye orientering en vektor E , og males T},
gaelder den til (2.32) svarende relation

Ty = ALE, (2.34)
Da af{ og A‘f{ er komponenter af samme tensor, gzelder
k _ gk k . k
ay, =B A, og Af =By an (2.35)

som indsat i (2.34) giver
fRyial E, (2.36)
Patrykkes vektoren E, siledes, at
B, =%, (2.37)

Ty, =65 rian e, (2.38)



For materialer uden symmetri af nogen art, vil vektorkomponenterne Ty
veere forskellige fra t), bortset fra drejninger beskrevet ved

BE =9k =5k (2.39)

som svarer til drejningsvinkler x, hvor
x=p2r, p=0,1,2,... (2.40)

dvs. samme orientering i alle tilfzelde.
Hvis man for visse veerdier af x finder

I, = ﬂf{n'yf! ay e, =t = aiz{eSz (2.41)

da har materialet en symmetriakse, og tensorkomponenterne ai opfylder
symmetrirelationerne

ay =B Yaam (2.42)

Om drejningsvinklen x gzelder, da man efter n pa hinanden folgende drej-
ninger skal vende tilbage til udgangsorienteringen, at nx = 2, dvs.

x=2r/n, n=1,2,3... (2.43)

En akse, til hvilken der svarer en drejningsvinkel 27 /n, betegnes en n-fold
symmetriakse, og en drejning 27 /n om aksen kaldes en symmetridrejning.

For en materialeegenskab, som kan beskrives ved en tensor af vilkarlig
orden, generaliseres foranstdende resultat (2.42) uden videre til

S Y {4 i RN L S e

hvor 3k er komﬁonenterne af den ortogonale tensor, som svarer til symmetri-
dre]nmgen og-v, er den transponerede tensors komponenter.

Et materiale kan udvise symmetri ved drejninger svarende til forskellige
vinkler og forskellige akser. Betegnes de dertil horende ortogonale tensorer
B(l), B(z) , vil disse tensorer udgere en gruppe, som kaldes mater1alets
symmetngruppe Séfremt to drejninger repraesenteret ved ﬁ(l}sz og ,6(2)2 begge
er symmetridrejninger, vil ogsd drejningen reprasenteret ved BQ , hvor

By =Baym B)e (2.45)

vare en symmetridrejning, hvilket antyder, at materialets symmetri kan be-
skrives ved et forholdsvis lille antal drejningstensorer. Det er derfor af stor
veerdi at kende det mindste antal tensorer, som kan beskrive en materiale-
egenskabs symmetriforhold fuldstendigt.

2.1.3 Symmetrirelationer for tensorer af anden orden, mﬁtrixformulering
En tensor af anden orden a%f kan som navnt angives pd matrixform, som

Ky (21 1 a1

[a,1= |a; a; a3 (2.46)
of 42 @2
3 3
al 32 3.3



En drejning om en akse kan derfor angives ved en ortogonal matrix. En
forholdsvis simpel form far denne matrix, hvis man gar ud fra et ortonorme-
ret system af basisvektorer i, og lader omdrejningsaksen veere sammenfalden-

de med en af basisvektorerne, fx ig. I dette tilfeelde fér man

[BX]=[ cosx sinx 0 (2.47)
—siny cosy O
0 0 1
En symmetrirelation af typen (2.42)
ay =B vral, (2.48)
omskrives ved multiplikation med g til
BRa; =67 5 rnan, = 87 0Ray, =gk, (2:49)
idet ortogonalitetsbetingelsen (2.33)
k -
By, =8P (2.33)
benyttes. P4 matrixform fis
[6E] [af] = (2f) (8] (2.50)

Udskrives matrixligningen, har man

cosx sinx O ||a] a} al|=|al a} aé cosy sinx 0[(2.51)
—siny cosx 0 ||a? aZ a2 a? a2 a?|[—sinx cosx O
0 0 1]|ad af a| [ad af a3|| o 0 1
eller
i a} cosy + a%sinx a%cosx + a%sinx a%cosx + agsinx =
— a% siny + a%cosx = a%sinx + agcosx = aésinx + agcosx
& a3 a3
1 1. iz 1 i}
ajcosy —agsiny aysiny +ajcosy  ag (2.52)
aZcosy —aZcosy ajsiny + aZcosy a2
_aicosx — ag siny ai‘ siny + agcosx ag

Det bemsaerkes, at en drejning om Eg ikke medferer indskrsenkninger af no-

gen art for ag uanset drejningsvinklen.



10

Ligningssystemet (2.52) skrives herefter

(a3 +a2)siny (a} —a2)siny az(1—cosx)—a3sinx
(a% —"ag)sinx (a% + a%)sinx ag(l —cosy }+ aésinx
a?(l—cost agsinx ag(l—cosx)—aﬁsinx 0
=10 0 0 (2.53)
000
000

For en 2-fold symmetriakse er (2.53) opfyldt for

a3 =0, a3=0, al =0, a3 =0 (2.54)
dvs. for
[ag] = a% aé 0 (2.55)
2,2
aj a; 0
0 0 a3

hvor de angivne komponenter er uafhangige af hinanden.
Forn=3,4,...o0giovrigt for en vilkarlig veerdi af x er (2.53) opfyldt,
nér igen (2.54) er opfyldt og yderligere

al —aZ =0, aj +a?= (2.56)
dvs. for
[a¥]=| al ay 0 (2.57)
B R | :
a, ap 0
3
0 0 ag

Ved betragtninger svarende til foranstiende finder man, at [agk} bliver

[a¥]=|a] 0 0 (2.58)
2 ,2
0 aj ajg
0 ag ag

hvis ;1 er en 2-fold symmetriakse. Er bade El og 53 2-fold symmetriakser, far
man

[ag]=|al 0 0 (2.59)

3
OOaS
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Betragtes ogsd i, som en 2-fold symmetriakse, vil dette ikke medfere yder-
ligere restriktioner.

Safremt i 11 ; 12 og 13 er n-fold symmetriakser med n > 2 eller symmetriakser
med vilkarlig drejningsvinkel yx, reduceres matricen til

[a51=[a 0 0] =a[1 0 0 (2.60)
0ao 010
00 a 001
Tensoren
af = ask (2.61)

kaldes en isotrop tensor af anden orden.

I forbindelse med en tensor aﬁk, for hvilken symmetrirelationen (2.53) er
opfyldt for enhver veerdi af x, benyttes betegnelsen transvers isotropi eller
cylindersymmetri.

Atn=3,4, ... medforer samme symmetribetingelser udtrykkes ved at

sige, at en tensor af anden orden ikke kan skelne mellem drejninger, for hvil-
ken> 2.

2.1.4 Isotropi og anisotropi
Séafremt symmetrirelationer af typen
a!};:B;n,Ygan (2.62)

m ...
k.

geelder for enhver ortogonal tensor ,6 siges tensoren a, - ' * at veere isotrop,
og et materiale siges at veere 1sotropt med hensyn til den egenskab som ten-
soren repraesenterer.

Er relationerne (2.62) kun opfyldt for visse ortogonale tensorer 6‘;, er ten-
soren anisotrop og safremt relationerne kun er opfyldt for identitetstensoren
Bs =85, er tensoren af - - - fuldsteendig anisotrop eller fuldstzendig usymme-
trisk.

Er symmetrirelationerne opfyldt for enhver drejning om en og samme akse,
da er tensoren transvers isotrop med hensyn til den pag=ldende akse.

En tensor af p’te orden kan ikke skelne mellem drejninger, for hvilke n er
storre end p. For at vise dette, transformeres symmetrirelationerne (2.62) til
et st akser med hensyn til hvilke [ﬁé‘] og ['yé‘] bliver diagonalmatricer (Her-
mann [34.01]). Man har siledes

BE =2, 8%, 7k =2ksk (2.63)

hvor A, og AE er egenvaerdierne horende til henholdsvis [63‘] og [73‘]. P4 grund
af ortogonalitetsbetingelserne B Tk =63 geelder

A6 =g (2.64)
Symmetrirelationen (2.62) bliver i det nye aksesystem

AR e monsh B N s g AR o e B B e (B5E)
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Egenverdierne A, og A€ er
A=At =ei, n, =al=eTix ) =23 =1 (2.66)

svarende til, at tredieaksen i det nye system er omdrejningsaksen (se appen-
dix G).

Antallet af faktorer i koefficienten ) VP AE L er p for en tensor af p’te
orden. Koefficienten har derfor vaerdien

e hvor — p<gs<p (2.67)
og
ax =q2z/n (2.68)

for en n-fold symmetriakse.
Nér koefficienten antager veerdien 1, kan den tilsvarende komponent Ak .
veere forskellig fra nul. Dette vil bl.a. veere tilfseldet for g = 0. For q # 0, er

e =1 for gy =m2r,m = i 8 S (2.69)

eller, med x = 2r/n, for

g/n=m (2.70)
Safremt p og dermed q er mindre end n, kan (2.70) ikke tilfredsstilles, og
koefficienten Ay ... K . . . vil siledes veere forskellig fra 1 for alle veerdier
afn> p.

Nar koefficienten er forskellig fra 1, ma den tilsvarende komponent Altf i
veere nul, for at symmetrirelationen (2.65) kan vaere opfyldt.

Hermed er vist, at en tensor af p’te orden ikke kan skelne mellem symme-
tridrejninger, for hvilke n er storre end p.

Dette kan ogséd udtrykkes pé folgende made. Har et materiale med en egen-
skab, som repraesenteres ved en tensor af p’te orden, en n-fold symmetriakse,
hvor n > p, da udviser materialet transvers isotropi med hensyn til den pa-
geeldende akse.

Anvendelse af symmetrirelationerne (2.65) sammen med egenveerdierne
(2.66) skal belyses ved et eksempel, hvor forst en andenordens tensor med en
2-fold symmetriakse betragtes. Symmetrirelationerne fir da felgende udseen-
de pa matrixform

al Al all =[a;nal antal aatat] =

AT AS Ag A AZAT A0ZAZ Aa2Ad

A% A3 Al A A3AT an3A3 agn3a3

[ Al emZixpl emixal (2.71)
efixAZ  AZ  eixpl2

_eixA% e_ixAg Ag




13

idet egenveerdierne fra (2.66) er indsat.
Med x =2r/n=m, er

eix = e—ix = —— 1
(2.72)
elix = e—2ix =1
og symmetrirelationerne kan skrives
0 0 2A}=|000 (2.73)
0 0 2AZ |000O
3 3
2A7  2A3 0 000
eller
1 2 _ 3 - 3 -
A3 =0, A3=0, A} =0, A5 =0 (2.74)

Det bemeaerkes, at symmetrirelationerne eksplicit udtrykker hvilke tensor-
komponenter, der skal vaere nul. Til gengaeld er komponenterne A,]{‘ ikke de
komponenter aslf , som indgédr i de oprindelige symmetrirelationer.

Sammenhaengen mellem de to set komponenter er

AX =pPgka? (2.75)
hvor (se appendix G)
[bP1=[1n2 iVZ 0, [gl=|1V2Z —iNZ 0] (2.76)
iv2 142 0 —iA/2 132 0
0 0 1 0 0 1

P4 matrixform har man

[A%] = [g5] (2, ] [0F"] (2.77)
eller
A} A} Ay =l 1VZ —iNZ 0| |al &} &l| [1VZ iVZ O
A} A} A |-iVZ INVZ 0| a2 a2 a2 |inZ 1WEZ O
A7 A) A3 0 0 1| |ad a3 3| | o 0o 1
1 . 1 : . ]
saj+aj+iaz—ad) S(ai+al+i@l—ad) @i-dVZ| (278)
1 . 1 : :
glag+al—iaj—ad)) S(aj+ai—i(al—ad)) (aZ—ial)vZ

(ad+iad)V2 (a3+iad)/v/2Z as |
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som sammen med (2.74) giver
al=0,2a2=0,22=0,2a3=0 (2.79)

Heraf folger, at matricen [a}z‘] har felgende udseende

[af]=lal al o© (2.80)
a% ag 0
3
0 0 a3

i overensstemmelse med (2.55).
For n > 2 eller vilkarlige veerdier af x fis af (2.71), at ogsd

ALl =0 og A2 =0 (2.81)
skal veere opfyldt. Ved hjzelp af (2.78) ses dette at veere tilfseldet for
al —a2 =0 og a}+a2 = (2.82)

1 overensstemmelse med (2.56).

2.1.5 Symmetrigrupper for andenordens tensorer

Da en tensor af anden orden aé‘ 1 henhold til resultatet i afsnit 2.1.4 ikke kan
skelne mellem symmetridrejninger, for hvilke n > 2, er det muligt at bestem-
me det totale antal symmetrigrupper, som en andenordens tensor kan tilhe-
re. Forst bestemmes de kombinationer af symmetridrejninger om tre p4 hin-
anden vinkelrette akser, der forer til forskellige tensorer. Symmetrigruppen
angives ved 3 tal fm n p}, hvor fx n angiver, at andenaksen er en n-fold
symmetriakse. For transvers isotropi mht. en akse benyttes symbolet =, Ten-
sorens komponenter angives pa matrixform, en cirkel om en komponent ai‘
viser, at denne komponent afthesenger af en af de ovrige komponenter. Efter
matricen er anfort 2 tal p/q, hvor p angiver antallet af uafhaengige komponen-
ter forskellige fra nul, nar ag er en vilkarlig usymmetrisk tensor, og q angiver
antallet af uafhaengige komponenter, nir tensoren er symmetrisk, a}z‘ -
Man finder

{1 1 1} ai aé a% 9/6
aq % A
a7 & a5
{1 1 2y Jaf al o] 54
a% ag 0
0 0 a}]
{1 2 2y [al o o] 33
({2 2 21 0 a2 0

[
o
O
o+
@I
L
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{1 1 oo} al a} 0 | 3/2  Transvers isotropi
:
i 0 0 ag_

12« [al o o] 22

({2 2 =p | 0 0
i 0 0 ag_

{o0 o e} " a 0 0] 1/1 Isotropi

({= =1} | 0 @ o

({« =2} | 0 0o (@)

Undersoges muligheden for at kombinere symmetriakser , som ikke star
vinkelret pa hinanden, viser det sig, at dette ikke forer til nye resultater. En
andenordens tensor ma derfor tilhere en af de ovenfor anferte 6 symmetri-
grupper.

2.1.6 Symmetrirelationer og symmetrigrupper for tensorer af fjerde orden
Af transformationsreglen for fjerdeordens tensorer

ae, = BIBIAT 7P 12 ' (2.83)

folger, nar Bf tilhorer tensorens symmetrigruppe, symmetrirelationerne

ke _ gk
8o = By B3 B Y7 (2.84)
Ved multiplikation med Bf‘ﬁl';‘ fis
k — nkpt g
B BT By = B 65 ag (2.85)
eller pd matrixform
[ak2 1 [67 62] = [8X6L] (2] ] (2.852)

I appendix H er tensorkomponenterne angivet svarende til symmetrigrup-
perne

{111},{112},{113},{114},{11-e} (2.86)

Ved at kombinere symmetridrejninger om tre pd hinanden vinkelrette ak-
ser, finder man, at folgende grupper, udover de i (2.86) anforte, forer til for-
skellige tensorer:

122},{123}, {124}, {144} {12}, {0 =} (2.87)
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Kombineres symmetridrejninger om akser, som ikke star vinkelret pa hin-
anden, finder man, at den eneste symmetrigruppe, som giver et nyt resultat,
kan angives ved

{11 2/3} (2.88)

hvor 1 1 2 betyder, at én af tre pa hinanden vinkelrette akser er 2-fold sym-
metriakser, og /3 betyder, at den akse, som danner samme vinkel med disse
akser, er en 3-fold symmetriakse.

Ogsd komponenterne svarende til symmetrigrupperne (2.87) og (2.88) er
angivet i appendix H.

En fjerdeordens tensor ma séledes tilhgre en af de ovenfor anforte 12 sym-
metrigrupper.

2.1.7 Symmetrioperationer II: Inversion, refleksioner

Foruden symmetrioperationen drejning eller rotation om en akse optrader
ogsd andre symmetrioperationer, nemlig inversion og refleksion. Virkningen
af disse symmetrioperationer pa tensorers symmetriforhold skal omtales i det
folgende.

ITnversion

Et materiale kan have en struktur som medforer, at en tensor som beskriver
en materialeegnskab, er ufglsom over for et fortegnsskift pa alle 8 koordina-
ter. Den hertil svarende transformation er givet ved matricen

B =[—1 0 0]=—[65=0[¥ (2.89)
0-1 0
0 0 -1

og transformationen kaldes en inversion. Da [ﬁg] og [7%] er diagonalmatricer,
kan samme fremgangsmdade som i afsnit 2.1.4 benyttes. Af symmetrirelatio-
nerne

ol PRREY PORY | CEE (2.90)

ses, at der ikke lsegges band af nogen art pd komponenterne af en tensor af
lige orden, mens alle komponenterne af en tensor af ulige orden skal vaere
nul.

Refleksioner

Et materiale kan ogsa have en struktur, som medferer, at man i ethvert punkt
har en plan, der optraeder som symmetriplan. I et cartesisk koordinatsystem
med x', x* - planen som symmetriplan, vil transformationen, givet ved matri-
cen

[B¥1=[1 0 0]=D85=0v5 (2.91)
0 1 0
0 0 -1

da veere en symmetritransformation. Symmetrirelationerne bliver



N ST LI

<

(2.92)

med
MEAb=1 R =02 =1, 0 =08 =—1 (2.93)

Heraf ses, at de tensorkomponenter, der har et ulige antal indekser 3, skal
veere nul, mens der ikke lagges band af nogen art pa de ovrige. Dette er for
tensorer af lige orden preecis de samme restriktioner, som folger af, at tredie-
aksen er en 2-fold symmetriakse. For disse tensorer medforer refleksioner sa-
ledes ikke nye symmetrigrupper.

Det skal nzevnes, at et materiale med 3 pa hinanden vinkelrette symmetri-
planer kaldes ortotropt (ortogonalt anisotropt). Af ovenstiende fremgar, at
symmetrigrupperne {1 2 2}, {1 2 4}, {1 4 4} og {1 2 =} svarer til spe-
cielle ortotrope materialer, idet {1 2 2} medforer {2 2 2} og fx en 4-fold
symmetriakse ogsd er en 2-fold symmetriakse.

Det fremgér umiddelbart, at en refleksion af x! x? -planen kan fremkomme
som en 2-fold rotation om x3-aksen efterfulgt af en inversion eller omvendt.

2.1.8 Homogenitet

Symmetrioperationerne rotation, inversion og refleksion er operationer knyt-
tet til et enkelt punkt, og en tensors komponenter kan derfor i denne sammen-
heeng betragtes som konstanter. Sifremt komponenterne ikke er funktioner af
stedvektoren til det betragtede punkt, kaldes materialet homogent, og man kan
betragte en vilkarlig translation som en symmetrioperation. Medmindre mate-
rialet er isotropt, taler man om linear eller retliniet anisotropi, idet betragt-
ningerne hidtil udelukkende er knyttet til cartesiske koordinater.

Selv om en tensors komponenter er funktioner af stedet i et cartesisk koor-
dinatsystem, medforer dette ikke altid at materialet er inhomogent. Betragtes
et tensorfelt a(xm), hvis cartesiske komponenter i et referencepunkt betegnes
Ak yogi et vilkarligt andet punkt a , da vil man, hvis der eksisterer en or-

togonal transformation Q(x™) med det@y 1 og den inverse R = Q~!, sledes
at

¢ =Qp---RE...ap (2.94)

ogsa i dette tilfaelde kalde materialet homogent, nir Q er en kontinuert funk-
tion af x™. Yderligere benyttes i denne forbindelse betegnelsen krumliniet an-
isotropi

Idet transformatlonen fra et cartesisk koordinatsystem x* til et krumliniet
system y beskrives ved

BY =ay®/ax® , yl=0x%/ay" , detg =G (2.95)

har man, nér tensoren a’s komponenter i det vilkdrlige punkt betegnes ak: o
i det krumliniede system at

k .:=611:1“‘,},;1'”am... (2.96)

n.,..

Heraf fremgér, at tensorfeltet a har konstante komponenter i et krumliniet
koordinatsystem y , nar der eksisterer en koordinattransformation
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8=GQ . 2 =R/G (2.97)

hvor determinanten G er en funktion af stedet. Hvis komponenterne a}z‘: e
er uafhaengige af fx x?, og transformation Q eksisterer, kan man altid kon-
struere koordinattransformationen (2.97), idet G da optreeder som en inte-
grationsfaktor. Nar ai‘: o afhanger af alle tre koordinater, vil eksistensen
af Q ikke garantere eksistensen af en koordinattransformation (2.97), if. om-
talen af isostatiske flader hos fx Love [27.01], p. 89 og Ericksen [60.09], p.
848.

Et materiale kaldes herefter homogent med hensyn til en egenskab beskre-
vet ved en tensor a, ndr der til ethvert punkt eksisterer en drejningstensor Q,
saledes at

an(xm)...R;‘(xm)...ag‘:::(xm)=A§::: (2.98)

er konstanter. Hvis Qé‘ ¥ 5]; kaldes materialet krumliniet anisotropt, og hvis
Qé‘ = 5}2‘ kaldes det retliniet anisotropt.

Det bemseerkes, at mens rotationer og translationer er operationer, som kan
udferes med ethvert virkeligt materiale, sa er dette ikke tilfzeldet for operatio-
nerne inversion og refleksion. Det kan derimod forekomme, at to personer,
som udferer tilsvarende forseg, men benytter modsat orienterede koordinat-
systemer, kan konstatere, at inversion og refleksion er symmetrioperationer
for det pag=ldende materiale. Eventuelt kan man ud fra materialets opbyg-
ning slutte, at dette méa veere tilfaeldet.

2.1.9 Oversigt over linezre tensorrelationers symmetriforhold
I en tensorrelation af typen

k... _,k..m
¢ aQ. n

[ e

n,.

e (2.99)
beskrives en materialeegenskab ved tensoren a. Nir materialet har visse sym-
metriegenskaber, tilfredsstiller tensorens komponenter nogle symmetribetin-
gelser

Qe BEEE o R e B (2.100)

hvor 6; og 7;' tilhorer en gruppe transformationer, som kaldes materialets sym-
metrigruppe. En symmetrigruppe omfatter alle de transformationer, for hvilke
symmetribetingelserne (2.100) er tilfredsstillet, men for de symmetrirotationer,
som er undersogt i de foregdende afsnit, viser det sig, at hver symmetrigruppe
kan frembringes af et forholdsvis lille antal frembringertransformationer.
Samtlige elementer i symmetrigruppen findes saledes ved at danne alle de pro-
dukter af frembringertransformationerne, som giver forskellige resultater.

I tabel 2.1 er frembringertransformationerne for de i afsnit 2.1.5 og 2.1.6 be-
handlede symmetrirotationer anfert sammen med nogle af de mest anvendte
symboler for de tilsvarende krystalklasser samt betegnelserne for de tilsvaren-
de krystalsystemer.
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Symmetri- Frembringer- Hermann- Shubnikov Schoen- Krystal-
gruppe transforma- Maugin flies system
tioner
{111} I 1 1 C, Triklin
{112} R2 2 2 C, Monoklin
{113} RS 3 3 C, Trigonal
{114} R 4 4 Gy Tetragonal
{11} R 6 6 Cy Heksagonal
{122} RZR2Z 222 2:2 v Rhombisk
{123} RZR} 32 3:2 D, Trigonal
{124} RZR3 422 4:2 B, Tetragonal
{12~} RZRY 622 6:2 Dy Heksagonal
{144} R3,R3 432 3/4 0 Kubisk
{112/3} R3,R3 23 3/2 T Kubisk

{owo=} R, Rc;’ Ry Isotropi

Tabel 2.1

I tabellen er

1=1 0 0 (2.101)
010
00 1

identitetstransformationen, og

Ri‘ =11 0 0 LRE=|cosxy 0 —sinx]|, R3=| cosx sinx O
0 cosy siny 0 1 0 —siny cosy O

0 —siny cosy siny 0 cosy 0 0 1
(2.102)

er rotationer om ortogonale akser (1 0 0),(0 1 0)og (0 0 1) med x = 2n/n
n = e angiver en vilkarlig drejningsvinkel, Endelig er

2

RI=10 01 (2.103)
100
010

en 3-fold drejning om aksen (1 1 1)//3.
I tabel 2.2 er for tensorer af op til fjerde orden anfort hvilke forskellige
symmetrigrupper, disse tensorer kan tilhore.
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klaf|a®ak {1 1 1}

b | b5 bk I{1 1 2}

ek {1 1 3}

bk
s d¥ ({1 1 4}

ek |11 1 o}

d¥ | ek | £k 17 9 93

kR ke
gl 12 3}

ek hE: {1 2 4)

ck i 11 2 o}

hEL( G2 {1 = .978)

BE

Qkﬁ {oo oo oo}

Tabel 2.2

For tensorer af anden og fjerde orden er de forskellige tensorer angivet i
henholdsvis afsnit 2.1.5 og appendix H. For fersteordens tensorer er

ak = (al a2 a%)
pE=(0 0 ad) (2.104)
k=0 0 0

I stedet for som her at angive resultaterne pa matrixform, kan man benyt-
te indexnotation. Eksempelvis har man i det isotrope tilfaelde, at en anden-
ordens tensor kan angives som

ak =ask (2.105)
mens en fjerdeordens tensor kan angives som
al® =nsk%s  + usk 5t + veks? (2.106)
For de 32 krystalklasser har Lokhin & Sedov [63.02] angivet resultater for

tensorer af 1., 2., 3. og 4. orden i denne notation, ligesom Smith & Rivlin
[64.03] har tilsvarende resultater,



2.1.10 Grafisk repreesentation af tensorkomponenter

Tensortransformationsformlerne

- - . O (2.107)
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er bekvemme at arbejde med, men de giver ikke nogen umiddelbar fornem-
melse af, hvorledes den enkelte komponent varierer med en drejning af ba-
sisvektorerne. For at f3 et overblik over denne variation kan man som i det
folgende betragte tensorer af anden og fjerde orden. Af hensyn til overskue-
ligheden behandles kun tensorer, som tilherer symmetrigruppen {1 2 2},

komponenterne ag‘ og a,";g og drejninger om'ig.
For en andenordens tensor er transformationsformlerne

a% = A%coszx + Agsinzx

aé a% =— (A% — A%}sinxcosx (2.108)
ag = Aisinzx + Agcoszx

Det ses, at
aj(x) =aj(x + /2)
al(—x) =al(0 (2.109)
ag(—x) = —a}(x)

og det er derfor tilstraekkeligt at afbilde a% og a% iintervallet 0 < y < /2.
Disse afbildninger er vist i figur 2.1.

/2

- (A} — A2

Figur 2.1



22

For en fjerdeordens tensor, for hvilken det yderligere gaelder, at
af‘fg s =ayl =al} (2.110)
er transformationsformlerne
11 = A11.4 11 12v.2.2 22 4
ayj; TAj1¢T + 2(Ag, + 2A75)s%c” + A55s
ajy = (Ajje? — (AL} + 2A12)(c? —s?) — A2252)sc
11 - 211 5 £ (D 11 12 22y.2.2
gy = Ay T (A7) = 2(Ag5 + 2A735) + Aj5)s®c?
(2.111)
12 - al2 11 11 12 22y.2.2
a7 =Aj5 + (A7g 2(A22 + 2A75) + A5y)s”c
a3 = (Alls? — (ALl + 2a12)(s% — c?) — AZ2c2)sc
ag3 = Allst + 2(A%} + 2A12)s2c2 + A2ct
hvor
s=siny , c¢=cosy (2.112)
Da man har
23500 =il + m/2)
1
a3200 = —arg(x + 1/2)
23300 =21300 — A}f + AL
(2.113)
all(—x)=alleo
ay3(—x) = —a13(x)
a12(—x) =alZ(x)
er det tilstreekkeligt at afbilde aﬂ . a%é og a%% iintervallet 0 < x < 7/2. Det-
te er vist 1 figur 2.2.
I figurerne betyder
.oal1 12 22 11
1: Ag +2A72<AZ2<all
.oall 12 _ 422 11
29 ALL+ 240 24 AT
s Al 12 = a1l 22
3: Agp + 2A15= (A7 + A53)/2, dvs.
(2.114)
22 11 12 11
A% <A T 2A15 <Al
5 22 11 _ A 11 12
4: ASS<Ajy=Ag+ 2A33

. 22 11 11 12
5: AZZ < All < All + 2412
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Det er vaerd at bemeerke, at veerdien af aﬁ i retningen x = 0 svarende til
den ene symmetriakse i x'x?-planen ikke behover at vaere den storste, ligesom
aﬂ 1 retningen x = /2 svarende til den anden symmetriakse i x'x?-planen ik-
ke nodvendigvis er den mindste. Heraf ses bl.a. at Aﬁ = Ag% ikke medforer
transvers isotropi (hertil kreeves yderligere Aéé + 2A%g = Aﬁ). Yderligere be-
meerkes, at a%%, som er nul for x = 0 og x = n/2, ogsa skifter fortegn for en
veerdi af x mellem 0 og 7/2 i tilfzeldene 1 og 5 efter (2.114). Endelig bemeer-
kes, at for a%% er T3 ikke en 2-fold, men en 4-fold symmetriakse.

2.2 Tkke-linesere tensorrelationer

Hidtil er kun linezere sammenhaenge mellem tensorer betragtet, men ogsd nir
der er tale om ikke-linesere sammenhaenge, kan man bestemme de restriktio-
ner, som folger af materialesymmetri. Siledes fandt Finger [1894.01] i 1894,
at spendingstensorens komponenter i det isotrope tilfzelde skal vaere funktio-
ner af tojningstensorens 3 hovedinvarianter, og v. Mises [28.04] udtrykte i '
1928 flydebetingelser for forskellige anisotrope materialer ved forskellige
kombinationer af spendingstensorens 5 uafhaengige komponenter (kun 5, da
v. Mises antog alﬁ = 0). Det var dog forst efter at Reiner {45.01] og Prager
[45.02] i 1945 havde benyttet Cayley-Hamiltons setning til reduktion af po-
lynomiale spzendings-tejningsrelationer for isotrope materialer, at studiet af
ikke-linezere tensorrelationer inden for kontinuummekanikken for alvor be-
gyndte.

Blandt dem, der i denne forbindelse bl.a. benyttede den klassiske invari-
antteoris metoder og resultater, skal naevnes Ericksen, Green, Rivlin, Smith og
Spencer, se fx [54.01], [55.06], [57.01], [57.02], [57.03], [58.01] og [71.09],
som fandt, at en tensors komponenter for at vaere invariante under visse trans-
formationer skal veere funktioner af bestemte basisinvarianter. Ved udledel-
sen blev benyttet, at den afhzengige tensor enten eksakt eller tilnzermet kun-
ne udtrykkes som et polynomium i de uafhzengige tensorer. Pipkin og Wine-
man [63.03], [64.01] viste dog i 1963, at resultaterne geelder for mere gene-
relle tensorrelationer.

En anden fremgangsmade blev i 1967 benyttet af Eringen [67.02], som be-
tragtede skalzre funktioner af vektorargumenter under hele den ortogonale
gruppe. Chakrabarti og Wainwright [69.08] udvidede senere Eringens meto-
de til ogs at omfatte funktioner af andenordens tensorer, dog stadig kun for
isotrope materialer.

En metode baseret p4 anvendelse af komplekse akser skal beskrives i det
folgende og resultaterne sammenlignes med tidligere fundne.

2.2.1 Skalzere funktioner af vektorargumenter

Ved en skalzr funktion af et vektorargument forstas en skalzer storrelse, hvis
veerdi pd en eller anden made afhanger af vektorens 3 komponenter i et eller
andet system af basisvektorer, fx

F=f(vl, v2 v3) = f(vk) (2.115)
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Ved en drejning af vektoren skifter dennes komponenter vardi fra vE til
v*¥ og den skaleere funktion fér veerdien

F* = f(v*i, v*2, v*3) (2.116)

hvor F* og F normalt vil veere forskellige. Safremt det for en gruppe af drej-
ninger viser sig at F = F*, siges funktionen f at veere forminvariant under den
pivaldende gruppe, og som det skal vises, kan f da kun vzere en funktion af
visse kombinationer af vektorkomponenterne vE.

Lad AF vaere en vektors komponenter i et system af ortogonale basisvek-

torer fk, hvor {3 benyttes som drejningsakse. I det tilsvarende system af kom-

plekse akser, se appendix G, har vektoren komponenterne a¥ med
ak = bka® (2.117)
hvor
bE1=| 1MVZ iVZ O (2.118)
iv2 12 0
0 0 1

I dette system har den drejede vektor komponenterne ¢* bestemt ved
i 6;:32 (2.119)
hvor

[8%] = [exp(ix) 0 0 (2.120)
0 exp(—ix) O

0 0 1

For en funktion som er forminvariant under den pig=ldende drejning
gelder da

f(a®) = f(exp(ig¥x)ak) = f(a¥) (2.121)
hvor
[d¥1=[q' q% ¢®1=[1 —1 0] (2.122)

I(2.121)er f(exp(iqu)ak) en funktion af drejningsvinklen x, mens f(ak)
er uafheengig af x. Man har siledes

af

af . x . 3f . ¥
= k ok = 9L = 2.
3 . ig®exp(iqg©y)a - Lig*a 0 (2.123)

eller, ved multiplikation med —i
o _B_fE ok w0 (2.124)
da

hvor der summeres over k.
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Losninger til (2.124) er funktioner af et szet storrelser, basisinvarianter, der
bestemmes ved

da! _ da® _ da®

qlal - q2a? B q3ad (2:225)
som med (2.122) bliver
d%l:_@;z%f (2.126)
a a
med losningerne
J12 =512 | J3.-,3 (2.127)

Benyttes (2.118), har man
J12 = 3132 = (Al + jA2)(iAY + A2Z)2 =i(ATALl + A2A%)/2 (2.128)
og
jB =5l = AS (2.129)

Da faktoren i/2 i denne forbindelse er uden betydning, har man, at en
funktion af storrelserne

J12=5 A*AF = A%A (2.130)
og
J3 = A8 (2.131)

er forminvariant under drejninger om 53.
Ogsd storrelsen

I=AkA =A-A (2.132)

er en sidan funktion, og man har derfor, at funktioner af I og J3 er formin-
variante. Yderligere er

Ad=4-10, (2.133)
og man kan konkludere, at en funktion

F=f(A-A,A-a) (2.134)
er forminvariant under drejninger om a.

Det skal bemzrkes, at man frit kan veelge enten A*A  og A2 eller AkAk
og A2 som basisinvarianter. Man kan derimod ikke benytte AkAk og A“A_,
idet fortegnet for A3 ikke kan bestemmes af

A¥A, = A*A_+ (A%)® (2.135)

Skal en funktion veere forminvariant under drejninger om 1\2’ finder man,
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at den skal veere en funktion af I og A2. Kraever man nu, at den skalzre funk-
tion skal veere forminvariant under drejninger om sével 1, SOm 14, ses det, at
dette kun er muligt for funktioner af I alene, dvs.

F=f(I)=1f(A - A) (2.136)

Herefter betragtes igen drejninger om fg alene, men nu funktioner af 2 vek-
torer, A og B. Til bestemmelse af basisinvarianterne i dette tilfzelde har man

do . —da _da _db _cdb _dby (2.137)

1 alt 5 ligninger til bestemmelse af 5 storrelser. For at undersege, hvorledes
basisinvarianterne kan udveelges, md man systematisere metoden noget. S=t-
tes

(a1a233b1b2b3) = (x1x2x3x*x%x%) (2.138)

kan de bestemmende ligninger skrives

dgl _dx*  _ dx8
qlxl q2x2 e qGXB

(2.139)

I de tilfzelde, hvor qK og qL er forskellige fra nul, bliver en af ligningerne

K L
q‘ng - q‘f;L (2.140)
med losningen
(XK)UQK =JKL(XL)1/QL (2.141)
eller
JKL = (xK)1a" z1y~1/a" (2.142)
hvor JXL er en arbitreer konstant. Af den samme ligning fas
JLK - (XL)lqu(XK)—lqu (2.143)
sdledes, at
JELJLK = 4 (2.144)
Man har endvidere umiddelbart
JKLJLM - jKM (2.145)
I de tilfzelde, hvor g™ er lig med nul, bliver en af ligningerne
dxN =0 (2.146)

med losningen

JN = xN (2.147)



28

Med den netop indferte notation har man, idet alle JEL og JN opskrives,
bortset fra JLE = 1/JKL

J12 = (ATA! + A2A2)i/2 = A%A i/2
J3 - A3

Jt4 =(Al +iA2)/(B! + iB?) -
=(A'B!+A2B2—i(AlB2—A2B1))/(B1B1+B2B2)
=(A%B,—ie,, , AKB?)/B*B_

J15 =(A1B2—-A2B1+i(AB1+A2ZB2))/2
=(eg, AXB*+iA®B_)/2 (2.148)

J42 =(e,, , A*BX+iA®B_)/2
J25 =(iB1+B2)/(iA1+ A2)

=(A'B1+A2B2—{(A1B2—A2B1))/(ATAl+ A2A2)

=(A"B, —ieg,, A¥BY)/AA

J4% =B*B_i/2

Heri indgar de 6 storrelser

3 knpe _ 2nk
A"‘Aa, A°, A“Ba, g A B = g0 A° B,

(2.149)

B*B_ og B3
hvoraf dog kun 5 er uafhaengige. Saledes gzelder fx

J45 = J42515 /512 (2.150)
eller

B*B, i/2=— ((A“‘Ba)zﬁ- (eakﬂAkBQ)z)miA“Aa (2.151)
dvs.

BEB. = ((A"‘BQ)Z-I— (eSkQAkBQ)2)/A°‘Aa (2.152)

Af den sidste ligning fremgir, at mens B® B, entydigt kan udtrykkes ved de
3 storrelser pd hejresiden, kan hverken A% B, ellereg, . AkR? entydigt udtryk-
kes ved de 3 andre, idet fortegnet ikke kan bestemmes. Man kan siledes benyt-
te

2.153
A%A,, A%, A®B , e, AKB® og B3 ( :

som basisinvarianter ved drejninger om 1, og enhver funktion

F=£(A%A,, A3, A"B_, e, A¥B*, B3) (2.154)



er forminvariant under disse drejninger. Af hensyn til sammenligning med
drejninger om andre akser betragtes relationerne

AkA = A%A_+ (A3)?

(2.155)
k = 3

A®B, = A"B, + A°B,
som viser, at man i stedet kan benytte

AkA, A3, A¥B,, B3 og e, AFB* (2.156)
som basisinvarianter. ‘

Ved drejning om i, fas tilsvarende basisinvarianterne
AkA,, A%, AYB,, B? og ey, AR (2.157)

I begge tilfaelde kan kvadratet pad den sidste invariant udtrykkes ved
BkBk, og man m4i derfor benytte basisinvarianterne

k k k
A%A,, A®By, BB, (2.158)
nar der er tale om drejninger om 2 eller flere akser.

I symbolsk notation kan basisinvarianterne i (2.157) ved drejning om en
akse 4 angives som

!

A-A, A-4, A-B,B-dog AXB-4 (2.159)

og basisinvarianterne i (2.158) ved

A*A A-B,B-B (2.160)

Udtrykkene kan uden videre udvides til at omfatte 3 eller flere vektorer.

Ovenstdende fremgangsmade kan kun benyttes, nar drejningsvinklen x
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er en uindskrzenket variabel, som kan antage alle veerdier. Nir x kun kan an-

tage diskrete veerdier, ma metoden modificeres noget. Skrives transforma-
tionsformlerne

o = \kak (2.161)
hvor
Ak =Lk (2.162)
og LE er konstanter, er betingelsen for forminvarians
f(a¥) = £(a¥) = f(a¥ak) (2.163)
Dannes funktionen
p(a%, NE) = £(\Fa¥) + u, (\* — L) = £(a") (2.164)

hvor p, er konstanter, kan man i denne behandle A% som kontinuerte vari-
able og udtrykke, at

%\%= 0 (2.165)
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Herved f3s for hvert L¥ en ligning af formen

k
B¢ _ 0 - of da™ + (2.166
—0= . 166)
am dgk gm  Tm ,
Har man eksempelvis A¥ = 1 svarende til en drejningsvinkel ¥ = 2r fis

f g _of g3 of
+ A + A
1 2A2 2A3

Al
dA

+u=0 (2.167)

hvis lgsninger bestemmes ved integralerne til

dAl _dA? _da3 _df

VRO (2.168)
Heraf s, at
Al AZ og A3 (2.169)
kan benyttes som basisinvarianter. Med
M=r2=—10g23=1 (2.170)
svarende til x = 7, fis
._Al_a_f__._Az_‘lf_..;_ u, =0
dAl pA2 "1
(2.171)
A3£Af—3+ gy =0
og dermed, at
(AL)%, A1A2 og A3 (2.172)

kan benyttes som basisinvarianter.

Med x = 27/n svarer disse to eksempler til n = 1 og n = 2. Det bemzerkes,
at der i de to eksempler ikke er benyttet komplekse akser, idet drejningsma-
tricen allerede i det oprindelige aksesystem er en diagonalmatrix. For n = 3,
4, . . . ma man benytte komplekse akser, og resultatet bliver som for x kon-
tinuert.

Da udtrykkene til bestemmelse af en drejet vektors komponenter fuldsteen-
dig svarer til udtrykkene for en koordinattransformation, kan forminvarians
under drejning af vektorargumenter opfattes som forminvarians under speciel-
le koordinattransformationer, de egentlige ortogonale transformationer. Ogsa
uegentlige ortogonale transformationer har interesse i denne forbindelse, spe-
cielt inversion og refleksioner. I begge tilfaelde benyttes komponenterne i det
oprindelige aksesystem.

Ved en inversion er AKX = —1, og man finder, at

(A1)%, Al1AZ AlpS3 (2.173)

kan benyttes som basisinvarianter.
Ved en refleksion i x?x®-planen er Al = —1,22 =23 = 1, og

(A1)2, A2, A3 (2.174)

kan benyttes som basisinvarianter.
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2.2.2 Vektorfunktioner af vektorargumenter
En vektorfunktion af et vektorargument kan pd komponentform skrives

v =f2(uk) (2.175)

Ved en drejning af vektoren u fores denne over i u} og v udregnet efter
(2.175) bliver til v* med komponenterne

v = 2 (u*k) (2.176)
Er drejningen bestemt ved tensoren Bf, har man
u*k = gky? (2.177)
og séfremt man ogsi har
vk = gl (2.178)
dvs.
(g u™) = gL £7(uP) (2.179)

siges vektorfunktionen f* (uk) at veere forminvariant under denne drejning.
For at undersoge hvilke restriktioner funktionen f* pafores af forminva-
rians kan man danne skalaren F som
=R
F =v%a, (2.180)
hvor a, er en arbitrar vektor. F bliver herved en forminvariant, skaler funk-
tion af de to vektorer u og a og dermed en funktion af et szt basisinvarian-
ter I*, hvora =1, 2, ... N, og hvor eksempelvis N = 5 i det tilfaelde, hvor
der er tale om vilkarlige drejninger om en akse, jf. (2.153).
Af (2.180) fremgar, at komponenterne v* bestemmes ved

v? = 3F/da, (2.181)
som, da F er en funktion af I*, kan udregnes som
v! = (3F/o1*)(aI* /9a,) (2.182)

Da v* er en funktion af u¥ alene, og ikke af den arbitrere vektor ay, ma
I* veelges, sd a, indgdr i hojst forste potens, og 9F /ol vil veere funktioner
alene af de basisinvarianter, som ikke~ indeholder a; , men udelukkende Fid
Betragtes vilkarlige drejninger om 15 og basisinvarianterne

1+ =u2u2, 12 =y3

(2.183)

18 = uQaQ, 4 = aq, 1° = e3kﬂuka9
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3 S, 4 )
ol®/oa, =u”, al {da, =0y

(2.184)
5 = k
0I°/oa, = ey 5™y
hvorefter v* kan skrives
v o= {p3u2 + tp45§ + vgeqnd neyk (2.185)
hvor funktioneme
v =OF/3I® | pg=34,5 (2.186)

er funktioner af basisinvarianterne I* og I alene.
Multipliceres (2.185) med basisvektorerne 1,, fés pd symbolsk form

V =90+ g,y + gglixi, (2.187)

Af (2.185) fas endvidere pa matrixform

1| = 03 —9g 0 ul (2.188)
v2 Y5 93 0 u?
3 0 0 <p3+s,a4/u3 ud

hvor koefficientmatricen er i overensstemmelse med det lineaere tilfaelde, se
(2.57). Forskellen er blot den, at i (2.57) er matricens elementer konstanter,
mens de i (2.188) er funktioner af I og I2,

Skal v vzere en isotrop funktion af G, f4r man umiddelbart

V=0 ' (2.189)

hvor

¢ =o(l- ) (2.190)

2.2.3 Skalzere funktioner af tensorargumenter
Som et eksempel p3 en skalzer funktion af tensorer betragtes en funktion af en
andenordens tensor med komponenterne A i et aksesystem, hvis tredieakse

13 er en symmetriakse. Henfort til komplekse akser er komponenterne, se
(2.78)

1 1 1.1_
31 az aa =
2 2 2
al 8.2 a3
3 3 3
al 3.2 3.3



- -
1 , ; .
S(AT+AZ+I(AF—AD) S(af+AZ+i(Al-A2)) (Al-iADWT

M| o

1 . , .
FAg+Af—i(Al-AZ) S(al+AlZ-i(al-A2)) (AZ-iAl)WE

(A3+iAd)NV2 (AS+iAdHVZ A3

(2.191)

Under en vilkarlig drejning om {3 fores disse komponenter over i

al of o} |=| al ale7%x aleix (2.192)
rx% oz% ag a%ezix a% ageix

a? a% ag .st?eix age’"i" ag

og med

(Xl x2 x3 x4 x5 ¢6 x7 2{8 XQ) =

1i.,1.2.2.1,.3.2 ,3.,.3
(a1 ag aj ag ag aj ag a; ay) (2.193)
bestemmes basisinvarianterne ved

= SR 0K . OX OX ox X G (2194)

Som basisinvarianter valges forst folgende uafhangige, komplekse stor-
relser

U=zl =2(al+AZ+i(Al-A2)

J4 =xt =%{A{+A§—i(A§—A§))

J9=x%= Ag

365 = x6x® = 2(AB+iA3)(Al—iA2)

J78 = 4748 =1(A2—iA1)(A3+iA3) (2.195)
23 3 2 1

J75 = xTx5 =%(A§—iA§)(A%—iA§)

7358  ¢3.5.8 ___i_(Aé+A%—i(A%—A§))(A§—iA§)(Ag-i- iA3)

3267 2 224647 =%(A5+A%+i(A%—A%))(A%-I-iAg)(Ag—iA%)

som entydigt erstattes af de reelle

33
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It =gl +g%=a0
12 =i(@*—g') = Al-AZ = e, 5™ AK
13=J9= A3
I*=0%5+578 = A3AT+A3AZ = A3AY
I° =i(J78—355) = ASAL-A3AZ =, 5™9A3 AL
(2.196)
16 = 2ig7° = (a})*+(A2)® =5, A3AS
17 = 20358+ J%67) = AB AL AZ—ey %o My AD AZAK =
=(Az+AD(AIAZ+AZAL)+ (Al-A2)(AZAL-A3AD)

I8 = 2i(J267—g358) = (g, 5k4o3%5 )ABARAM =

3mn
- (al+aD(AAL-AJAD) — (Al-ADialAZ+A3AD)
De tre hovedinvarianter

= Ak
I=Ak

11 =1 gkim, APAY

5 pqm APAS (2.197)

-1 ke P
I = g e mepqrAkAg-Afn

udtrykkes ved basisinvarianterne I7,y =1, 2, ... 8, som
I=Jl4+J44+7% = 11413
I = g1g4—y324 J4 50378+ J951—g65 =

742, (18,2
=;1;((I1 )2+ (12)2— A+ 2+ I U ol (2.198)
@Y +@
III = J1J4J9+J267+J358_J1J78_J4J65__J9J32 -
7v2, (1812
=+ a2 L 5, Lr_npe_pops,
(1*)+(1%)
idet
J32 = J358 7267 165 578 %((17)2+ (18)2)/((14) 2+ (15)%) (2.199)
Af ovenstiende udtryk fremgar, at man entydigt kan erstatte I1 og I3 med
IogI3, menI’ og I® kan ikke entydigt erstattes af II og III. Ganske vist kan
17 udtrykkes som
17 = 2(111 — 1310)+ (11— 213)14 + 1215+ 21 (13)2 (2.200)

men da I8 indgér i anden potens, kan man ikke bestemme fortegnet for denne
invariant ud fra kendskabet til I, II, IIT og I7, v = 2, 3,...6.
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I tilfaeldet AX = Al har man
12=15=0 , 14=15 (2.201)

og man kan derfor benytte I*, I3, 14, 17 og I® som basisinvarianter. Seedvan-
ligvis, se fx Rivlin [70.04], anferes som basisinvarianter I, 11, III, I og I*, hvil-
ket i henhold til ovenstaende ikke er korrekt. Da en forminvariant funktion

af en tensor A er en funktion af tensorens basisinvarianter I, , vil den samme
funktion af en anden tensor B antage samme veerdi, ndr de to tensorer har
samme basisinvarianter, I, = 1”1’3. Som et eksempel p4, at man ikke kan be-
nytte I, II, II, 18 og 14 som basisinvarianter, betragtes

[Al=|2 0 1| , [Bl=| 2 0 —1 (2.202)
011 0 1 1
1 1 1 -1 1 1

For begge tensorer er

I, =Iz=4

I, =Ilg;=3

I, =1, =—1 (2.203)

13 =13=1

I3 =15=2

men
13=—2 og 18=+2 (2.204)

Problemet vedrorende valg af basisinvarianter er yderligere omtalt i afsnit
2.2.5.

Skal en skaleer funktion veaere forminvariant under vilkarlige drejninger om
enhver akse, finder man, at den skal vaere en funktion af de tre netop omtal-
te hovedinvarianter.

Herefter betragtes en funktion af 2 tensorargumenter A og B, forminvariant
under vilkarlige drejninger om {3‘ Ud over de 8 basisinvarianter (2.195) eller
(2.196) skal man nu medtage yderligere 9. Med

(Xl X2 X3 x4 X5 XB X7 X8 XQ X10 Xll X12 X13 X14 x15 1(16 Xl'? X].S) s
1.1.2,.2,.1,.3,2,.3,.3+1+1431212111,31,24.3:.3
(aj a5 a7 a3 ag ay ag ag az by by by b bg by bs by b3) (2.205)

bliver de bestemmende ligninger

dx! - dx? - dx?® _ dx* dx® - dx® dx?  dx® dx°

0 2x2 2x3 O x? x6 X7 x8 0
XmO dxll dle dX13 dX14 dx15 XmG dx17 XmS
0 lel dxl2 0 <14 315 X16 X17 0

(2.206)
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Heraf fremgar, at man skal medtage

J20 =xl9, Jli=gld g PPkl (2.207)

eller
19 = g104413 = pl4+ B2 = B¢
10 = i(313—1%) = B3—Bf =, 6 P* BT (2.208)
I1L.= jl8-p3

mens de 6 gvrige vaelges blandt
J3IL = g3511  g6T11 o 26,7011 5122 _ 12,2 71258 _ 412,58
J614 = 6314 714 _ 4 Tp14 155 _ 115.5 158 _ 41548 (3 909)

J165 = X16X5’ J168 - X]'GXS, J617 = X6X17, J717 = 7517

idet kun invarianter indeholdende B’s komponenter i hojst forste potens on-
skes. Uafheengige basisinvarianter veelges blandt felgende

112 = 2(J311+J122) 2(J6711-+J1258)

eller (2.210)
113 = 2i(J122—J311) 2i(J1258_J6711)
14 = J614+J168 J714_j165

eller (2.211)
115 = i(JlSB_J614) i(J714+J165)
116 = J155+J717 J158_J617

eller (2.212)
Il7 - i(J717_,J155) —i(J158+J617)

I naeste afsnit benyttes
12 _ 6711 4 11258y _ A3 ABRpa__ k,3qQ 3
I 2(d +J )= AaASBg e3mp6p g°d 5ankAI§Bgl
13 - 9;,71258__16711 — ke 3ek 3
I+2 = 2i(J dJ )= (e3mna +e 5nm )AkAgBEn
114 = g614, 7168 _ A3Re
a3
(2.213)
15 - 5, 7168__1614 — k 3 nt
I*° =1i(J Jo%) = eSﬁks mAmB3
116 - J155+J717 = A&B3
37«
17 — 57717 3155y = .3k 3
M =i(d J-77) =¢e 5kmAng£

sammen med de ovenfor anferte IV, v=1,2,...11.
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2.2.4 Tensorfunktioner af tensorargumenter
I lighed med definitionen af en forminvariant vektorfunktion defineres for an-
denordens tensorers vedkommende en forminvariant tensorfunktion

ty = Iy (AZ) (2.214)
ved

£y (8,72 AR) = 6Ky 5 (AT) (2.215)

hvor § ogy =f "' bestemmer en symmetridrejning. De restriktioner, som
palaegges funktionen ved (2.215) udtrykkes eksplicit ved at danne skalaren

F = ffB] (2.216)
hvor B er en arbitrzer tensor, hvorefter t]Q‘ bestemmes ved

ts = 3F/dBY = (3F/dI7)(317/dB}) (2217
For de i afsnit 2.2.3 behandlede symmetridrejninger har man

aI%/oBMm =52 57

a110/3BM= ey 57

a1t /3B =53 52

oI'2/oB =57 5 RABAG+ey  eBansPks  ASAL

AIT3/3BM = (e, ,6% +e%ks )ATAL (2.218)

a1'4/aB™ = A352 52

ATt /oBM =e, o

s¥P A3
a1'6/aBm =53 51 A%
oI'7/0Bm = %k, AZ53
hvorefter t& kan skrives
b = VodmSat V1glamed ™+ ¥,83 5%
+ ¢12(afna§A§Ag+eBmPeB‘l“aPkaquﬁAg)
+ Yy 5(egmo 8T +e%ks, )AZAL
T U1 OB BAL+ Uygeg,, 848 5AS

+ 160083 A%+ y, %05 s 3 A% (2.219)

(V' ks
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hvor
w‘x =aF/3I*, «=29,10,...17 (2.220)

er funktioner af IV, y = 1, 2, . .. 8, alene.
Skal funktionen veere forminvariant under vilkarlige drejninger om enhver
akse, finder man
= 2
tgl = 5015’:3‘1 + g, AT+ ¢3A;1Am (2.221)

hvor ¢ er funktioner af de tre hovedinvarianter, se (2.197). Sammenholdt
med (2.219) er

P = ‘J’gs Yo = ¢14 + "DIG’ Yq = w12 (2.222)

Da AZAXA? er en funktion af A" , kan (2.221) benyttes til at udlede en ten-
sorpendant til Cayley-Hamiltons seetning for matricer.

Metoden kan i princippet udvides til at omfatte tensorer af vilkarlig orden.
Har man

gmn. ..o pmn. ke (2.223)
hvor f™% - - - er forminvariant under en symmetrigruppe givet ved §;, dvs.

W s gphEl, e pmey. - P9 fuE = g (2.224)
kan man danne skalaren F som

F = fmn... b, (2.225)
hvor b er en arbitreer tensor af samme orden som t . Herefter bestemmes
t™2 - som

tmh = 3F/ab = (2F/a1 )L /ob_ . )=yYgMt-c  (2.226)

hvor ¢” er funktioner af et seet basisinvarianter for u under den pag=eldende
symmetrigruppe, og g M er funktioner af L 1

Det bemeerkes, at metoden kun kan benyttes nér t eksplicit kan udtryk-
kes som funktion af u og i evrigt af et vilkarligt antal tensorer. For implicit
givne relationer kendes for tiden ingen resultater.

2.2.5 Valg af basisinvarianter

At valget af basisinvarianter blandt de forekommende muligheder ikke er lige-
gyldigt, er for en funktion af to vektorer vist i afsnit 2.2.1 og for en funktion
af en andenordens tensor i afsnit 2.2.3. Af de ligninger, der er benyttet til be-
stemmelse af basisinvarianterne, fremgar endvidere, at antallet af uafhzengige
basisinvarianter er begraenset til at vaere hejst antallet af uafheaengige kompo-
nenter i argumenttensorerne. Hvorledes disse to forhold er behandlet i den
eksisterende litteratur skal omtales i det folgende.
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I den eksisterende litteratur, se fx Rivlin [70.04] og Spencer [71.09], er
fremgangsmaden ofte den, at et seet invarianter, en integritetsbasis, bestem-
mes og et antal relationer, sikaldte syzygier, mellem disse opstilles. Nar
der er tale om forminvariant, skalser funktion af en andenordens tensor
A¥ = Al under de forskellige krystalsymmetrier, har Smith [62.03] vist,
at en polynomial funktion kan skrives

F=8;+8,I* + S I°I (2.227)

hvore,3=17,8,...N
N er antallet af invarianter i integritetsbasen.

Sg> S, 08 S(xﬂ er polynomier i 6 uafhsengige invarianter I*, o =1, 2,...6.

Resultaterne i afsnit 2.2.1 og 2.2.3 viser, at en sddan funktion kan udtryk-
kes som

F=fI%), a=1,2,...6 (2.228)

hvor I* er specielt udvalgte basisinvarianter.
Som et eksempel betragtes det monokline krystalsystem, hvor basisinvari-
anterne for en anden ordens tensor skal vaelges blandt de syv sterrelser

2 A3 A2 (A312 (Al42 23,1
Al AZ, A%, AZ, (AD)%, (AD), AAD (2.229)
Valges de 6 forste, kan den syvende ikke entydigt udtrykkes ved disse, idet
2 2 -
2
Adal =+ (ad)*aD)") (2.230)

og man ma benytte Smiths udtryk (2.227). Velges derimod de fem forste
og den syvende, har man entydigt
2 2 2
(A3)° = (afap) (A} (2.231)
og man kan benytte (2.228).
Skal F veere et polynomium, bliver der saledes tale om et polynomium i
I*og I/I*, «=1,2,...6.

2.2.6 Ikke-linezere tensorrelationer pa tilveekstform

Ved behandling af problemer som involverer ikke-linesre materialer, vil man
ofte vaere i den situation, at man af én eller flere arsager er nodt til at arbejde
med konstitutive ligninger pa tilveekstform (inkremental form). Det er derfor
nedvendigt at undersege, hvilke former tensorrelationer far, nar de skrives pa
tilvaekstform. Et sammenligningsgrundlag skaffer man sig ved forst at betrag-
te en linezr sammenhzang

tmn"'=c§’2":::pk’2':: ' (2.232)
som umiddelbart forer til

dtmn .- =Citn2n:::duk2“' (2.233)
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da komponenterne ci;” - er konstanter. Materialesymmetrien er siledes fast-
lagt én gang for alle ved ¢’s symmetrigruppe.

Heit anderledes stiller sagen sig, nar der er tale om ikke-linezere konstitutive
ligninger. Idet det forudsaettes, at den konstitutive ligning kan skrives pa den
tidligere behandlede form

hvor f er forminvariant under en symmetrigruppe, har man

dt™n - = (MR- faue - )duke - (2.235)
som med

ajit oo = Qfmn .-yt - (2.236)
kan skrives

i L (2.237)

Udtrykket (2.237) viser, at sammenhangen mellem de to tilveekster er li-
nezer, men i modsaztning til de tidligere behandlede linezre sammenhznge er
komponenterne a;" --* ikke konstanter, men funktioner af bl.a. et szt basis-
invarianter for u. Da tensoren aer af samme orden som c, skal de to tenso-
rers symmetrigrupper dog soges i den samme mangde af mulige symmetri-
grupper.

Den konstitutive ligning (2.234) kan som vist i afsnit 2.15 skrives

tmn"’=50°‘g:m‘“ (2.238)

hvor ¢* er funktioner af et sat basisinvarianter I|B foru, og gZ'" - er funktio-
ner af u¥? -+, Tensoren aer derfor bestemt ved

alln--.= jojgmn cefaukt 4 (a‘pﬂl/.}3Iﬁ)(aIﬁ/au]‘-52 gl (230

a

Som et eksempel betragtes en isotrop anden ordens tensorfunktion af en

anden ordens tensor u** = u®¥. I afsnit 2.2.4 er vist, at en sddan funktion kan
skrives
0= plpmn g y2yTIn 4 35 Mg ™ (2.240)

hvor ¢® er funktioner af hovedinvarianterne

.k

I =uy
1 ke

I =5e mepqmuiué1 (2.241)
1 ke

Il = & e*Me,  uPudul

Under hensyn til
ume = yhm (2.242)

skrives (2.240)



gmn < jlgmn 4 %‘,02 (B 4 ynm) ¢ %&sm(umf + ) (w4 ) (2.243)
og man finder

g fauk? = 0

2gIn /3ul = ~1—(5m5n+5lgagl) (2.244)

0g ™ /ouk? = (am D4 5T ul + 52ull + 50ul)

Med
a1/ouk* =
dII/ouk® =15, ) —u, (2.245)
oIII/au™® = 15, , —Tuy, + v, ul®
fas
Ay = atmn [ ke
=%¢2(akma“ T oR0E) T A8
+ 5 5(ERuD + 8Tl + 52u + 5Tul)
—ut6™%, uf + 225, 5™Pu
+ rzléimncsqu auy —uZSPQ'dq“uﬁug’+?\36k26“pu£“u;
+ yzaﬂpa U uruk—ue'ﬁkpa“qu u uq
+ 235, 8™ uluPulug (2.246)
hvor
A% = of + "OIII + rmeI
u g:n + ol (2.247)
v® = om
og
o = 3¢*/al
o = 3% /all (2.248)
wfﬂ = 3¢“/3III

Transformeres til det aksesystem 1 hvilket

ug =ui=uf=0 (2.249)

po
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finder man, at man pa matrixform kan angive tensoren a;" som

[af®l=laj] 0 0 0 ajy O 0 0 ail|(2.250)
12 12
0 a2 o0 al2 0 0 0 0 o0
13 13
0 0 a 0 0 0 a2 0 0
21 21
0 aZl o afl 0 0 0 0 (2)2
22 22
aj; O 0 0 azp O 0 ;) ags
23 3
0 0 0 0 0 a3 0 a3 O
31 31
0 0 ajg 0 0 0 ag; O 0
0 0 0 0 o0 a3’ 0 a2 o
33 33 33
277 0 0 0 azp O 0 0 ags|
hvor

2
akE = o242l + (203 —pt 122 uk + 1 —u 2+ 23) k)

+ (V2_u3)(u§)3+p3(u%)4 (2.251)
1 .
akM =2 02+ 2 oM + uk) ol = MK K+ M (2.252)

- 2 M2
a%gfg =2l —u1u§+7\2uﬁ+v1(u§) —uzugug}+h3(uM)

2 2 2 2.
+v2u () —puB ) "+ 03 u) "Wl K+M  (2.253)

Ved at sammenligne med matricerne i appendix H ser man, at ag;“ tilherer
symmetrigruppe {1 2 2}, hvilket betyder, at materialet opforer sig som et
ortotropt materiale over for tilvaekster.

Den her behandlede form for anisotropi betegnes pdvirkningsinduceret ani-
sotropi.

Da u™" i det generelle tilfzelde varierer fra punkt til punkt, ma materialet
opfattes som varende inhomogent og krumliniet anisotropt i denne sammen-
haeng.

Betingelsen for, at tensoren ai;" er isotrop for vilkérlige veerdier af u™", er

v3=0
ul=p2=p3=0
(2.264)
AE=ad=0
pl=p2=3=0

hvilket udtrykker, at t skal vaere en lineser funktion af u med @2 konstant og
1 en funktion af I alene.

Man kan heraf slutte, at for ikke-linezere materialer vil symmetriforholdene
sendre sig med pavirkningen, nar tilveekster i pavirkningen betragtes.
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3. LINEZAR ELASTICITETSTEORI FOR ANISOTROPE MATERIALER

Ved en lineer elasticitetsteori forstas i dette afsnit en teori baseret pa felgen-
de:

a) Tojnings- flytningsrelationerne er linesre, dvs.
=1 (au, jax® + au, Joxk 3.1
ekg"z(uk/x uglx) (-)
hvor ¢, , er den infinitesimale tojningstensor, u, er flytningsvektoren og
x¥ er koordinaterne til en partikel i legemets deformerede tilstand.

b) Der er sa lille forskel pi den udeformerede og den deformerede tilstand,
at man i ligevaegtsligningerne

30X /%% + pfk =0 (3.2)

ikke skelner mellem de forskellige spaendingstensorer. I (3.2) regnes mas-
sefylden p og massekraften f* konstante under deformationen.

c¢) Relationen mellem speendinger og tejninger regnes linezer, dvs.
D = Cfﬂnekg (3.3)

og

gl (SN S8 (3.4)

Begge tensorer C og S betegnes elasticitetstensorer.

Ofte benyttes betegnelserne stivhedstensor for C og fleksibilitets- eller efter -

givelighedstensor for S. (P4 engelsk benyttes stiffness for C og compliance
for §).

P4 grund af symmetrierne gy, e OF 0¥ = o*¥ anfores ofte blot sammen-
heengen mellem de uafhzengige komponenter. Indferes samtidig de sakaldte
tekniske konstanter, har man ifplge Lekhnitskii [50.01].
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€xx |T| 1/ Exg —vyxfE xx o Pax 1'?3;':5,11{}!"xx nzx,xl Eyx nxy.x[Exx Txx

vy | | ayByy  MEyy oy yzyyy  TexyTyy TxyyPyy || %y

ezz _vxz[Ezz _yyz/Ezz 1IEZZ nYZ.,Z'IEzZ nzx'z]Ezz nx}r‘zmzz azz

“yz| | "xy2/Syz  Tyy2/Syz  Tayz/Cyz /Gy, Fax yz/Cyz Hxyyz/Cyz||Tvz

L nx.zx/sz ny,zx’lex nz,zijzx J'Lyz,leerzx 1/G,x “xy,zx’,sz Tax
%xy) | Mxxy/Cxy Tyxy/Cxy Tzxy/Cxy  Pyzxy/Cxy Paxxy/9xy  YCGxy [Ty
(3.5)

hvor E’erne, v’erne og G’erne som szdvanlig betegnes elasticitetskoefficien-
ter, Poissonske forhold og forskydningsmoduler. p’erne kalder Lekhnitskii
Chentsov koefficienter, mens Tyzx - * Txy.z kaldes »gensidige influenskoef-
ficienter af forste art» og xyz * - .’nz’x kafdes »gensidige influenskoefficien-
ter af anden art». Matricen i (3.5) er symmetrisk om hoveddiagonalen, hvil-
ket medforer s4 mange relationer, at der i det mest anisotrope tilfzelde kun

er 21 uaftheengige koefficienter.

For det generelle tilfzelde, dvs. treaksede speendings- og deformationstilstan-
de og vilkarligt anisotrope materialer kendes ikke andre effektive lpsningsme-
toder end numeriske. Nér problemerne enten eksakt eller tilnsermet kan re-
duceres til at veere todimensionale er det imidlertid muligt at udvikle visse
analytiske losningsmetoder. Dette er sdledes gjort for vridning af prismatiske
bjeelker og for de plane spaendings- og deformationstilstande. I de fleste til-
fzlde benyttes kompleks funktionsteori ved losningen. Teorien blev bl.a, ud-
viklet af Lekhnitskii [50.01], [56.01] og Savin [51.05], pa grundlag af Kolo-
sovs og Muskhelishvilis [54.05] arbejde med isotrope materialer. Ogsa Green
[54.02] deltog i denne udvikling, som hovedsagelig fandt sted i 1930’erne.
Losningerne omfatter iseer problemer vedrorende skiver og plader med hul-
ler. En oversigt findes i Sendeckyj [75.06].

3.1 Plane spaendingstilstande

Anisotrope materialer udviser som regel en opfersel, der afviger fra den der
kendes fra isotrope materialer. Disse afvigelser skal i dette afsnit belyses ved
nogle eksempler.

3.1.1 Homogene, plane spaendingstilstande

I en plan speendingstilstand bestemmes tojningerne €4 ved
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o A
€yg = Sa.@na" (3.6)

som, ndr spaendingerne og dermed tojningerne er konstante, umiddelbart gi-
ver flytningerne

u, =A_x* +B, (3.7)

B8

hvor Acx,@ og B, er konstanter. I figurerne 3.1 - 3.3 er benyttet
B,=0 ¢ u =0 for =0 (3.8)
samt

=A 0 (3.9)

Ug 4 21 =

hvorved man har

- 1 2 - Agl Ag2
Uy =€ X + 26,7 =8, 40" 2" + 28, ,0""'x
5 (3.10)
= = Ag2
Up = €99X" =899, 0"
For isotrope materialer er
_1
SQﬁKl N E T+ p)(saxaﬁ‘?t —Vauﬁaxk) (3.11)
sd man far
Eu; = (o11 —ve22)xl + 2(1 + ») 0?22
(3.12)
Eu2 = (022 == ucrll)x2
Enakset treek
Szettes
oll=¢ og 012=021=0 , 0<o (3.13)

har man enakset treek i x1 -retningen. Flytningstilstanden er vist i figur 3.1.
Det ses, at man udover leengdetojninger ogsa far tveertejninger i det aniso-
trope tilfzelde.
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Figur 3.2
Seettes
o0l2=7 og oll=¢12=0 |, 0<r (3.14)

er speendingstilstanden ren forskydning. Flytningstilstanden er vist i figur 3.2.
Det ses, at der udover tvaertejninger ogsd forekommer laengdetojninger i beg-
ge koordinatretninger i det anisotrope tilfaelde.

Hydrostatisk tryk
Seettes

oll =922 = , 0<p (3.15)

kaldes speendingstilstanden hydrostatisk tryk. Flytningstilstanden er vist i fi-
gur 3.3. Det ses, at lzengdetojningerne i de to akseretninger ikke er lige store
samt at der forekommer tveertejninger i det anisotrope tilfzelde.
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Figur 3.3
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3.1.2 Ikke-homogene, plane spaendingstilstande
Til lesning af plane, statiske spaendingsproblemer kan man, se appendix F, be-
bytte enten

ckreby =0 (3.16)

o,Bk -
eller
g7 efd giHgrr g

ok uvys = O (3.17)

De i litteraturen beskrevne lgsningsmetoder er for langt de flestes vedkom-
mende baseret pi (3.17), som skrevet helt ud lyder

S9922% 1111 T 45122291112 F 2(S1199 T 281919)9 1190

T 48111291222 * 5111192922 = 0 (8.18)
eller, med x! =x ogx?=y

Sg0000 0/8x* — 48, ,0,8%0/3x30y T 281191 2891,)0 tolox?oy?

—48,,,,0%0/0x0y3 + 8,,,,0%/0y* =0 (3.19)
Ligning (3.19) kan skrives

D,D,D,D,p =0 (3.20)
hvor

D,=08/dy—p,3/0x, «=1,2,3,4 (3.21)
og

Hibolghy =S999/81111

Hylohg + Holguy + lghtyty ¥ Uity =451990/51973

Mittg Fpoug *ugpy +u g +pipgtougu, . (3.22)

=2(51199% 28119)/51111
My tlg+ugtu, =48,,,,/8,4,
Af (3.22) fremgir, at u’erne er rodder i fjerdegradsligningen

4 3
S1111H" T 4817194° T 2(Syq5, * 281212)“2
T A4S 990k + S99, =0 (3.23)

Som vist af Lekhnitskii [50.01] kan (3.23) i den her betragtede sammenhzaeng
kun have komplekse eller rent imaginzaere rodder. Da komplekse rodder altid
optrader parvis siledes, at nar 4 = a + ib er rod, vil ogsé den kompleks konju-
gerede u = a — ib vaere rod, benyttes betegnelserne Uy, Mg, iy OF 1, for disse
rodder.
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Ligning (3.20) kan integreres, og med betegnelserne

Z. =X+ 0,7, %y =X+ 8,5, %y =x+ﬂ1y, Ez=x+",c72y (3.24)
kan lesningen angives som

0 =0y (21) + 05(35) + 03(Z;) + 0, (Z,) (3.25)
nar u, og u, er forskellige, dvs.

py; =a+ib, yy=c+id, atcog/ellerb+d (3.26)
Nar rodderne ¢, og U g €r ens, dvs.

By =ug=a+ib (3.27)
kan lesningen til (3.20) angives som

¢ =¢1(27) + 2y09(2)) + 05(2)) + 2,9,(2)) (3.28)

I lgsningerne (3.25) og (3.28) er y, arbitraere funktioner af de anferte argu-
menter.

Bestemmelse af rodderne u, i (3.23) er seerlig simpel, hvis 8,,,5 = 5,599 =0,
da man i dette tilfaelde blot skal lose en andengradsligning i u*. Det har der-
for interesse at undersoge, om man ved at dreje x,y-systemet kan bestemme
et koordinatsystem i hvilket S1112 =3, 299 = 0.

Ved hjeelp af transformationsformlerne for tensorer af fjerde orden, se appen-
dix H, og simple trigonometriske relationer finder man

' _1 g 1
S1112 = 4 (81117 —Sgggg)sin20 + 5 (81112 + B1999)c0s20

+ Sgg90)sin 40

1
tg (81111 — 281199 ~ 451919

1
+ 3 (S1112 — S;999)c0s48 (3.29)

. _ . 1
S1222 = 7 (81111 T Sggge)sin20 + 5 (S5 + Sypgp)cos26
1 :
3 (51111 7281199 7451915 * Sgggp)sindd
1 .
i (o = B ) COBAD (3.30)

hvor S’ er komponenterne i det drejede koordinatsystem, og 8 er drejnings-
vinklen.

De to komponenter bliver nul for

tg28 = 2(S;119 + S1999)/(Sg999 —87111)
og (3.31)

tgd6 = 4(S 48, +

1222 ~ S1112)/(81111 — 281199 — 481515 + Sg990)

Betingelsen for at de to ligninger bestemmer samme vinkel 8, er

tgd0 = 2tg20 /(1 — tg226) (3.32)
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eller

+

(51112%51222)(51111 759922)(81111 7281192 T 451915 F Sgg99)

= (811127 51222)(81111 822992811528, 959)

(51111 ~Sg000+ 28,17, +28 (3.33)

1222)
Nogle symmetrigrupper, for hvilke de to komponenter er nul i et cartesisk
koordinatsystem, findes i appendix H. Der er i de fleste tilfzelde tale om or-
totrope materialer. Da metoden kreever kendskab til spandingsfunktionens
vardier pa randen af det betragtede omrade, og da disse kun lader sig be-
stemme forholdsvis simpelt, ndr der udelukkende er tale om randbetingel-
ser udtrykt ved speendinger, skal metoden ikke nsermere diskuteres her, idet
ogsé lesninger til problemer med foreskrevne randflytninger enskes.

Herefter betragtes derfor (3.16),som skrevet helt ud lyder

111r 112, 1122 1212 112
ety gy F (e Ty gt et Ry got e U, g

+ (M2 1Py, 4+ A2y, . =0 (8.34)
eller, med x! = x, x2 = y,u; Suogu, =v
111152 /3x2 + 26111252 3yt c12125 2y /5y 2 4 111252y 52
+ (011224— 01212)6 2v/axay+ c122282V/8y2 =0
og (3.35)
111232 /352 4 (12124 (1122152 155 v+ ¢12223 2592 + 121252 /¢ 2
+ 2c122282v/axay+ c222282v/ay2 =0

Med c1112 = ¢1222 = 0 jf, det ovenfor anforte vedrorende 81112 =S1292 =0,
kan de to variable u og v separeres, og man finder, at badde u og v skal tilfreds-
stille

c:111}.'31212641»":,%!/‘3};.‘4_l,, {01111C2222—01122(01122+ 201212})8411&/8 ZXa 2Y

+ c12123222234%/(—33,4 =0 (3.36)

dvs. ligninger af samme type som (3.19) med 51112 = 54999 = 0. Er der spe-
cielt tale om et isotropt materiale, reduceres savel (3.36) som (3.19) til den
biharmoniske ligning.

Ligningssystemet (3.35) med tilherende randbetingelser kan loses ved nume-
riske metoder. I rapport 8012 er beskrevet en losningsmetode, som kan be-
nyttes for rektangulaere omrader. Metoden er baseret pa differensligninger.
Som et eksempel betragtes en rektangulzer skive, hvis ene korte side er fast-
holdt mod flytninger, mens den modstaende side patvinges en flytning i ski-
vens leengderetning, dvs,
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u(0,y)=v(0,y)=0
u(2, y) = e? (3.37)
v(e,y)=0

I figur 3.4 er flytningstilstanden vist, og i figur 3.5 er spandingerne i nogle
snit optegnet.

Det anvendte materiale har i det benyttede x,y-system

cl11l = g5422
c1112 = 98895
¢1122 = 17380
c1212 = 21336
c1222 = go76
¢2222 = 13706

svarende til et ortotropt materiale med hovedretninger drejet 30° i forhold
til x,y-systemet. [ materialets hovedaksesystem er

c1111 = 106540

clll2 = 0
cl122 - 9190
cl?12 = goos5
ol222 o 0

c2222 = 3109

De péatvungne randflytninger svarer ret noje til de flytninger, som pafores et
provelegeme ved et forseg, som har til formal at bestemme nogle af et mate-
riales elasticitetskonstanter. Ved behandling af forsegsresultater antager man
ofte, at sdvel spsendings- som tejningstilstanden er homogen inden for et for-
holdsvis stort maleomrdde. Som det fremgar af figurerne 3.4 - 3.5, forekom-
mer der ikke noget omrade, hvor man kan regne spzendings- og tojningstil-
standen homogen, selv i dette tilfzelde, hvor leengden er si stor som 7 gange
bredden.

En tilnzermet analytisk losning til det samme problem er fundet af Pagano
& Halpin [68.02]. Tilnzrmelsen ligger deri, at ikke randbetingelserne (3.37),
men derimod

u(0,0)=v(0,0)=0
u(2, 0) =ek
(3.38)
v(g,0)=0
ou(0, 0)/3y = 3u(e, 0)/ay =0

er benyttet.
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Mens den tilnermede losning gengiver legemets deformation til S-form, kan
den, pa grund af de tilnsermede randbetingelser, ikke bestemme de ret store
speendingskoncentrationer, som findes.

Da deformationstilstanden ikke er nogen kontrollabel deformation, jf. appen-
dix E, er den ikke szrlig velegnet til bestemmelse af materialekonstanter.
Som anfort af Pagano & Halpin [68.02] og [68.04] kan man forvente resulta-
ter, som er lettere at tolke, ved at anvende indspaendingsanordninger, som
frit kan dreje sig og dermed bedre tilpasses en homogen tilstand.
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4. ARMEREDE MATERIALER

Ved et armeret materiale forstds et kompositmateriale bestdende af en matrix
(et grundmateriale) i hvilken der befinder sig en armering i form af fibre, stzen-
ger eller lignende. For et sidant materiale opstilles en teori i hvilken materia-
let beskrives som et anisotropt kontinuum, hvis mekaniske egenskaber bestem-
mes ud fra matrixmaterialets og armeringens mekaniske egenskaber. Teorien
forudszetter fuldstaendig samvirken mellem matrix og armering og de proble-
mer, der opstar, ndr adhaesions- og friktionskreefter ikke fuldt kan overfores
mellem matrix og armering, vil ikke blive behandlet.

Matrixmaterialet forudssettes at vaere homogent, men kan i ovrigt folge en
vilkarlig konstitutiv ligning, brud- eller flydebetingelse.

Armeringen forudsaettes at have en udtalt leengderetning, dvs. dens tveermal
er meget mindre end dens laengdemal, og yderligere forudszettes armeringen
at veere kontinuerligt fordelt i matricen. Heraf folger, at armeringens geome-
tri kan beskrives ved retningsvektorfelter 4, ) og armeringsforhold v, hvor
indeksk =1, 2, ..., Nangiver N forskellige armeringsretninger. Armerings-
forholdet ¢, , for den k’te armeringsretning defineres ved

Ap) = 2 (4.1)

hvor A Adk) ©F armeringsarealet og A det totale areal af et arealelement i en
snitflade. %om det fremgar af figur 4.1 er det i denne forbindelse ligegyldigt,
hvilken vinkel snitfladens normal fi danner med armeringens retningsvektor
a ). Af dette fremgér i ovrigt, at ¢ K armeringens tvaersnitsareal pr. areal-
enhed vinkelret pa armeringsretningen. I et element med volumen V = Ah
udger armeringen en andel, som er Vi k) = ¢ k)Ah = ¢y ¥ » dvs. armerings-
forholdet kan opfattes som et arealforhold eiler et volumenforhold. Savel
é(k som ¢, kan veere funktioner af stedvektoren F, og armeringsmateria-
let kan folge en vilkarlig konstitutiv ligning, brud- eller flydebetingelse.
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Forudsztningen om kontinuerlig fordeling af armering i matricen er ikke op-
fyldt for noget armeret materiale. Erfaringer med bl.a. jernbeton viser imidler-
tid, at teorier baseret pa denne forudsatning er velegnede til at beskrive sddan-
ne materialers makroskopiske opforsel, nér blot armeringen er nogenlunde
jeevnt fordelt.

Ovenstaende forudssetninger forer til, at et armeret materiale kan beskrives
som et inhomogent, anisotropt kontinuum. For at undgé beskrivelsen af in-
homogene materialer forudsaettes yderligere, at armeringsforholdet i) &F
konstant, altsa ikke nogen funktion af stedvektoren f. Herved opnds nemlig,
at materialet bliver homogent og retliniet anisotropt, nar 4 Ky ©r konstant,
mens det bliver krumliniet anisotropt, nar ﬁ(k) varierer med stedvektoren

pa en sadan méde, at ﬁ(k) . ﬁ(g) er konstant.

4.1 Tejninger og speendinger i armerede materialer

Forudsaetningen om at armeringen er kontinuerligt fordelt i matricen medfe-
rer, at flytningerne og dermed tgjningerne regnes for kontinuerte funktioner
af stedvektoren r. Teorien kan siledes ikke beskrive de, eventuelt store, va-
Triationer i tejninger, som findes ved overgang fra matrix til armering,

Nér kompositmaterialet deformeres optraeder der, pa grund af matricens og
armeringens forskellige mekaniske egenskaber, forskellige spaendinger i hen-
holdsvis matrix og armering. For at definere en spaending i kompositmateria-
let betragtes et arealelement med arealet dA og normal 1, se figur 4.2. I for-
ste omgang betragtes et materiale rEed kun en armeringsretning 4 2 Idet kraf-
ten pé armeringsarealet betegnes dPA(n) og kraften pa matrixareaiet med
dPM(n), hvor indeks A stéir for armering, M for matrix og n for normalen A,
har man, at den samlede kraft pd kompositarealet dPK(n) er

d

d +dPy (4.2)

Prm = Prm)

Forudseettes kraften pa et arealelement at veere proportional med arealet, dvs.
dF(n) = p'(n)dA (4.3)
hvor 5( n) o speendingsvektoren, fir man

Prn)dA = Py (1~ 9g) JdA+ Dy ey dA (4.4)

Figur 4.2
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eller
P = (1 %) Py * Y0)Pam) &2
Udtrykkes speendingsvektoren ﬁ(n) ved speendingstensoren ¢™ som
Py =P, = a™in, (4.6)
kan (4.5) skrives
of{s=(1—m(g))oﬁ+ tp(g)azs=aﬁ+zpm(af§——~aﬁ) (4.7)
Er der tale om flere armeringsretninger, finder man umiddelbart
N N
og = (1—ploy + 2_21' PoyTa@ =M T QZ: w(a)(“zs(sz) —oy) (4.8)
hvor
N
w= Z Py (4.9)
e=1
N er antallet af armeringsretninger, og
off(g) er speendingstensoren i den 2’te armeringsstang.

Udtrykket (4.8) er ikke seerlig bekvemt at arbejde med. For at komme frem
til et mere bekvemt udtryk mi man gore nogle tilnzermelser vedrorende speen-
dingstensoren of(g). En simpel, men ikke for alle veerdier af v lige nojagtig til-
naermelse skal angives. Da der er tale om armering med fibre, stzenger eller lig-
nende, forekommer det rimeligt at antage, at kraften i den enkelte armerings-
stang hovedsagelig er en kraft i den pageseldende armeringsretning, og at den-
ne kraft er proportional med stangens tvaersnitsareal.

Dette udtrykkes for den 2’te armeringsretning ved

dPA (n) = pA(Q)'P(ﬁ)dAa(sz) ) 1:ié'(sz) (4.10)
eller

Pam) = Pamie Ty, (411)

hvor p A@ € normalspaendingen i den 2’te armeringsstang i et snit vinkelret
pé dennes retning.

Skrives (4.11) pa formen

Pam) = Paw2@ g ks = TAm Prls (4.12)
ses, at
Is —
Tx® = Pam 2w (4.13)
Af (4.8) skrevet pa formen
N
og oy + 2 Py (Tay — o) (4.14)

2

1
-t
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ses, at kompositmaterialet er identisk med matrixmaterialet ikke blot for ¢

= 0, men ogsd hvis man opfatter matricen som armeret med et materiale med

samme mekaniske egenskaber som matricen, hvilket jo medforer ajf oy = Uﬁ

Da denne egenskab gar tabt, hvis man blot indseetter (4.13) i (4.14), benyt-
tes 1 stedet tilnaermelsen

Is
Oa) = + t(g)a(g)a(g) (4.15)

hvor t @ eren ekstra traek- eller trykspeending.

I stedet for blot et aksialt traek eller tryk regnes der altsd med de samme
spaendinger som i den omgivende matrix plus et aksialt treek eller tryk i hver
armeringsstang.

(4.15) indsat i (4. 14) giver

og =oy + 2 Yo b 8020 (4.16)

Idet folgende udelades indeks K pé spsendingstensoren Gf{s; Herved bliver
(4.16)

= o3 + Z (pta as) ' (4.17)

Betydningen af de enkelte symboler i (4.17) gentages
g spandingstensor i kompositmaterialet
oy;  speendingstensor i matrixmaterialet ¢
@ armeringsforhold, se (4.1)

t ekstra normalspaending i armeringsstang

a® koordinater og dermed retningscosinusser til vektor som angiver ar-
meringsretning

2 indeks for den 2’te armeringsretning

I det folgende vil det veere forudsat, at der er tale om en egentlig armering,
dvs. en armering som er stivere og staerkere end den omgivende matrix. En
»armeringn, som er mindre stiv og/eller staerk end matricen kan behandles
pa helt samme maéde.

4.2 Konstitutive ligninger

Er relationer mellem spaendinger og tejninger eller disses tidsafledede kendt
for sdvel matrixmateriale som armeringsmateriale, kan tilsvarende relationer
for kompositmaterialet umiddelbart opstilles ved anvendelse af (4.17). I

det folgende betragtes alene kompositmaterialer sammensat af isotrope del-
materialer.

4.2.1 Lineaerelastisk matrix med linezerelastisk armering
For et line=xrelastisk materiale gaelder Hookes lov pa formen

it CRE gran (4.18)

hvor o er Cauchys speendingstensor, og ¢™" er den infinitesimale tojnings-
tensor.
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Leengdetojningen €a) i en retning bestemt ved vektoren 4 er givet ved

€a) = Claer: 1 (4.19)
Antages, at speendingen i armeringen i denne retning er proportional med
denne tojning, har man

t(q) = (Kaman)(q)em“ (4.20)

Proportionalitetsfaktoren K(q) kan med tilneermelse seettes til

K Ey (4.21)

@~ Ba@ ™
hvor E Alq) & armeringens elasticitetskoefficient for den pagaeldende arme-
ringsretning, og hvor E,, er matrixmaterialets elasticitetskoefficient. Ekstra-
normalspandingen i armeringen bliver siledes

@) = Ba) “Em)2m@ae™ (4.22)
Indseettes i (4.17) har man
N
o™ = (M + &;1‘ (Koaa,ataf) )emn (4.23)

hvor Ngﬂmn er matrixmaterialets elasticitetstensor. Med
N
Co,=M3 + 3 (Kpa_a a%a) @ (4.24)
q=1
har man for kompositmaterialet

o™ =B _mn (4.25)

mn

hvor Cr"rsml er kompositmaterialets elasticitetstensor. Et sidant materiale kan
derfor behandles som anfert i kapitel 3.

Da matricen er forudsat isotrop, er kompositmaterialets anisotropi alene be-
stemt ved

Ay = é‘ (Kyaa,aa%) (4.26)
For A® gelder

AT = AZ, = AT = Amn (427
ideta® =a_.

Seettes aX = a, = (A uv), hvor aﬂa2 =A% 4+ u? + 2 =1, kan AT angives pd
matrixform som
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(A% 1=2"Ke (A% 2%k A% x A%p? Mw ox x A% | (4.28)

x Ap? Alwy ox oa® v oxox aw?

x A%p? A%p?r ox aelv o awr? oxox AP

X = X X X X 2 x =

¥ = £ ® p* Py E & gt

X = X X X p*? x x

X x X x X X x x

X X X X X X X X X

X X X X x x x x v |

hvor x bestemmes ved en af relationerne (4.27). Udover (4.27) ses det, at

12 _ 11 12 _ 11 13 _ 411
A12 ik Azz ’ A13 - Azs g A13- - A33
(4.29)

13 _ 12 13 - 212 23 - 222
Agp =Ag3 , Ay =Azz , Az =Ajg

Dette er de i kapitel 1 omtalte Cauchy-relationer, som her geelder pa grund
af antagelsen om armeringens virkemade.

Antages elasticitetskoefficienten E, . at veere den samme for alle armerings-

. (a)
retninger, har man

N
A% =K 21' (wamanaras)(q} (4.30)
q=

Nar yderligere armeringsforholdet er det samme for alle armeringsretninger,
er

N
=KL
A =K qé;(amana”as)(q) (4.31)

Tensoren Arrfm og dermed kompositmaterialets elasticitetstensor C = MP
+ AT bliver isotrop for samme armering i de 9 retninger givet ved

=100 , 52=32@(1 1 0) 53=32@(1 0 —1)

a,=(01 0) , & =3@(0 11, 56__'}2@(_1 1 0) (4.32)

. N 3 3
8,=(001) , 43=%(101) , a9=32£(0 -1 1)

Et eksempel pa et isotropt kompositmateriale armeret i 7 retninger, men
med 2 forskellige armeringsforhold er angivet af Hojlund Rasmussen [79.02].
Samme sted er vist, at invertering af relationen (4.25) ikke er nogen simpel
opgave, som derfor nok lettest foretages numerisk.

Er der specielt tale om armering i en plan og vinkelret pa denne plan, skrives
den konstitutive ligning (4.25)

o™ = CF e™% = C%,e + 2CF, 3 + CF,e32 (4.33)

idet x1x2 planen valges som den plan, hvori der kan vaere flere armeringsret-
ninger. Udtrykket (4.33) spaltes yderligere i
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g¥% LIgEratt + 2Ckied% 4 GEL R
o8 iGetd 4 DTN 4 02183 (4.34)
033 = C3%eo8 + 203363 + C3e33
For et isotropt materiale er stivhedstensoren
MZ =A8™s  + u(s] 80 + 8185 ) (4.35)
som spaltes i

A - A A A
MER = A8 5, + u(855) + 85%)

A=
M2 =0
M5} =2as**
3\ =
M3 =0
M3 = s} (4.36)
3x =
M3 =0
33 =
M33 =28
M32 =0
M3% =2+ 2

Med samme elasticitetskoefficient E, for alle armeringsretninger, N armerings-
retninger i x1 x2-planen og armeringsforholdet & i x3 retningen kan tensoren
A:n skrives

N

f, ey A

A —KE (va,aza"a )(q)
q=1

A AKA = ASA— A3A = A3A _ A33_ A33 _
A = AR = AR =AD = AT =A38=433 -0 (4.37)

33 _
A3 =Ko

og man fir siledes

N
A= A A A A
CEh= NotRE,, & lisfe] + a;aa)+K£’&(¢aaaﬁaKa e
q:
A= 3h =32 - 33 2
Cga - chﬁ —033 _CSa =0

X = A
CLE = ns*
(4.38)
o3 = s
33 =
C3 =125,

33 o
C33 =+ 2u + Ko
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Lamé-konstanterne A og u er, udtrykt ved de tekniske konstanter

oL G _ vEy
1 —ZVE 1+ v)(1—2v) (4.39)
ST, '
“ 2(1 + »)

hvor indeks M er udeladt pa v og G.

I tilfaelde af plan speendingstilstand benyttes de reducerede stivheder, se ap-
pendix F,

ckp=CtE==E Cs (4.40)
hvor
An33 = A
CEAC38 =225%25 (4.41)

Er specielt ® = 0, dvs. ingen armering i x3-retningen, er

222G
=202

Cxl 0331032 =

A
o I (4.42)

og dermed

A2V sk A A A
cgﬁ —-G(l_ya" Baﬁ + 5:6ﬁ+5,6x5a)+A:ﬁ

E 1—
=TT (8 R0, + S5 (860 + 8)81)) + ALY (4.43)
og
33_9g 1=V ~_ 1=
Cgs =2 1—2v G (1+v)1—2) Ey (4.44)

Armeringens bidrag til stivhedstensoren
N
) A
A=K Z (va,a,a a @ (4.45)
q=1
betragtes herefter. Idet K = E i EM , se (4.21), benyttes sammen med

Yq) = Ha)? (4.46)

har man

AL =(By —Ey)e D (na aza*a)

= (@) |

ZI—‘

=E (1 —Ey/E, ) 1 (uaaaﬁaka’*)(q)
q:
N
q=

hvor den herved definerede parameter



ndr, som naevnt i slutningen af afsnit 4.1,
Ey <E,

Komponenterne for retningsvektoren 5( ) €r

q
Aq) = 3q)a = (€00 ()Sinf )
hvor ﬂ(q) er vinklen mellem x!-aksen og ﬁ{ Q) Med

5= sma(q) , C= cosﬁ(q)

kan speendings-tojningsrelationerne pa matrixform angives som

[¢11]=A+20.0 0 0 A 0 0 0O A [[ett] +
012 0 u 0 u O 0 0 O O [|el2
013 0 0 u 0 0 0 u O 0 ||l
o2l 0 2 0O u O 0 0 O 0 ||ex
o?2 A 0 0 0 A2z 0 0 0 1 |[|e22
023 0 0 0 0 0 u 0 u O |le%3
3 0 0 u 0 0 0 u 0 0 [l
032 0 0 0 0 0 u 0 u 0 ||
633 LA 0 0 0 A 0 0 0 A+2ule33]
+K2rgac4 psc® 0 ypse® gs*c? 0 0 O 0— i
pse? ps?e? 0 esPe? ps®e 0 0 O O
0 0 0 0 0O 0 0O 0 O
pse®  pstce? 0 ps?c? psPec 0O 0 0 O
esle? psie 0 wsfc e O O O O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
) 0 0 O 0 0 0 0 &]]|e

Specielt har man, med ® =0

11
12
13
21
22
23
31
32
33
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(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)
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oll|= 1]:3—-Mv2 1 0 0 v r.eu

ol2 0 (1—»)/2 (1—»)/2 0 ||el2

o2l 0 (1—v)/2(1—»)/2 0 ||e*

a22 v 0 0 1] [e%2)

+ EAnZu ct sc® se?  s*c?r| | el? (4.54)
sc? s?e?  sc? gc||el?
sc®  s?c?  g?¢r S| |e?
¢t sc s’c gt e22

gaeldende for plan spaendingstilstand.

Med samme armering i retninger med en indbyrdes vinkel 27 /n, hvor n > 5,
udviser materialet transvers isotropi. Underseges materialet kun som en skive,
vil det optraede som et isotropt materiale, Det skal bemaerkes, at armering vir-
ker i to retninger, siledes at der til 1. armeringsretning svarer n = 2, osv. Det
mindste antal armeringsretninger, som medferer transvers isotropi, er derfor
3.

Iszer skiver armeret i kun 1 retning er gjort til genstand for undersegelser. En
ofte anvendt fremgangsmade til bestemmelse af elasticitetskonstanterne, se fx
Jones [75.11], skal her skitseres, og resultaterne sammenlignes med de tidligere
fundne.

Med armering i x!-retningen kan tojnings-spaendingsrelationerne for plan spaen-
dingstilstand skrives, jf. (3.5)

el =] 1B,  —v,/E, 0 gkt (4.55)
22 — 22
€ u12/E22 1/E22 0 o
2¢12 0 0 1/Gy | |8
og
€33 = (— v 5/Eg5)0t — (vy5/Ezq)0 22 (4.56)

mens spandings- tgjningsrelationerne bliver

ol i=| By /(1=vyrg) vy Ee/(1—vigvey) 0 || el | (457)
0?2 v19B1y /(1 =v1gv91)  Eop/(1—vipvpy) 0 || €™
012 0 0 Gy, 2el2

P4 grund af symmetri om hoveddiagonalen er

E s (4.58)

Yio®qd =¥y
og der er derfor 4 uafheengige elasticitetskonstanter i matricerne i (4.55) og

(4.57).



63
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Figur 4.3

Med enakset trsek i x1-retningen, se figur 4.3, har man

oll =(1 —cp)al%dl + (poil = (l—cp)EMell + ¢EA611=E11611 (4.59)
hvoraf man fér den simple blandingslov

E,; =(1—¢)Ey + vE, (4.60)

for elasticitetskoefficienten i armeringsretningen.

Ved enakset traek har man yderligere

€22 = (—u o /Byy)oll = (—p,y /B )0t = —p,, et (4.61)
som sammen med

%2 = —u (1 —p)ell —p, pell (4.62)
giver samme blandingslov

Voy = (1 —ga)vM + vy (4.63)

for Poissons forhold Yoy -

Med enakset traek ixz-retningen, se figur 4.4, har man, under forudsatning
af at tojningen 22 kan udtrykkes ved

€22 = (1 —y)eZ? + pe2? (4.64)

og, at spaendingen 622 er den samme i matrix og armering, dvs.

e =0%2[Ey  og e32=022E, (4.65)
at

e22 = (1—9)o%2/Ey + vo?2(E, =02 [E,, (4.66)
og dermed

E_z; - {E—;ﬁ? + E% (4.67)
eller

U L) (4.68)
22 cpEM + (1 —go)EA
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Herefter kan Poissons forhold v; o beregnes ved hjaelp af (4.58),
Vig = V21E22/E11 (4.69)

Med forudssetningen om samme enaksede spzending 022 i matrix og arme-
ring har man

e =022y og efl=—v,0?2E, (4.70)
som kun giver samme tveerkontraktion for
/By =v, /B, (4.71)

Séfremt (4.71) ikke er opfyldt, vil der optraede spaendinger 011 og 012 i savel
matrix som armering, hvorved (4.65) kun tilnzermelsesvis er gyldig.

Péfores et skiveelement spaendingstilstanden ren forskydning, se figur 4.5, og
antages, at tojningen €12 kan udtrykkes ved

e12 = (1 —p)el? + pe)? (4.72)
samt, at speendingen 012 er den samme i matrix og armering, dvs.

e =01%/2Gy, og s =012/2G, (4.73)
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finder man

el? = (1 —p)ol2/2Gy + vo'?/2G, =0?/2G,, (4.74)
og dermed

I 1= ®

g i (4.75)

Gy Gy Gy
eller

G\ G
— M*-A

G127 56, T —9)G, 5550)
For at kunne sammenligne resultater, skrives (4.54) pa formen

[ .1 E [ B, —E 17 ..

glll=M oty A M2y, » o ell | (4.77)

1—v Ey
022 v 1 0 €22
12 1= 12

o 0 0 5 2e
som, sammenholdt med (4.57)

oll|= B /(L1 =v19v01) 251 Bopl(1—ppgrey) 0 [

0?2 19B11 /(A =vy9v01)  Egp/(1—vypv5) 0 |le22

0124 0 0 GI 2612
giver

E\1 =(Q—9)Ey + ¢E, (4.78)

Yo1 ="M . (4.79)

1—¢)E,, + ¢E,)E
E (( ¢) M T Y A) M (4.80)

227 (1 — (1 —3)9)Ey + (1 —v3)9E,
EM
12 =50+ 5y =~ O (4.81)

I figur 4.6 er vist, hvorledes E,, efter (4.60) og (4.78), vy, efter (4.63) og
(4.79), E,, efter (4.68) og (4.80) samt G, , efter (4.76) og (4.81) varierer
med armeringsforholdet .

Af figur 4.6 fremgér, at de to fremgangsméader forer til samme resultater for

¢ = 0, og at forskellene mellem resultaterne er sma for smé vardier af ¢ (¢ <

ca. 0,3). For store veerdier af armeringsforholdet ¢ derimod, er forskellene
mellem de beregnede vaerdier af E,, 08 G1 o serdeles store, hvilket afspejler
forskellene i de grundlaeggende forudssetninger.

Forsog tyder pd, at (4.63), (4.68) og (4.76) i en del tilfzlde afspejler virke-
ligheden bedre end (4.79), (4.80) og (4.81) for store vaerdier af ¢, se fx [66.07].

Dette skyldes bl.a., at der ved udledningen af (4.79), (4.80) og (4.81) er forud-
sat, at kompositmaterialet har samme mekaniske egenskaber som matrixmateri:
alet ved pavirkning vinkelret pd armeringsretningen uafhzengigt af storrelsen af
QY.
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\Ell
(4.60) og (4.78)
EM
t ==
0 0,5
| Vo1
(4.83)
v -
M (4.79)
: =
0 0,5
\E22
(4.68)
EMEA
. (4.80) v By # (1= )E,
M
: — 0
0 0,5
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Undersogelser af bl.a. Paul, Hashin, Shtrikman, Rosen og Hill [60.07], [62.04],
[62.05], [63.13], [64.03], [64.05], [65.05] og [65.11] viser, at man ud fra
kendskab til komponenternes elastiske egenskaber ikke pé simpel made kan
bestemme kompositmaterialets elastiske egenskaber eksakt. Det er derimod
under visse forudssetninger muligt at bestemme @vre og nedre grzenser for

de elastiske konstanter. Undersogelserne er baseret pd principperne om mini-
mum af sével potentiel som komplementser energi sammen med anvendelse af
homogene spandings- og tejningsfelter. Princippet om minimum af potentiel
energi giver sammen med et homogent tejningsfelt en ovre greense (4.60) for
elasticitetsmodulen (Voigt [10.01]), mens princippet om minimum af komple-
mentar energi sammen med et homogent spzendingsfelt giver en nedre gren-
se (4.68) (Reuss [29.01]). En kort gennemgang findes i fx Calcote [69.21] og
Jones [75.11].

4.3 Brud- og flydebetingelser

Brud- og flydebetingelser, som i det folgende omtales under fz=llesbetegnelsen
brudbetingelser, angives ofte, se fx [77.14], pd formen

f(g,2,b...)=0 (4.82)

hvor f en er skaleer funktion af spsendingstensoren g oga,b ..., som er ten-
sorer, der indeholder materialets styrkeparametre. Da et materiales styrke
kan athaenge af fx den belastningshistorie, som materialet har veeret udsat for,
kana,b ... vere funktioner af fx speendingstensoren opfattet som en funk-
tion af tiden. I de simpleste tilfzelde er komponenterne af a, b ... konstan-
ter. Som vist i kapitel 2 kan f udtrykkes som en funktion af nogle basisinva-
rianter.for g, a, b ..., et saet basisinvarianter, som afhaenger af materialets
symmetriegenskaber. Eksempler pa brudbetingelser angivet pd formen (4.82)
er v. Mises’ brudbetingelser for isotrope materialer [13.01], for visse krystal-
ler [28.04] og Hills brudbetingelse for ortotrope materialer [48.08].

For nogle materialer kan brudbetingelsen ikke angives som kun én funktion
af formen (4.81), og man ma benytte flere funktioner

t (ombend 2@ » w18 aN (4.83)

Som eksempel kan naevnes Coulombs friktionshypotese fra 1773 [1776.01],
evt. kombineret med en betingelse for adskillelsesbrud.

Brudbetingelser formuleres som regel siledes at
f, < Oforalle « (4.84)
svarer til tilladelige spaendinger, som ikke medforer brud,
f, = O for én eller flere veerdier af «
(4.85)

f, < 0 for ovrige veerdier af «

svarer til brud, og
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f, > 0 for én eller flere veerdier af « (4.86)

svarer til speendinger, som ikke kan optages af materialet.

Brudbetingelser for isotrope materialer afbildes ofte som flader i et 04,09, 03"
koordinatsystem, et sikaldt Haigh-Westergaard spaendingsrum efter Haigh
[20.05] og Westergaard [ 20.06]. Det er dog kun, nir tensorerne a,b ...i(4.83) har
konstante komponenter, at der er tale om blot én flade. I andre tilfzelde er der en
flade svarende til begyndende brud og andre flader, hvis beliggenhed afhaenger
af belastningshistorien. Nér en isotrop brudbetingelse udtrykkes som skalaere
funktioner af spendingstensoren og nogle konstanter, er disse funktioner

som vist i kapitel 2 funktioner af speendingstensorens hovedinvarianter I, IT

og III. Det mé derfor antages, at det kan vaere hensigtsmaessigt at afbilde si-
danne brudbetingelser i et I, II, III-koordinatsystem, et forhold som ogsa
Thoft-Christensen [63.01] har omtalt. For anisotrope materialer udtrykkes
brudbetingelserne som skalsre funktioner af flere invarianter end 3, og det

er generelt ikke muligt at give en anskuelig afbildning af disse brudbetingel-
ser i et invariantrum. Da hovedspeendingsretninger og et materiales eventuel-
le symmetriakser kan vaere drejet vilkarligt i forhold til hinanden, er dette
heller ikke muligt i et 0, 0, 05-koordinatsystem.

Er brudbetingelsen for et matrixmateriale kendt pa formen (4.83), kan brud-
betingelsen for et kompositmateriale opstilles ved anvendelse af (4.17)

N
o™ =g3s + ta®a® 4.87
o q%' W) (st
Det antages, at den ekstra normalspeending i det q’te armeringsstang t( 5 frit
kan antage veerdier i et interval

(4.88)

< o) S tyq)

saledes, at kompositmaterialets styrke bliver den sterst muligt. Dette bety-
der, at gyldigheden af nedrevaerdissetningen forudsaettes. Armeringens for-
skydningsstyrke og styrkerne vinkelret pd armeringsretningen regnes lig med
matrixmaterialets.

4.3.1 Armeret v. Mises-materiale
Brudbetingelsen for et homogent, isotropt v. Mises-materiale er

f=212 — 6l —202=30ko —afol — 202 = (4.89)

hvor o, er materialets styrke ved enakset pavirkning, traek sével som tryk.
Indseettes fra (4.87)

8,00 = gk — D (ptaka, . (4.90)
bliver brudbetingelsen for et armeret v. Mises-materiale

f= 3a§a§ — allzog — 202 . 2(30?27('pta2ak) - 01]22(501:))

+ 32 (ptaa,) - D (vta®a ) — (3 (vt))2 =0 (4.91)
idet a’"ak =1 er benyttet. Da armeringsspandingerne repraesenteret ved t( )

kan antage forskellige vaerdier, indeholder (4.91) ikke blot én brudfunk-
tion, men en familie af brudfunktioner.
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Betragter man specielt plane spaendingstilstande aﬁ = 0 med armering alene
1 samme plan, har man

f= 302‘02 = azag e 202 — 2(302‘2(¢taﬁa“) s Z((,at))
+ 8.0 (vtaay) + 3 (vtafa)) — (3 (et))2 = 0 (4.92)

og med armering i kun én retning

a,=a*=(1 0) (4.93)
bliver brudbetingelsen

f=30508 — 0208 —202—2(20]—02)pt + 2(st)% = 0 (4.94)
som ogsa kan skrives

as _ 2 __ _ 2 2 _9,2_
f=2(0, —vt) 2(0,, cpt}cryy + ZGW + 6crxy =2a< =10 (4.95)

Da brudbetingelsen (4.89) for matrixmaterialet i en plan speendingstilstand
kan skrives

. 2 e 2 2 2
=207 zaxxayy + 2ayy + Gaxy 202=0 (4.96)

ses det, at (4.95) fremkommer ved i (4.96) at exstatte oM med o& —ot.

Herefter skal t bestemmes, si kompositmaterialets styrke bliver s stor som
mulig, hvilket er tilfaeldet, ndr i (4.95)

dtiot=—=d{0. ~Fpt) ¥ 20yy =0 (4.97)
og dermed
pt=o, — cryy/2 (4.98)

idet dog (4.88) skal overholdes. Betegnes armeringens traekstyrke med o At
og dens trykstyrke med o, , kan (4.88) skrives

O, —0p, S<t< Tpap — 0 (4.99)
og man fir de tre brudfunktioner
1y = 2o ~plo,~ arAc))cJYy + Zo}?y

+6crfy—20c2= fort=o0,—a,,
f, =307,/2+ 602 —202=0 for pt=0, —o /2 (4.100)

15 =200, = (O arc))2 = 2l —lang = ac))aw-!- 20}?y

2 o 2. - P
+6¢:er 20’c 0 for t TRy —a,
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Figur 4.7

Det bemaerkes, at de tfe funktioner ikke skal opfattes som (4.83), hvor den
funktion, der giver mindst baereevne, skal benyttes. Af de tre funktioner gel-
der

£, nar axx—ayy/2€ oo, —0,.)
f, nér plo, -~ Tp0) < O™ ayy/Z < ¢lo,,—a,) (4.101)
fq nérga(aAt—o)éa —0 /2

Brudbetmgelsen (4.96) for matrixmaterialet kan i et Opy -koordmat—

system afbildes som en ellipsoide, se figur 4.7. Tﬂsvarende ﬁan brudbetingel-
sen (4.100) for kompositmaterialet afbildes som to halve ellipsoider forbun-

det med en cylinderflade, se figur 4.8. Man ser, at brudbetingelsen vist i figur
4.8 kan konstrueres ud fra den, der er vist i figur 4.7 , pa felgende made. Kur-

Tyy
// /‘_af/aoﬁ=0—>/§
///
-~ O'xy
-~
- affdo,, =0
1 1 =
I%x 9 Tyy =00, —0u,) an——z—aw—w(aAt—crc)



ven langs hvilken 3£/ 0,y = 0 bestemmes, hvorved ellipsoiden deles i to dele.
Den ene del forskydes stykket ¢(c At — 9.) 10, -aksens positive retning og
den anden del stykket (o Ac —9.) 10, -aksens negative retning. Endelig for-
bindes de to ellipsoidedele med en cylinderflade med 3f/3 a,, = 0 som lede-
kurve og o, -aksen som frembringerretning.

Herefter skal armering i to ortogonale retninger betragtes. Med x- og y-ret-
ningerne som armeringsretninger kan brudbetingelsen (4.92) skrives

£=2(0,, —o,t,)*+ 2oy, — gayty)2

— 20,y — 0yt N0y, — t,)+ 602, — 202 = (4.102)

Yyy ¥y
I figur 4.9 er brudbetingelsen (4.102) afbildet i et T -koordinat-
system. Brudbetingelsen er konstrueret ud fra figur 4.8, idet kurverne 3f/30
= 0 er bestemt, og de herved fremkomne fladedele er parallelforskudt i o__ -
aksens retning. Brudbetingelsen (4.102) spaltes i 9 brudfunktioner 1" (iy a=
1,2,...9.Méd den i figur 4.9 anforte nummerering finder man udtryk for
f, ved i (4.102) at indseette veerdier for oty 0g tpxty, som tages fra tabel 4.1.
Vardierne er bestemt ved i (4.102) at saette af/ot, = 0 og af/d 1:y = 0 sammen
med

(4.103)
LN ty Oayt — %%
Iy
)
3 6
8
5
@ ]
" Ixy Oxx
7
\_ 4
|

Figur 4.9
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Omréide a Pty s,oyty
1 ¥x {0 ~ Taxc) vg(d. = Taye)
2 g (0.~ Taxe) Tyy ~ (Oxx — e (0, — Ty ))/2
3 O (T, ~ 0 aye) ‘Py("Ayt — )
4 Opg ~ (0gy — 0y (0, —0,,.))/2 0y (0, = 0p )
5 L - O
6 Ogx ~ (Oyy ~ (055 —0c))/2 0y (0 pyt —9)
7 O (045t —9c) 0y (0, = 0p )
8 Ve (O —0.) Oy ~ (Ogy — 0 (044 —9.))/2
2 (T pxs — ) vy(Opgs —0c)
Tabel 4.1

4.3.2 Armeret Coulomb-materiale
For et homogent, isotropt Coulomb-materiale kan betingelsen for glidnings-
brud angives som

f; =koy —0,—p,=0

f2=k02-03—ac=0

f3=ka3—al—ac=0

f4=kal—-o3—crc=0

f5 =ka3—02-ac=0

ts =k02—01—-ac=0

(4.104)

hvor oy, 0, 0og a4 er hovedspzendingerne, o, er materialets trykstyrke, og k er
en konstant, som afhaenger af materialets friktionskoefficient. Hvis traekstyr-

ken o, er

o, <o,k

(4.105)

mé (4.104) suppleres med en betingelse for adskillelsesbrud, der kan angives

som

(4.106)
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hvor o, er adskillelsesmodstanden. Udtrykkene (4.104) og (4.106) er af ty-
pen (4.83).

Da hovedspzndingerne ikke pa simpel mdde lader sig udtrykke ved spzendings-
tensorens komponenter i et vilkarligt aksesystem, ma brudbetingelserne ud-
trykkes ved spandingstensorens hovedinvarianter I, II og III, hvorefter man
kan benytte (4.87). Dette kan gores ved at indfore brudfunktionemne f og g
ved :

—fmE 2 ff =

(4.107)
g T E18584

hvor minustegnet medforer f < 0 for spsendingstilstande, som ikke medforer
brud. For adskillelsesbruddet finder man

g= (‘71 - Ut)(az - ‘Jt)(ag - Gt)
=Ml —oIl+02l—02=0 (4.108)
mens man for glidningsbruddet kan skrive
—f= 2 6 =
f=Ag+ Ajk+ Ak + ...+ Ak =0 (4.109)
hvor A, er bestemt ved:
Ay = (I + o T+ 621 + o3)°

—A; =1 1II I — 32 + o (I 112 + 212111 — 511 III)
+ o2(312I1 —1 I — 211%) + ¢3(21% + I I — 31II)
+ 203 (212 — II) + 2071

A, =T31I— 51 II 1T + 113 + 61112 + o (1311 — 312111 + 211 III)
+o2(1* + 3112 — 6l 1I1) + 63(213 + I II — 3III)
+02(12 + 210)

— Ag =12112 — 213111 — 2113 + 61 II III — 7112+ o (I311—3I2I11+ 211 III)
+ o2(31%I1 —1 III — 2112) + 203(1 I + III)

A, =TPUI+ I3 — 51 II TII + 61112 + o, (I 112 + 212111 — 5II III)
+ o221 1 + 112)

— Ag = III(I I — 3III + 20,1T)
= 112
Ag =1II

Ved udregningen af A er benyttet nogle relationer mellem hovedinvarianter
og hovedspandinger, som er anfort i appendix I.
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Selv i det tilfeelde, hvor der er tale om et Tresca-materiale, dvs. k =1 og g, =
a,, bliver udtrykket temmelig uhdndterligt. Man finder, som ogsé anfort af
bl.a. Mendelson [68.13]

—f=4J3 2 2.2 4 6 —
f=433 + 2732 + 93202 + 61,02 + a8 = 0 (4.110)

hvor J_ er deviationsspaendingstensorens hovedinvarianter. Med deviations-
speendingerne

sk =af —5kom/3 (4.111)
er

J,=1.=0

J,=II =I1—1%/3 (4.112)

Jy =II =111 —1 II/3 + 213/27
Da v. Mises’ brudbetingelse kan skrives
—f=6J, + 202 = | (4.113)

er denne betingelse vaesentligt nemmere at benytte.

I tilfzeldet plan speendingstilstand er III = 0, og 0 < 12 — 411 ndr hovedspan-
dingerne er reelle. Betingelsen (4.109) reduceres til

—f={Il+ o (I+ o)} {(k+ 1)2II — (Tk —a )1+ a )}
{k?1 — o (Ik —a,)} (4.114)

dvs. brudbetingelsen spaltes i de 3 funktioner

—¢,=l+o,(I+0,)=0
—¢y=(k+ 1)’ II—(Ik—a,)I+0,)=0 (4.115)
— ¢y =k?ll—g (Ik—0,) =0

I figur 4.10 er brudbetingelsen (4.115) vist for et Tresca-materiale i et I', II'-
koordinatsystem, hvor I' = I/, og I' = II/acz. Til sammenligning er ogsa v.
Mises’ brudbetingelse (4.89) vist. Det lukkede omride, der svarer til speendin-
ger, som ikke medforer brud, er det, der ligger mellem kurven 4II = I og kur-
ven g, (4.115) eller (4.89).

Det fremgar nemlig, at betingelserne ¢, = 0 og g3 = 0 for denne specielle veer-
di af k ikke spiller nogen rolle. Af (4.108) og (4.115) ses, at fork =1 og g, <
o, erstattes 0g = OQafg=1II— ("t/"c)(l —a,/o,) = 0. Denne betingelse er i figur
4.10 vist for oo, =1/2.

Man kan ud fra disse undersogelser vedrorende isotrope Coulomb-materialer
slutte, at brudbetingelser for armerede Coulomb-materialer generelt bliver szr-
deles komplicerede. Kun plane spzndingstilstande med armering alene i sam-
me plan vil derfor blive behandlet i det folgende. Fra (4.108) og (4.115) har
man da
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r
o (4.115)

(4.89)
(4.108)
pg (4.115) ¢y (4.115)
Figur 4.10.
—¢ =M+a(I+a)=0
— ¢y =(k+ 1)’ I — (Ik — g )(I+ a,) = 0 (4.116)

—g=II—-at(I~—crt)=0

forudsat o, < o_/k. Hvis dette ikke er tilfseldet, skal man i (4.116) og de fol-
gende udtryk blot erstatte o, med o s /k.

Med
=0, to,= Ois: Oy e
=050, = TexTyy *-ofy
kan (4.116) skrives
—e = (pc Tl Mo & ayy) —ofy =0
— g = (0, — ko + 0y )0, —koy + 0, )—(k+1)%a2 =0 (4.118)

—g= ("t -crxx)(at —oyy) —afy =0
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et resultat, som ogsa fas ved at inds=ette

! =l(u +o, t(o,, —a )2+402)
a,| 2 ¥ W xx Yy 2 (4.119)
og =0

i(4.104) og (4.106).

Iet Tgr Tyys Og y-koordinatsystem afbildes (4.118) som 3 kegleflader med

samme akse, o =0, se figur 4.11.

% = Uyy, O’xy
Med armering i x-aksens retning skal, i henhold til (4.87), o erstattes med
0., —wti(4.118). Af

3p,/0t =0, dg,/2t=0 og dg/dt =0 (4.120)
finder man, at man skal satte
vt =0, — (k% + 1o — (k —1)a )2k (4.121)

i et omrade svarende til vy = 0, mens egentligt ekstremum ikke findes for de
to andre omrdder. Man skal derfor benyttet =o, — 0, ogt=0,, —a idis-
se omrader. Dette svarer til, at den del at brudbetingelsen, der ligger til hojre
for den punkterede linie i figur 4.11, parallelforskydes stykket y(o g, ac') i
o -aksens positive retning, og delen til venstre stykket ¢(o aw " 0g) 10 ,g-ak-
sens negative retning. Herved fremkommer de i figur 4.12 viste 7 omrader.
Med den i figur 4.12 anforte nummerering af omridermne fremkommer brud-
funktionerne ved, at man i brudfunktionerne

¢y, = (0, + 0 —t)(o, + ayy)"— afy =0
— g, = (0, —k(o , —ot)+ o  )o,—ko +o_ —ot)
¢ “2 , e e = (4.122)
—(k+1) Oy = 0
=T (O't - (axx - ‘Pt))(at - ayy) - ’szy =0

indszetter ot efter tabel 4.2,

25 o oy

(21 \Y

Figur 4.11
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Oyy
5
A - B Oxx
\\ 4
affae, =
S i ¢
1
Figur 4.12
Brud-
Omréde « | funktion ot
1 11 ‘p(oc - oAc)
2 Pag ‘p(oc - aAc)
3 ¥1g Ope T O +a,
4 o4 o, —((k%+ Lo, — (k —1)o,)/2k
5 g5 axx+ayy+ac—(k+ 1)a,
6 P26 w0y — o)
7 gq "Q(O.At - Ut)

Tabel 4.2

I omréde 3 er brudbetingelsen en cylinderflade med o,.-aksen som frembrin-
gerretning og skaeringskurven mellem ¥1 OF vy som ledekurve, dvs.

o R -
ayy(crc + GYY) O 0 (4.123)
Tilsvarende er brudbetingelsen i omréde 5 en cylinderflade med 0., -2ksen
som frembringerretning og skzeringskurven mellem @5 0g g som ledekurve,
dvs.

— — e B
(0, — ko, + o*yy)(at ayy) L 0 (4.124)
Det ses, at selv med armering i kun 1 retning bliver brudbetingelsen temmelig
kompliceret. I [79.08] er derfor foreslaet som en tilnzermelse at erstatte brud-
betingelsen (4.122) og tabel 4.2 med brudfunktionerne
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a.
) (o, + Ut)erlacat )
5 ’
N
Ty Txx
h3
h2
hl
) (oo + o‘t)?Fz,’acat ) O
Figur 4.13
—hy =(ao,+ o, —w(o, —0a, )No, + aw)—afy)—afy =0
—hy = (0, + 0, )0, — 0, )00, — (0, /75)% =0 (4.125)
—hg = (0, — (9 — 0(0,, —0)))(0; — 0y ) — 0 =0
se figur 4.13.

Seettes ¢ = 01 (4.125), bliver brudbetingelsen for matrixmaterialet

—h; = (g, + 6. )0, + ayy)—afy =0

—hy = (0, + 0y, )0, — 0 )/a,0, = (0y, /)% =0 (4.126)

—hg =(0, — 0, )0, —a, ) —o =0

se figur 4.14, Dette svarer til, at matrixmaterialet folger hovedspaendingshypo-
tesen med en afskeering h, = 0, som dog kun treeder i funktion for r§ < 0,0,

Figur 4.14
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Coulomb-materialet kan ogsa opfattes som et materiale, der folger hovedspaen-
dingshypotesen med en afskaering svarende til g, = 0 efter 4.118. Det bemzer-
kes, at brudfunktionen h, = 0 i (4.126) er retningsafheengig, idet o, ikke
indgér. Det pagzldende matrixmateriale er derfor ikke isotropt. Hvis by, =00
(4.126) erstattes med en isotrop afskeering, bliver brudbetingelsen for et ma-
teriale af denne type armeret i én retning lige si kompliceret som brudbetin-
gelsen for et armeret Coulomb-materiale. Dette forhold skal derfor forst be-
handles i forbindelse med armering i 2 retninger.

For et Coulomb-materiale armeret i én retning bliver brudbetingelsen forholds-
vis simpel, ndr matrixmaterialets traekstyrke er nul. I dette tilfselde bliver
brudfunktionerne

—h; =(o, + 0,y — (o, —0, )Mo, + O‘W) -—afy =0
—h = — 2
h,y ayy(ac + ayy) L= (4.127)
— - . . -
he &0 ‘MAt)ayy Igy 0
der afbildes som antydet i figur 4.15.
Iyy
—(og T w(o, —op.)) Oxy LI X
\\ axx
N
\\ .
AN h3
AN af/do,, =0
———————— e ——— — ==\
N
\\
hy h, A\
\\
TN
N
AN
N
—a,
Figur 4.15
Iyy
—(oe —x(0, ~oaxc)) PyTAyt
5 3
Ogy -
xx
PxTAxt
2
4
6
1 3
— (o, —“’y("c — OAye))

Figur 4.16
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Armeres et Coulomb-materiale uden traekstyrke i to ortogonale retninger, x-
og y-retningerne, kan brudbetingelsen bestemmes ud fra figur 4.15. Som vist
i figur 4.16 bliver der 7 omrader med brudfunktioner som anfort i tabel 4.3

med

— - ——— —_— — 2 3
hla (ac+axx (pxtx)(ac+ayy "oYtY) axY g

(4.128)
“h,, = (0 —cpxtx)(ayy — goyty) —afy =0
c.? e grzgizion Pute eyt
1 hll K*‘gx(gc - UAxc) ‘py(ac B oAyc)
2 h12 ‘Px(ac - UAxc) Txx + oyy + as ‘px(ac_oAxc)
3 h13 oxx+‘ayy+ ac*¢y(ac—cAyc)¢y(ac _aAyc)
4 hy,=h,, (o, + 0, /2 o +0,/2
5 hys axx+aw+ 0, ~¥y O Ayt R
6 h26 P TAxt Pex e Uyy o Oc " ¥x%Axt
Ll hyy Px%Axt Py Ayt
Tabel 4.3

Denne brudbetingelse er udledt af Nielsen [64.09], se ogsd [69.15], som anfo-
rer, at man for

PxTAxc ~ Px%Axt “ayaAyc = t‘oyGAyt = ‘19‘3}_."/2 < a. (4.129)
kan se bort fra omraderne 2, 3, 4, 5 og 6 og som en tilnermelse benytte
i = , .2 _
h, {ac+ axx)(ac+ aw) By 0

for o  + ngGF,Iz'_ﬂc

(4}
v (4.130)

—-h2 = (axx _(PGF/Z)(ayy —cpch/Z) _szy =0

for a'xx-i-ayy} pop/2—a,

Dette er den ofte anvendte »kvadratiske» brudbetingelse, som afbildes i 2 keg-
leflader, jf. figur 4.17.

For et Coulomb-materiale med treekstyrke forskellig fra nul, armeret i to orto-
gonale retninger, kan brudbetingelsen bestemmes ved hjzlp af figur 4.12, Som
vist i figur 4.18 fremkommer 14 omrider. Denne brudbetingelse er udledt af
Marti og Thiirlimann [77.01], se ogs& Marti [79.09].

Noget simplere bliver forholdene, ndr man har k = 1 svarende til hovedspzn-
dingshypotesen med en isotrop afskeering. Brudbetingelsen bliver da for ar-
mering i X- og y-retningerne, jf. (4.118)



vy
vop
c a_xx
Oxy vop
h, (4.130)
h; (4.130)
—a,
Figur 4.17
vy
Oxy Oxx

Figur 4.18
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_¢1=(ac+a-xx__

=g = (0, = (0, —oyt,) + 0, —wot)e

—g=(0, = (04 — 0y te) oy — (0y, —

e te)a, + B = goyty) — af =0

y

(4.131)

s e - — Ag2
{a, -'(GYY :pyty)-%—crxx Vgly) 4crxy*0

For de 9 omréder i figur 4.19 kan ¢ _t_ 0g ‘Pyty tages fra tabel 4.4, I figur 4.19
er vist brudbetingelser for ¢, = P 0, ¢y = Oogy, #0,9, =00g oy # 0 samt
v, ¥0o0g ¢y 0.

Brud-

o(c) mrade- funktion Pxly eyty
1 %11 ‘px(ac . oAxc) “ay(oc - UAyc)
2 Y12 ‘px(ac - anc) 0*xzr;_'_ ny+ Gc_“"x(ac_GAxe)
3 Ya3 0y (0, ~0pge) G\ a;)
4 Y14 Opn ™ oyy-i- ac—npy(ac—aAyc) wy(ac _GAyc)
5 Vo5 thx—goyty=on—aw ‘f’yty =ik = Oy 0y
6 g5 crxx+1:>vw+c:c~-2crt ‘f’y(aAyt =i}
— oy (Tpg — )
7 Y7 q’x(gﬁmt - Ut) ‘py(ac - aAyc)
8 €s L’f):z(aA;xt - at) Gxx+ Uyy+ac_2at_’px(ant_at)
9 g9 Py (0pgs —0) 0y (0294 —01)
Tabel 4.4

1 omrade 5 er brudfunktionen meget simpel, nemlig

=—g2 2 =
Py crc+4crxy 0

(4.132)

Armeringsspeendingerne derimod er ikke i alle tilfzelde entydigt bestemt i
dette omrade, dog skal

¢xtx —apyty Sl 0

¥y

(4.133)
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1

vy =9y =0

XX
3wy 3oy, =0
" apg/doy, =0

Txx

v, =0

Figur 4.19

4.3.3 Sammenligning af brudbetingelser
I dette afsnit skal nogle brudbetingelser sammenlignes, idet brudstyrken ved
nogle simple, plane pavirkninger bestemmes. Udover de ovenfor behandlede
brudbetingelser for armerede materialer skal ogsé nogle af de brudbetingelser,
der i tidens lob er foresldet for anisotrope materialer, inddrages i sammenlig-
ningen. Disse brudbetingelser er folgende:

Jacobys brudbetingelse [09.01]

Gy = acxcoszﬂ + acysinzﬂ
hvor
%co
0. ertrykstyrken i x-retningen,

o er trykstyrken i y-retningen,

¢y

X- og y-akserne er 2-fold symmetriakser.

83

(4.134)

er styrken ved enakset tryk, som danner vinklen § med x-aksen,
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Erstattes indeks ¢ med t, gaelder det tilsvarende udtryk for traek.
Hankinsons brudbetingelse [21.01]

o, = acxacy/(acxsinze + acycoszﬂ) (4.135)

Stiissis brudbetingelse [46.01]

acx/cosze
0., =min Tyy/8In6 cOSO (4.136)
acy/sinze
Foruden de ovenfor omtalte styrkeparametre indeholder Stiissis brudbetin-

gelse en forskydningsstyrke Tey? OB den kan mere generelt for plane spaen-
dingstilstande angives som

(4.137)

hvor x- og y-akserne er 2-fold symmetriakser. Den kan derfor benyttes ved
vilkérlige plane spaendingstilstande i modsatning til Jacobys og Hankinsons
som kun antages at geelde ved enakset pavirkning.

Det skal nzevnes, at Stiissis brudhypotese er blevet genfremsat i forbindelse
med fiberarmerede metallers styrke, se fx Stowell & Liu [61.03].

Hills brudbetingelse [48.08]
— 2 _ 2 o 2
F(O'yy 0"+ Gla., Oee)” + H(oy, Uyy)
+ 2Lo}, + 2Mo2, + 2NoZ = (4.138)

hvor

G+H=1/02 H+F=1/0%, F+ G=1/o2

ey’
2F = 1/0 +1/a —1/0@lK

2G = 1,/acz +1/a2, —1/02,

2H=1/02 + 1/.;;‘:2y — a2 (4.139)
= 2

2L = lffyz

2M = 1/72
= lfrfy

Hills betingelse, som daekker vilkarlige spaendingstilstande forudsaetter samme
treek- og trykstyrke i x-, y- og z-retningerne, dvs. I ty 98 9oy
tz+ Af (4.138) fremgar, at et hydrostatisk tryk 1kke kan frembrmge brud
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For plane spzendingstilstande Opp = gy = Ogp = 0 reduceres Hills brudbetin-
gelse til

FoZ + GoZ, + H(ag, —o, )% + 2No2 =1 (4.140)
eller
2 2 _ 2 2 2
L (ayy/acy) r:rmcrwf(l/cvcx + 1/¢'.rcy 1/e_)

2 =
+ (cxy/Txy) =1 (4.141)
Da en del materialer, herunder isotrope materialer, som kun er armeret i x-
retningen, har samme styrke i y- og z-retningerne, bliver brudbetingelsen for
disse materialer som anfort af Azzi & Tsai [65.12]

(Ogy/0g)? + (050 /0,)% —0gp0 [02 + (ay /r, )P =1 (4.142)

Tsai [68.07] foreslar, at (4.142) benyttes, nir o, og gy er trykspeendinger,
ogato_ ogo, erstattes med o, ogo, ,niro  og 0y er trykspaendinger, og
traek- og trykstyrkerne er forskellige. Iffvad man skal gore med hensyn til led-
det OOy /aczx, nér den ene normalspeending er en trykspzending og den an-
den en trekspaending, oplyses ikke, se dog [66.11].

En brudbetingelse for materialer med forskellige traek- og trykstyrker og med

mulighed for brud ved hydrostatisk pavirkning er fremsat af Caddell, Raghava
& Atkins [73.09]. Den generelle form af denne brudbetingelse er

F(oy, — 0,,)% + G(o,, —a,_ )% + H(o,, — ow)2 +

2Lo), + 2Mo2, + 2NoZ + K,o, + Koo+ Ko, =1 (4.143)
med

G+H=1/o 0., H+F=1/o o ,F+ G=1/a 0,

L,M og N som i (4.138) - : (4.144)

K= (acx—atx)/ocxaix’ Ky=(acy—oty)/acycrty,

Kz = (Ucz - Utz)/aczatz
I det plane tilfselde med Toy = Tz 08 Oy = Oy reduceres denne betingelse til

—o, 0 _Jo o+ (o /T )2+

2 2
Uxx/acxatx * Uyy/(’cyaty XX yy' Tex i xy' Xy

(O =00t e + (OCY —aty)aw/crcyaty =1 (4.145)

I savel (4.138) som (4.143) er x-, y- og z-akserne 2-fold symmetriakser, der
er altsd tale om ortotrope materialer. Man bemszerker, at for o, = g, reduce-
res (4.143) til (4.138).

En brudbetingelse fremsat af Tsai og Wu [71.14], se ogsd Wu [74.16], kan
skrives

o, + F¥™Rg g =1 (4.146)

Oxe
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hvor F-erne er tensorer, som indeholder materialets styrkeparametre. Denne
betingelse kan beskrive vilkarligt anisotrope materialer og indeholder som
specialtilfelde (4.143) og (4.138). Vedrorende andre brudhypoteser henvises
til en oversigtsartikel af Sendeckyj [72.16].

I ovenstdende er indfort nogle styrkeparametre, som ikke direkte optraeder

1 brudbetingelserne for armerede v. Mises- og Coulomb materialer. Af hensyn
til sammenligning saettes derfor i brudbetingelserne for v. Mises- og Coulomb
materialer armeret i x-retningen, som er de eneste der vil blive sammenlignet

o= 3 acy/2 v. Mises materiale

=g Coulomb materiale

g ty

g

c 20cy’ t

(4.147)
O, + 0y(0y —0) =0y
9+ @e (0 —0y) =0
Hermed kan brudbetingelsen (4.100) for et armeret v. Mises materiale skrives
£1 =200y + 0 VB0, /2)? =20y, + 0, =V o /200
+ 207 + 602 —302/2=0
£y =307 /2 + 6a2, — 802 /2=0 (4.148)
fg = 2000y — 0 + V30y/2)% — 20y, — 0, + V0 /2)0,
+ 205?3/ + Bafy . 30c:2y/2 =0
mens brudbetingelsen (4.122) for et armeret Coulomb materiale bliver
=0 ™oy + T (00, —axzy =0
T Pgq = ((k+1)crcy—karm—-korxx + ayy)(am,—kcryy +o..)
— (k+1)%02 =0
T Oy Oy

~¢94 = (0 —(k—1)a; )% —4ke2 =0 (4.149)

— —og2 =

1913 + Uyy) axY - O
I = —_— o —o? =

85 = (0oy Koy, + oy oy, —ay ) o, =0
T %5 = (Foy TR0y —0 )t ko, t o), — (0 TOy) TRyt 0

_ 2 9 _
(k+ 1)%02, =0

— = — - —g2 =

87 = (0 —0gy)(oyy Tgy) T gy =0

Herefter betragtes enakset pavirkning samt forskydning kombineret med traek
og tryk. Det betragtede materiale har
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aty=t, acy=5t, O =0 = 10%, 'rxy=2t (4.150)
og for det armerede Coulomb materiale er dermed k = 1. Det armerede v. Mi-
ses materiale er ikke medtaget i sammenligningen, da dette materiale har sam-
me treek- og trykstyrke i y-retningen. Samme forhold gor sig geeldende for

et materiale, der folger Hills brudbetingelse (4.142), hvorfor den modificerede
udgave (4.145) er benyttet. I tilfseldet enakset tryk er dog bareevnen efter
sével (4.142) som (4.145) udregnet. Det skal bemszerkes, at man kan benyt-

te (4.145) medo_, =0 cy 08 Oy = 0y, SOm en modificeret udgave af et v. Mises

. : g2 o
materiale, som er isotropt, nir 7. = ¢ .0, /3.

Hankinsons og Jacobis brudbetingelser kan opfattes som specialtilfeelde af en
mere generel brudbetingelse givet ved

—h,=(0_+0, _)o._+0o _)—02 =0
1 XX vy
= &4 o (4.151)

—hy = (0, =0, )0, — 0oy ) —aZ =0

idet Hankinsons formel svarer til enakset spaendingspédvirkning, mens Jacobys
formel svarer til enakset toiningspavirkning med

€., =Aoh/agX® (4.152)
ke

hvor X er en ubestemt konstant, se i ovrigt Nielsen [69.15]. Vedrorende brud-
betingelsen (4.151) skal det bemzerkes, at den med o iz =0,y S0, 080, =0, =
pop/2 er identisk med (4.130), som er en brudbetingelse for et isotropt mate-
riale. Normalt vil samme armering i to ortogonale retninger ikke medfore iso-
tropi, eller rettere transvers isotropi, hertil kreeves samme armering i tre ret-
ninger, som danner 120° med hinanden og ligger i samme plan. Grunden til,
at man i dette tilfzelde fir et materiale med transvers isotropi, nir der er sam-
me armering i to ortogonale retninger, er, at forskydningsstyrken ikke ind-
gér som en selvsteendig parameter.

Enakset pdvirkning
Ved enakset pavirkning p i en retning, som danner vinklen § med x-aksen,
er

[ S cos?f

a,, = psingcosd (4.153)
=i en

0yy = Psin ]

I figur 4.20 er baereevnen efter de ovenfor omtalte brudbetingelser optegnet
som funktion af vinklen 4.

Ved enakset tryk skiller Hankinsons og Jacobys brudbetingelser sig tydeligt
ud fra de ovrige, hvilket skyldes, at de som nzvnt ikke tager hensyn til for-
skydningsstyrken. Yderligere bemzrker man den ret store forskel mellem
Hills oprindelige betingelse (4.142) og den modificerede udgave (4.145). Da
(4.142) antages at geelde for et materiale med samme trak- og trykstyrke i
y-retningen, er det den lille forskydningsstyrke, som er skyld i de smé vzer-
dier af p, som findes for 20° < 8 < 90°. Disse sma trykstyrker beskrives ogsa



88

10t

10t_ﬁ

N
\
N
%x \\ TREK

TRYK

// -\\
S
7NN
[ [
%
// / V// c (4.149)
Ha (4.135)
////// Hi (4.142)
o e
— 104 S (4.136)

Figur 4.20



89

af Stiissis brudbetingelse, men ikke af Coulombs eller den modificerede udga-
ve af Hills. Tsai, Adams & Doner [66.11] refererer forseg, som antyder, at
trykstyrken i et vinkelomrade er mindre end trykstyrken i y-retningen. Da
kun de bearbejdede resultater angives, mens forsegsopstillingen ikke beskri-
ves, kan det ikke afgeres, om der er fejl i tolkningen. Om Stiissis betingelse
skal anfores, at den ikke kan benyttes til beskrivelse af et isotropt materiales
brud. Dette skyldes, at ofy — Tfy =01 (4.137) ikke er en isotrop afskezering
af en betingelse, der i ovrigt kunne opfattes som en hovedspsendingshypotese.

Ved enakset traek er det iseer Jacobys betingelse, der skiller sig ud fra de ovri-
ge. Opfattes Jacobys betingelse som gmldende for enakset straek, er der ikke
noget meerkeligt heri, da spzendingstilstanden ved enakset straek er temmelig
forskellig fra speendingstilstanden enakset traek.

Forskydning, treek og tryk
Ved forskydning q kombineret med traek eller tryk p i1 x-retningen er

Ogg =P Ogy =0, Oy = 0 (4.154)
I figur 4.21 er angivet de kombinationer af p og q, som medferer brud i hen-
hold til forskellige brudbetingelser.

Forseg med tra refereret i {78.08] viser, at dette materiale folger en brudbe-
tingelse, der ret neje svarer til brudbetingelsen for et armeret Coulomb mate-
riale.

4.4 Ideale fiberarmerede materialer

Ofte vil armeringen i et kompositmateriale veere meget stiv i forhold til ma-
trixmaterialet. Nir dette er tilfaeldet, vil materialet, nér det udsattes for

ydre pévirkninger, deformeres pa en sddan made, at leengdetejningerne i
armeringsretningerne bliver smé i forhold til de ovrige tojninger. Man kan der-
for som en tilnaermelse antage, at materialet er ustraekkeligt i armeringsretnin-
gerne, hvilket medfoerer visse lettelser i beregningsarbejdet. Yderligere lettel-
ser opnas, hvis man samtidig antager, at materialet er usammentrykkeligt, idet
man da ofte vil veere i den situation, at materialets deformationer kan bestem-
mes hovedsagelig ud fra geometriske overvejelser. Et materiale, som regnes sa-
vel ustraekkeligt i armeringsretningerne som usammentrykkeligt, kaldes et ide-
alt fiberarmeret materiale.

Som omtalt i appendix D medforer geometriske bindinger ubestemte spaen-
dinger i dette tilfzelde et ubestemt traek eller tryk i hver armeringsretning og
et ubestemt hydrostatisk treek eller tryk. Det er saledes kun en del af spaen-
dingstensoren, som afhaenger af tejningerne.

Antagelsen om bdde ustraekkelighed og usammentrykkelighed er dbenbart
indfert af Adkins og Rivlin [55.01], [55.03], [56.02], se ogsd [60.02]. Teo-
rien er videreudviklet af blandt andre Mulhern, Pipkin, Rogers og Spencer
[67.03], [69.02],[71.01], [71.02], [71.03], [72.01], [72.02], [74.04], [74.05],
[75.05], [75.10] og [79.10].
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Som et eksempel pd anvendelse af teorien for ideale fiberarmerede materia-
ler betragtes en rektangulser skive indspeendt langs den ene side, se figur 4.22.
Skiven er armeret i én retning parallel med x-aksen som antydet i figuren. Ek-
semplet skal illustrere for det forste den lethed, hvormed visse problemer kan
loses, og for det andet nogle af de specielle forhold, som forekommer inden
for teorien. Det forudszettes, at skiven udseettes for infinitesimale tojninger
og plan deformationstilstand.

Ustraekkelighed i armeringsretningen udtrykkes ved
Emidufox=0 (4.155)
og usammentrykkelighed ved

Eex T €yy * 90 (4.156)

Idet man for en plan deformationstilstand har
e,_=0 (4.157)

bliver usammentrykkelighedsbetingelsen (4.156) sammen med (4.155) og
(4.157)

ey =0V/3y =0 (4.158)

Af (4.155) og (4.158) folger, at u er en funktion af y alene, og v er en funktion
af x alene,

u=uwy) , v=v(x) (4.159)

Materialet er altsd ogsd ustraekkeligt i y-retningen i en plan deformationstil-
stand og kunne lige sd godt veere armeret i bdde x- og y-retningerne. Det skal
i denne forbindelse naevnes, at et materiale armeret i to ortogonale retninger
og pavirket til plan deformationstilstand i armeringens plan inden for teorien
for store deformationer er stift, se fx Spencer [72.02]. Inden for teorien for
sma deformationer derimod er forskydningsdeformationer mulige.
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Det bemaerkes, at resultatet (4.159) er fundet uden anvendelse af konstitutive .
ligninger og randbetingelser.

Randbetingelsen

u(y})=0 for x=0 (4.160)
giver

u(y) =0 overalt (4.161)

og tilbage stir kun at bestemme v(x).

For et linexrelastisk materiale, som udviser transvers isotropi med hensyn til
en karakteristisk retning, her armeringsretningen, kan de konstitutive ligninger
i dette tilfaelde skrives

O =P8y, + taga, + 2upe,+ 2(G—uT)(akamemg+agamemk) (4.162)

hvor

p  er et arbitraert hydrostatisk tryk/treek

t er et arbitreert treek/tryk

G  er forskydningsmodulen for forskydninger xy og zx
pp er forskydningsmodulen for forskydninger yz

a, = ak er armeringsretningen.

Med a, =a* = (1 0 0) har man

O, = UF P
O™ 0, S (4.163)
Ogy = Glu'(y) + V'(x)
hvor u’ = du/dy og v' = dv/dx.
Indszettes (4.163) i ligevaegtsligningerne
do . /ox + aaxy/ay =0, axxylax + aayy/ay =0 (4.164)
fas
a(t + p)/ox + Gu"(v) =0, Gv'(x) + ap/ay =0 (4.165)
hvoraf folger
0. =t+ p=£(y) —Gxu'(y)
(4.166)
Ogy =P = g(x) — Gyv'(x)
Randbetingelserne
°yy=0 for y=0 og y=h (4.167)

medforer
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g(x)=0 , v'(x)=0
og dermed

v=¢x+ K (4.168)
hvor ¢ og K er konstanter. Da v = 0 for x = 0, er K lig med nul, altsd

vV =¢x (4.169)

Konstanten ¢ bestemmes af

h h
—P= S axydy = S Gydy = Gyh (4.170)
0 0
som giver
v =—P/Gh (4.171)

Den forste ligning i (4.166) bliver i dette tilfzelde med u(y) = 0

Ope = E(¥) (4.172)
og den arbitraere funktion f(y) bestemmes af randbetingelsen

0. =0 for x=2¢ (4.173)
til at vaere lig med nul

fly)=0 (4.174)

Hermed er flytningerne u og v samt de arbitraere funktioner f(y) og g(x) og
dermed p og t bestemt, hvilket betyder, at ogs spaendingerne er bestemt.

Det er imidlertid indlysende, at normalspzendingerne 0. = 0 ikke kan vaere
i momentligevaegt med kraften P, ligesom forskydningsspeendingerne

Oy = Gy =—P/h (4.275)
ikke tilfredsstiller randbetingelserne
&= 0 for y=0 og y=h (4.176)

Den ovenfor fundne losning m4 derfor modificeres under hensyn hertil.

Antager man, at der i enkelte fibre kan optreede kraefter af endelig storrelse
svarende til uendelig store normalspzendinger, kan en losning angives som

Oge = P(E—x)(8(y —h) —&(y))/h

Ogy = — P(H(y) —H(y —h))/h (4.177)

hvor §( ) er Dirac’s deltafunktion og H( ) er Heaviside’s stepfunktion. Denne
losning er i overensstemmelse med den forst fundne i det indre af skiven og
tilfredsstiller yderligere momentligevaegtsligningen
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ah
P —x)= S 0,..(¥y —¥y)dy, vy, = konstant (4.178)
0
samt randbetingelserne (4.176). Fibrene y = 0 og y = h optraeder altsd som
stringere, i hvilke der foruden tryk- eller treekkrafter ogsa forekommer for-
skydningsspeendinger som i dette tilfzelde, pa en uendelig kort straekning vin-
kelret pa stringerne varierer mellem 0 og — P/h.

Endelig betragtes randbetingelsen
h
for x=2 ,P=— g p,dy (4.179)
v0
som foreskriver, hvorledes kraften P skal fordeles pa randen x = ¢, Hvis los-
ningen

9%y = Py

u(y) =0, v(x)=—Px/Gh (4.180)

samt (4.177), som er bestemt uden hensyn til hvorledes P er fordelt, skal geel-
de for andre fordelinger, mi man yderligere antage, at der langs randen x =&
eksisterer en stringer i hvilken forskydningsspaendingerne varierer mellem

— P/h og den aktuelle veerdi af Py-

Forekomsten af stringere enten parallelt med eller vinkelret pi armeringsret-
ningen er karakteristisk for denne teori. Stringerne kan forekomme langs ran-
den som i ovenstdende eksempel, men man kan ogsa komme ud for, at der op-
traeder stringere i det indre af en skive. I begge tilfaelde bestemmes stringer-
kraften S ved

ds/dx = a® — o) (4.181)

if. figur 4.23.

I de teorier for anisotrope materialer, som ikke bygger pé antagelser om u-
straekkelighed, forekommer nok i visse tilflde singulare punkter, men ikke
singulare kurver som de her omtalte. Undersogelser baseret pa den linezere
elasticitetsteori for anisotrope materialer viser, at der, nér lengdetojningen

i en retning og sammentrykkeligheden gir mod nul, vil optraede tynde lag

med store normalspaendingskoncentrationer og store forskydningsspandnings-
variationer, se Everstine & Pipkin [71.07] og [73.03] samt Spencer [74.04].

)
Oy

S e S+ dS

(2)
Ogy

Figur 4.23.
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Et andet forhold, som gor sig geeldende i denne idealiserede teori, kan bely-
ses ved at betragte skiven fra figur 4.22, men her belastet med en kraft i ar-
meringsretningen, se figur 4.24. Alle flytninger bliver nul ligesom spsendin-
gerne o, Og O, mens g, bliver

aey = E3(y =) (4.182)

hvilket bl.a. viser, at Saint-Venants princip absolut ikke kan anvendes i dette
tilfaelde. Undersegelser vedrerende randeffekters udbredelse i anisotrope ma-
terialer er udfert af blandt andre Choi og Horgan [72.10], [72.11], [74.11]
og [77.05]. .

Flertallet af de i litteraturen beskrevne eksempler omhandler legemer pavir-
ket til plan deformationstilstand og begraenset af linier parallelle med arme-
ringsretningen og vinkelret herpd. Endvidere er der i de fleste tilfzelde s man-
ge geometriske randbetingelser, at legemets flytninger i hovedsagen er be-
stemt ud fra disse. Randbetingelser udtrykt alene ved spaendinger er behand-
let af England [72.08] samt, i forbindelse med revneproblemer, af England

& Rogers [73.01] og i forbindelse med inklusioner af England [75.01]. I
[72.08] har England endvidere betragtet legemer, som er begraenset af linier,
der ikke er parallelle med eller vinkelrette pd armeringsretningen.

Mens antagelsen om ustraekkelighed i armeringsretningerne er en udmaerket
tilnaermelse for mange armerede materialer, vil antagelsen om usammentryk-
kelighed kun i feerre tilfaelde vaere en brugbar tilnsermelse. En teori, som kun
forudsaetter ustreekkelighed i armeringsretningen for et materiale armeret i

1 retning, er opstillet af England, Ferrier & Thomas [73.05], Morland [73.02]
og Spencer [74.04]. I begge tilfzeldene, plan deformationstilstand og plan
speendingstilstand, forer teorien til ligninger, som er identiske bortset fra nog-
le konstanter, jf. appendix F. Mens antagelsen om usammentrykkelighed fo-
rer til yderligere simplifikationer, nar der er tale om plan deformationstil-
stand, er dette ikke tilfzeldet ved plan spandingstilstand.

I den ideale teori, som forudszetter savel ustraekkelighed som usammentryk-
kelighed, kan man spalte spaendingstensoren g 1reaktionsspaendingerne t og
ekstraspeendingerne s, sd

Op = teg + Sy (4.183)
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Reaktionsspandingerne t er reaktioner til de geometriske bindinger, og de er
for armering i 1 retning bestemt ved

tg = Py + taga (4.184)

if. (4.162) og appendix D.

Ekstraspeendingerne s mé bestemmes ved konstitutive ligninger. I en plan de-
formationstilstand og armering i x-retningen er ey, = u'(y) + v'(x) den eneste
tojning forskellig fra nul, og spaendingerne o , 98 0. vil, ndr matrixmaterialet
er isotropt, vaere lig med nul, siledes at kun's__ og s, Skal bestemmes ved kon-
stitutive ligninger, som altsd blot skal vaere relationer mellem Sey? Szz O Pyy-
Dette resultat, som skyldes Pipkin og Rogers [71.02], medforer, at plane de-
formationstilstande i en vis udstraekning er uafhangige af de konstitutive lig-
ninger.

Teorien for ideale fiberarmerede materialer viser, at forskydningsdeformatio-
nerne er meget fremtraedende i forhold til bejningsdeformationerne. Dette
forhold ma antages at geelde ogsa for staerkt anisotrope men ikke ideale ma-
terialer og en a priori antagelse om, at et konstruktionselement hovedsage-
lig pavirkes til bojning, ma derfor forventes at kunne fore til helt uacceptab-
le resultater.
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APPENDIX A. SYMBOLER

De storrelser, der indgér i beskrivelsen af et kontinuert mediums opforsel, som
fx flytninger, tojninger og spaendinger, repraesenteres ved tensorer. Idet den
saedvanlige tensoranalyses konventioner og regneregler forudseettes bekendt,
skal der her blot gaores rede for nogle specielle symboler og konventioner.

En vektor symboliseres ved et bogstav med en streg over, fx v. En enheds-
vektor med ¥’s retning betegnes v og V's storrelse med v, dvs.

V=vi, $-9=1, v-7=v2 (A1)

Vektorer er tensorer af forste orden. En tensor af hojere orden symboliseres
ved et bogstav med et antal streger over svarende til tensorens orden, eksem-
pelvis ¢ for en andenordens tensor. Tensorer af nulte orden er skalarer. Er
det i en given sammenhaeng unedvendigt at praecisere en tensors orden sym--
boliseres tensoren ved et bogstav med en tilde under, fx t .

Udtrykt ved basisvektorer E‘k og reciprokke basisvektorer b¥, har man

a= akt "'BkEg s akg'_BkEQ... = alg‘:::Ek...l—)Q (A.2)
hvor de indicerede storrelser a¥¢ -, ay, OF alg‘ *** er tensorens komponen-
ter med hensyn til de pageeldende basisvektorer. Ordet tensor benyttes ogsa
som betegnelse for en tensors komponenter.

Tensorkomponenter kan angives pa matrixform, og tensormultiplikation
kan udferes som matrixmultiplikation. Nar en tensor i et udtryk skal opfat-
tes som en matrix, symboliseres dette ved kantede parenteser, fx [all:f].

Medmindre andet er praeciseret, benyttes ortonormerede basisvektorer
fk = 1¥ mellem hvilke der gelder

do.te _gR T % _
-1 Sk, Lo +1 Skﬂ,

k. 52 - ske
o i 1 )

(A.3)

i, 1% % % = ey

1kX1£=ek£m1 , -

hvor Sgk er Kroneckers delta, og e, . og eltm oy permutationssymboler.
Selv om der benyttes ortonormerede basisvektorer, anvendes bade ovre og
nedre indekser og summationskonventionen trseder kun i funktion, nar sam-
me bogstav forekommer i et udtryk som bade @vre og nedre indeks. Herved
bliver det bl.a. muligt at angive en andenordens tensors komponenter pa ka-
nonisk form som

aX = aksk (A.4)

hvilket pa matrixform kan skrives
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[ak] =[a%sk]= a1 0 0 (A.5)
0 a% o
0 o0 a3

En anden fordel er, at symbolerne §,, og 5k optraeder som identitetstensorens
komponenter (metriske tensorer) og ikke som Kroneckers delta kan benyttes
som substitutionsoperatorer, hvilket letter overssettelsen fra cartesiske til gene-
relle tensorudtryk.

Som indeksbogstaver i symboler for tensorkomponenter anvendes sméi og
store latinske bogstaver samt sma graeske bogstaver. Sma latinske bogstaver k,
2, m . ..gennemlpber veerdierne 1, 2 og 3. Store latinske bogstaver star for fas-
te vaerdier, eksempelvis er

a% = a% eller a% eller ag' (A.6)
mens
— a1
ai: =a; * a% + ag (A7)

Anvendelse af store bogstaver setter siledes summationskonventionen ud af
kraft.

Sma graeske bogstaver benyttet som tensorindeks antager veerdierne 1 og 2.
Specielt benyttes

€y = €yqq, €%F =3 - (A.8)

Sma3 graeske bogstaver benyttes ogsd som indeks i symboler for storrelser,
som ikke er tensorkomponenter, fx invarianter I?. I disse tilfzelde kan vy anta-
ge vaerdierne 1, 2, . . . N, hvor N ma specificeres i hvert enkelt tilfaelde. Ogsa
i disse tilfaelde geelder summationskonventionen.

Differentiation angives af og til ved et komma

() =0( )/ax* (A.9)

Betydningen af de enkelte symboler skulle fremg3 af teksten eller, for visse
symbolers vedkommende, af appendix B, C og F,
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APPENDIX B, DEFORMATIONSBESKRIVELSE

En partikel i et deformerbart legeme har i den udeformerede tilstand stedvek-
toren R

R=Xk{, (B.1)

hvor lfk er ortogonale basisvektorer, se figur B.1. I den deformerede tilstand er
stedvektoren til den betragtede partikel r

£= X.k ik (B.2)
En grundlzeggende antagelse ved deformationsbeskrivelsen er, at en infinitesi-

mal vektor dR, som forbinder to nabopartikler, under deformationen fores
over i en infinitesimal vektor dr.

B1l. Koordinatbeskrivelse

Er deformationen beskrevet ved T som en funktion af R og omvendt, dvs.

¥ = x¥(X?) og Xk =Xkx? (B.3)
har man
dxk = (ax%/0X*)dX*® = x* ,dX® (B.4)

og

dxk = (axX¥/ax*)dx® = X¥ dx® (B.5)
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hvor x¥ o 08 Xk . kaldes deformationsgradienter.
Man har umiddelbart

k 2 sk k =
oK = Og X ,QXm’k—-ﬁm (B.6)

og med betegnelsen J for funktionaldeterminanten det X har man

2 = 11 - k 2 .m
detx=J , detX=1J ,erStJ— X X

€rom¥ ¢ (B.7)

Vektoren dR med leengden dR bestemt ved

dR? = dR-dR = §,,dX¥dX* =

=5, X* [ X* dx™dx® = ¢ dx™dx" (B.8)
fores under deformationen over i vektoren dr med leengden dr bestemt ved

dr? = df-dr = 5, ,dx*dx® =

=8 x* | x* dX™dX" = C_ dX™dX" (B.9)
hvor

= k 2

Coan = Oxe X ,mX n (B.10)
kaldes Cauchys deformationstensor, og

Coan = 01X X" 1 (B.11)

kaldes Greens deformationstensor.
Man har

det C=J%2 og detgc=J"2 . (B.12)

Idet Fingers deformationstensor defineres ved

bke =gmagk x* ., deth=4? (B.13)
har man
kg =sk
bie, . =6 (B.14)

sdledes, at Cauchys og Fingers deformationstensorer er hinandens inverse.

Tilsvarende er Piolas deformationstensor, defineret ved
BE! =gmnxk X ., detB=J-2 (B.15)
den inverse til Greens deformationstensor, idet

BXC, =8k (B.16)

m

Deformationstensorerne benyttes til bestemmelse af @ndringer af leengde, are-
al og volumen. For vektoren dR defineres streekket A ved



101

-t

A =dr/dR = (C,dX¥dX®/s__dX™ axm)? (B.17)
Idet N er en enhedsvektor med samme retning som dﬁ, har man

dR = dRN = dRNE], = dX5f, og NEN, =1 (B.18)
og streekket i N’s retning kan skrives

Any = (CkQNkNQ)% (B.19)
Tilsvarende fas

1
Ay = dR/dr = (¢ n¥n?)? (B.20)

hvor n er en enhedsvektor med samme retning som dr.
To vektorer dP og dQ- udspaender et parallellogram med arealvektoren

dA =dPX dQ = e, dPEdQ*I™ =dA_i™ (B.21)

De to vektorer fores under deformationen over i dp og dg, som bestemmer
arealvektoren

dd = dp X dg = e, dp*dg?i™ =

= ekﬂmxk,nxﬂ’rdP“erEm =da_i™ (B.22)
Af (B.6) og (B.7) fas

Jeymn X" = e X [ %° (B.23)
som indsat i (B.22) giver Nansons formel

- k

da,, =JXE dA, (B.24)

Sterrelsen af da bliver bestemt ved

da? =da_da™ = J2Xk X*® sMRdA dA,

= J2B¥dA, dA, (B.25)
Med
dA = dAN = dAN, i¥ = da, i¥ (B.26)
fas
1
ke 2 '
da/dA = J(B®N, N,) (B.27)

som udtryk for andringen af et arealelement med normalen N. Tilsvarende
fas

[

dA/da = J-1(b¥n, n )? (B.28)
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Tre vektorer dTP_, da og dR udspezender et parallellepipedum med volumenet
dV = [dPdQdR] = e,, dP¥dQ®dR™ (B.29)

De tre vektorer fores under deformationen over i dp, dq og dr, som udspzen-
der volumenet

dv = [dpdqdf] = e, dp*dqdr™ =

= ekgmxk,rx’z, Sxm’thrdQstt =

= Je,,dP"dQ%dR’ = JaV (B.30)
dvs. volumenforholdet bliver

dv/dV =J (B.31)
Andre mél for leengdeaendringen er

dr? —dR? = (Cy, —5,,)dX*dX* = 2E, dX*dX* =

= (8yy — Oy )dx¥dx*® = 2¢,  dx¥dx* (B.32)
hvor

Eye =3 (Cip — By) (B.33)
kaldes Lagranges tojningstensor, og

- =%(ak,2 — ) (B.34)

kaldes Eulers tejningstensor.

Lcengdetajning:_en eller den relative forlaengelse €N) ien retning givet ved en-
hedsvektoren N defineres ved

€Ny = (di-—dR)/dR = A s ~= 1 (B.35)

N)

Idet @ er vinklen mellem to vektorer dFog da, som under deformationen
fores over i dp og dq, og ¢ betegner vinklen mellem dp og dq, defineres

vinkelaendringen 2pQ) ved(pq)

?®Q) = @) ~ ¥(pa) (B.36)

hvor ¢ Q) bestemmes ved
=P.0 =pk
CDSB(PQ) =P-Q=P Qk (B.37)

og ﬁ(pq) ved



103

=t & wdnk
cosdyq) =Pra=dp qu/(dpdqi
c PmPnQI‘QS)—z_

mn I8

= Cy,, PEQY/(C
= k = -
=C,,P*Q* IApyA Q) = €038 pg) — ¥pq)) (B.38)

hvor P og Q er enhedsvektorer i dP’s og da)’s retninger.

B2. Flytningsbeskrivelse
Indferes flytningsvektoren u ved

i=f—R , uf=xF—Xxk (B.39)
har man deformationsgradienterne

xt =u",; + 55 oy Xt;=sr—uF, (B.40)

deformationstensorerne

— mn
Cm—6m+uk!2+u2,k+6 u_ ,u

m,2 nk
= — J— mn
Crg =Oyq Uy o T Uy + U LUy
(B.41)
ke _ ske kn. .2 ¢n. .k mn, .k 2
B¥ =5§%+5¢§ u,n+8 u,n+6 Uy
—cfn_k mn,. k Q
bkﬁ - 6]![2 _51(]1“9.,“ 5 Mu n + 6 u ,mu n
og tejningstensorerne
E =l(u e S i o)
ke 2 k,ﬂ Q,k m,R n,k
1 (B.42)
== —_ smn
®e =9 (uk,sl + Yo x 6 um,?.un,k)

Sterrelserne u* e 08 uy , =38 . u™, kaldes flytningsgradienter.

B3. Infinitesimale deformationer, kompatibilitet

Ved en infinitesimal deformation forstis her en deformation med si sma flyt-

" ningsgradienter, at man i (B.41) og (B.42) kan se bort fra produktleddet
t’S”f”‘v.lrngun,k og fx benytte den linecere eller infinitesimale tojningstensor ¢,
defineret ved

1
e =5 (uk,E + usz,k) (B.43)
Straekket A ) bliver i denne teori

i
Ay = (1 + 26, NEN®)® = 1 + ¢ NEN® (B.44)
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og man har lzengdetgjningen
ey = e NEN? ' (B.45)

I udtrykket (B.38) for vinkelaendringen kan man regne navneren A(P)A(Q) =
1 og fér saledes

c0s(0(pq) ~ ¥pq)) = ¥ @q) * ¢pq) i @q) =

> PkQ, + 2¢, PEQ? (B.46)
eller

¢pQ)Sind pg) = 26,,P*Q’ (B.47)
Star specielt p og Q vinkelret pa hinanden, er siné ®Q) = 1 og

pq) = 2¢,,PEQ* (B.48)
Skal man ud fra kendskab til tejningerne ¢,, bestemme flytningerne u, ved
hjeelp af (B.43), m4 tojningerne opfylde visse integrabilitetsbetingelser. Dif-
ferentieres (B.43) med hensyn til x™ og x", fas

+u (B.49)

=1
€ke,mn ~ 2 (uk,semn Q,Imm)

og multipliceres med e¥™e?™S har man inkompatibilitetstensoren S™

grs = ekmreﬂnsekﬂ,mn (B.50)
Da Uit prwn = Uiripe OF e'hS = — gn®s or
St = 0 (B.51)

nér tojningerne bestemmes af flytningerne ved (B.43).

Ligningerne
51 = kMreiMie ) n =0 (B.52)

kaldes Saint-Venants kompatibilitetsbetingelser efter Saint-Venant [1864.01].
Som de er udledt her, er de npdvendige betingelser. Cesaro [06.01] viste, at
tojninger, som tilfredsstiller (B.52) pd neer en infinitesimal stivlegemebevee-
gelse entydigt bestemmer flytningerne af et enkeltsammenhzngende omréade.

Da S¥¢ = 3% er der 6 kompatibilitetsbetingelser. Disse er imidlertid ikke uaf-
haengige, idet man kan vise, at der for Sk defineret ved (B.50) geelder 3 Bianchi
identiteter

skt =0 (B.53)
Washizu [57.06] har vist, at sdfremt

sk =0 pé overfladen A for alle k og & (B.54)
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Sk =0  ivolumenet V fork =2 (B.55)
medfore
S¥ =0 i Vfork+?® (B.56)

og omvendt.
Kompatibilitetsbetingelserne i det ikke-linezere tilfselde er behandlet af
bl.a. Truesdell & Toupin [60.01] og Fosdick [66.09].

B4. Deformationshastigheder

Under deformationen bevaeger en partikel med stedvektorenr = xkfk sig med
hastigheden

v=r=vE] =ik (B.57)
og accelerationen

a=v=ak =x*] (B.58)
hvor xX = xk(XQ ,t)og %k = gxk /dt, idet X* er konstanter for den betragtede
partikel.

Som mal for den hastighed, hvormed deformationssterrelserne sendrer sig,
benyttes deformationshastighedstensoren

o
i

AL ) 1 & 1 . .
ke = Eig =._2-Ck2 =§6mn(xﬁzx:}a + Xf’ﬁxflg)

=%((avn/axk)(axn/axg) + (axm/axk)(avm/axﬂ)) (B.59)
Et andet mal er tejningshastighedstensoren

el

dge =g (v, /0x® + dv,/0x¥) (B.60)
Sammenholdes (B.60) med (B.39 og (B.43) ses det, at

dp, = &y, (B.61)

Af definitionerne fremgér, at de to tensorer D og d begge er symmetriske.
Med

v, /aX* = (3vy /ox™) xT} (B.62)
ses, at
D= xf}: Xﬁz d

(B.63)

mn
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APPENDIX C. BEVAGELSESLIGNINGER

Et tetraeder udspaendes af vektorerne dq, , dq, og dqs, se figur C.1. De udad-
giende normaler til de 3 sideflader, som udsp=endes af dﬁk, betegnes ¢, , og
man har arealvektorerne

= 2 1 = -
da' = da'f; =5 dg, X dd,

- s~ 1 =

da? = dazfl2 =3 dq, X dag (C.1)
s S -

da® =da®y =5 dg, X dq,

Normalen til den fjerde sideflade betegnes n, og man har arealvektoren

s - 1 - — _ _ -
da = dan =5 (ddy —dd,) X (dg; —dg,) =— da*¢, .23

I det folgende benyttes specielt ﬁk = ;k’ og (C.2) medforer

- .k — k
da=—n da, nkda

(C.3)
dak = — nkda, da, = —nkda
Elementets volumen udtrykkes som
1
dv = 3 dnda (C.4)

Til et referencetidspunkt betegnes tilsvarende storrelser med store bogsta-
ver. Elementets masse er til ethvert tidspunkt

dm = pdv = p,dV (C.5)
hvor p er massefylden, p,, specielt til referencetidspunktet. _
P3 elementet virker en massekraft dF og overfladekrafterne dP k) 98 dP{ e

Elementet regnes ikke pavirket af momenter. Newtons 2. lov udtrykkes ved

dF + dP,, + 3’ dPy, =adm = padv (C.6)

hvor a er accelerationsvektoren.
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C.1. Spzendingsvektorer
Massekraften udtrykkes som
dF =fdm =pfdv (C.7)

Overfladekraften pa et arealelement antages proportionalt med arealet, og
man kan skrive

P ==
dP(L) =p-dag,

B (C.8)
dPy, = Pyyyda
som indsat i (C.6) giver
pfdv + Bipyda + p*da, = padv (C.9)

p’eme kaldes Cauchy speendingsvektorer. Ved anvendelse af (C.3) og (C.4)
kan (C.9) skrives

1 - = e 1 =
gefdn+ p(n)—pknk = padn (C.10)
som for dn - 0 giver
B, = DX o
Py =P g {C.11)

dvs. speendingsvektoren pi en flade gennem et punkt er bestemt ved norma-
len til fladen og spaendingsvektorerne pd koordinatfladerne gennem punktet.

Det kan i visse tilfeelde vaere bekvemt at saette kraften pa arealelementet
med arealet da i relation til arealet til referencetidspunktet og skrive

P =1L
P, =tlda,
(C.12)

dB,, = ,yda

hvor t’erne kaldes Piola-Kirchhoff speendingsvektorer. Indsaettes i (C.6) fin-
der man, idet (C.5) benyttes

by = Ny (C.13)
Man har saledes
pin,da = t*N,dA (C.14)
eller
ptda, =t%dA, (C.15)

Benyttes (B.24) har man

= Jx4 p* (C.16)



108

og, ved multiplikation med J~ 1xr}2
p? =J-1x7tt (cam

For et legeme med volumen v og overflade a kan projektionsligningen skri-
ves

i pTdv + 5 5knkda=\' padv (C.18)
DA a

v oV

og ved anvendelse af Gauss’ seetning fas

\
S (35%/axX + pT)dv =§ padv (C.19)
vV

v

som, da den skal galde for ethvert dellegeme, giver
apE/axk + pf =pa (C.20)
Tilsvarende er momentligningen

g X pldv+ S F X p¥n, da = \ T X padv (C.21)
oV a o

v

hvorrt = XETQ er stedvektoren til den betragtede partikel. Momentligningen

omformes til

S (T X pT + (37/3x%) X DX + TX (3p%/axX))dv = S TX padv(C.22)
v

v
som sammen med (C.20) og

at/ox® =1, (C.23)
giver

§k Xpt=0 (C.24)

Indsezettes (C.17) og

p=J3"p, (C.25)
som fremgar af (C.5) og (B.31),1 (C.20) ogl (C.24), fas

xE (38%/0x¥) + pof = pya

(C.26)

‘i\k X xﬁﬁg =0

idet

-1k k1. kem qxr k -
3(J1xk)/axk =5 a(eMMe XU XT )jaxk =0 (C27)
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Med
at?/axk = (at?joxXm )X (C.28)
kan (C.26) skrives
t™/BX™ + pF=p,a

L (C.29)
i, X xﬁztg =0

C.2. Speendingstensorer

Cauchy spandingsvektorernes komponenter efter basisvektorerne fg indferes
ved

pX = ok, (C.30)

og er hermed komponenterne af en andenordens tensor, som kaldes Cauchy
speendingstensoren

i N (C.31)

Ql

Spzndingsvektoren pé en flade med normalen n udtrykkes i henhold til
(C.11) som

Ppy=0 -0 (C.32)
og kraftvektoren pa et fladeelement med arealet da som

- da (C.33)

Qil

*nda =

Qll

dPa) =
Indsaeti.:\es (C.30) i (C.20) og (C.24) og multipliceres skalaert med henholds-
vis i™ og i, fas

dgkm j5xk 4 pf™M = pa™

(C.34)
ke _ 0 < ng = an

Heraf fremgér, at Cauchy spzendingstensoren er symmetrisk G = g 1.
Tilsvarende indferes Piola-Kirchhoff spaendingsvektorernes komponenter ef-
ter basisvektorerne fﬁ ved

tF = Tig (C.35)

De er sdledes komponenterne af en andenordens tensor, som kaldes den for-
ste Piola-Kirchhoff speendingstensor

7 =TI, (C.36)

Ifolge (C.13) og (C.12) er spaendingsvektoren pa en flade med normalen 1

by =7+ N (C.37)

(n
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og kraftvektoren pa fladeelementet med arealet da

dP(n)

Indsa=ettes (C.35) i (C.29) fas

=7-NdA=7- dA (C.38)

aTEM [aXE + p ™ = poa™

(C.39)
SR B =0 s s (I g R
som viser, at denne tensor ikke er symmetrisk.

Ved anvendelse af bevaegelsesligninger vil det veere en fordel at arbejde
med en symmetrisk spaendingstensor og et st parametre (koordinater, mas-
sefylde, normaler og arealer) som svarer til referencetilstanden. Ingen af lig-
ningssattene (C.34) og (C.39) opfylder begge krav. Defineres den anden
Piola-Kirchhoff speendingstensor ved

P=X-7=xk Tmij (C.40)
har man pa komponentform

P = XK TIm = gxE XE ot (C.41)
som viser, at denne tensor er symmetrisk, Med

Thm = xng“k (C.42)
bliver bevaegelsesligningerne

a(xngﬂk)/axk + pof™ = pya™

(C.43)

PkE = PEk

Sammenhangen mellem de tre speendingstensorers komponenter er gi-
vet ved

ke _ J—IXT{meQ — J—lkax,Qnan
T =% Pk = gxk om (C.44)

P = JXE X% o™ = XE TR

C.3. Spandingsfunktioner
I det statiske tilfzelde har mana = 0 og dermed ligevaegtsligningerne

o k4 pf2=0 (C.45)
hvor o¥* = gk og 3( )/ax =() Xk En partikuleer lasning til (C.45) er det i reg-

len forholdsvis let at bestemme, se fx Truesdell [59.04], og det egentlige pro-
blem i denne forbindelse er at finde lgsninger til
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ok =0 (C.48)

med tilherende randbetingelser. En fremgangsméde som ofte, og isser nér rand-
betingelserne udelukkende er udtrykt ved spsendinger, vil fore til losninger, be-
stdr i at indfeore en symmetrisk speendingsfunktionstensor

%pq = Pap (C.47)
og udtrykke spaendingerne som
ok = gkprefas, (C.48)

pq.rs

Herved er ligevaegtsligningerne (C.46) identisk opfyldt. Speendingsfunktio-
nerne skal bestemmes, sd randbetingelserne tilfredsstilles, og yderligere saledes,
at lgsningen gaelder for et materiale med en given konstitutiv ligning. Udtryk-
kes tgjningerne ved spaendingerne og indsattes spendingerne fra (C.48) i
kompatibilitetsbetingelserne fas et sat ligninger, som Ynq skal opfylde. Nogle
eksempler er givet i appendix F.

C.4. Effekt

De ydre krefters effekt Ey (arbejde pr. tidsenhed) kan skrives

{q

E =

2
. pfivydv +

v

o¥n v,da  (C.49)

a

€2

p_-Vdv-l-\ p-vda=

a

Cf -
2y

v

Ved anvendelse af Gauss’ seetning og bevagelsesligningerne (C.34) finder
man

E, =E +E (C.50)

hvor den kinetiske energi E, er

1 1]
E, =-§\ ov,v0dy (C.51)
[2a'4

og de indre krefters effekt Eer

1

E.=5 Ukﬁ-(avg/axk)dv=\ o*2d,, dv (C.52)
v o/

v

Skriver man i stedet EY som

2 (ke
pof deV+5 TN, v, dA

Ey=g pof-Vdv+S %-vdA=\'
JV A o A

Vv
(C.53)

finder man tilsvarende, idet dog bevaegelsesligningerne (C.39) benyttes

E, = E, +E, (C.54)
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hvor den kinetiske energi udtrykkes som

»

1
Ey =3 \VpovngdV (C.55)

mens de indre kraefters effekt er

Ei=\ Tkﬂ(avg/axk)dv=5 T (v, /0x™)x™ AV (C.56)
vV v ’

Indfoeres den anden Piola-Kirchhoff spsendingstensor i (C.56) far man, se
(B.63)

E.=5 P“kxﬂnxn};(avgjaxm)dv=s pokg? ymg 4y
\% 7 \

i , T kT m
= \ PRkD | dV (C.57)
L% V

Antager man, at et materiale har en indre energi U, og at summen af til-
vaeksterne i indre og kinetisk energi er lig med summen af tilfort energi i det
betragtede tidsinterval, har man

E, +U=E, +Q (C.58)

hvor Q er andre former for energi end den mekaniske indeholdt i Ey, fx var-
meenergi. Med

U =S poWdV (C.59)
v

og under anvendelse af (C.54) har man

\ po(3W/2t)AV = g PRkD_ dV + § (C.60)
Y JV

Antages yderligere, at man har materialer, som kan undergi deformations-
processer i hvilke der ikke optreseder andre energiformer end den omtalte me-
kaniske, kan (C.60) for et volumenelement skrives

po(dW/at) = P™K(RE , /ot) (C.61)
idet (B.59) er benyttet. For sadanne materialer har man derfor

PEL = p OW/OE,, (C.62)
eller, med den linemre sammenhseng mellem Ekz og Cksz

P = 25 8W/3Cy, (C.63)

Storrelsen W kaldes tojningsenergifunktionen, og materialer med en kon-
stitutiv ligning som (C.63) kaldes Green-elastiske eller hyperelastiske.
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APPENDIX D. INDRE BINDINGER

Mekanikkens bevaegelsesligninger opstilles seedvanligvis pa en sddan form, at
de gelder for ethvert materiale. For at kunne loses ma de derfor supplereres
med ligninger, som beskriver materialets opforsel, de konstitutive ligninger.

I kontinuummekanikken vil de konstitutive ligninger besta af relationer
mellem pa den ene side de storrelser, som beskriver legemets deformation,dvs.
deformationstensoren og dens tidsafledede og pd den anden side de storrelser,
som heskriver spandingstilstanden, dvs. speendingstensoren og dens tidsafle-
dede. Andre parametre som fx temperaturen kan indgi i de konstitutive lig-
ninger, dette er ikke behandlet i det folgende.

I et materiale uden indre bindinger har en symmetrisk deformationstensor
6 af hinanden uafhaengige komponenter, ligesom en symmetrisk speendings-
tensor har 6 af hinanden uafhaengige komponenter. For et materiale med in-
dre geometriske bindinger, vil der mellem deformationstensorens komponen-
ter eksistere en eller flere, hojst 6, relationer. Tilsvarende vil der for et materi-
ale med indre statiske bindinger eksistere en eller flere relationer, igen hojst 6,
mellem spaendingstensorens komponenter.

Tilstedeveerelse af indre bindinger har betydning ved opstilling af konsti-
tutive ligninger for typer af materialer og medferer i visse tilfaelde ret store
lettelser i arbejdet med at lose problemer, som involverer sidanne materialer.
Man vil derfor ofte benytte en antagelse om eksistensen af en eller flere indre
bindinger for at skaffe simple, tilnsermede losninger.

D.1 Geometriske bindinger

Til belysning af konsekvenserne af indre geometriske bindinger betragtes et
Green-elastisk materiale med tojningsenergifunktionen W. Materialets konsti-
tutive ligning er

- P¥ = 2p,0W/BC,, (D.1)
hvor P¥? er Piola-Kirchhoffs speendingstensor, C,, er Greens deformations-

tensor, p er masseteetheden og W er en funktion af deformationstensorens
komponenter. Lad en geometrisk binding veere givet ved relationen

B i G IR (D.2)

hvor K er en konstant. For at tage hensyn til denne binding dannes funktio-
nen

F=W+ SE—K) (D.3)

hvor S optraeder som en Lagrangefaktor. Under hensyn til bindingen (D.2) be-
stemmes speendingen ved
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P2 = 25 0F/oC,, (D.4)

og det ses, at der optraeder nogle ubestemtheder i form af led med faktoren
S. Ved at opskrive tilvaeksten i arbejdet under en deformatmnsproces som
tilfredsstiller den geometriske binding

20odW = P¥2dC,, = (3F/3C,,)dC,, = (3W/aCy, + S3(F—K)/3Cy,)dC,,

(D.5)

ses det yderligere, at det samlede bidrag, som disse ubestemte spzendinger
yder til arbejdet, er lig nul.

De ubestemte led betegnes ofte som reaktionsspeendinger, idet de optrze-
der som reaktioner til de geometriske bindinger.

Som eksempler pa materialer med indre geometriske bindinger, skal omta-
les stive materialer, usammentrykkelige materialer, som deformeres under vo-
lumenkonstans og materialer, som i ethvert punkt har en retning, i hvilken
lzengdetojningen er nul.

Stive materialer. Néir et legeme bevzeger sig som et stift legeme, kaldes det
materiale, som legemet bestdr af, for et stift materiale. Alle tojningstensorens
komponenter er nul og alle spaendingstensorens komponenter er ubestemte.

Usammentrykkelige materialer. Et legemes deformation kan i et cartesisk
koordinatsystem beskrives ved koordinaterne xk til en partikel i den deforme-
rede tilstand udtrykt som funktion af koordinaterne X*® til den samme parti-
kel i den udeformerede tilstand og tiden t, dvs.

xE = x5 (X2, t) (D.8)
Volumenzendringen af et infinitesimalt element er da givet ved
dv =JdV _ D.7)
hvor J er Jacobis funktionaldeterminant
J = det(ax*/0X*) = |xK (D.8)
Volumenkonstans kan nu udtrykkes ved
J=1 (D.9)

Benyttes at volumenelementets masse er konstant under deformationen,
kan volumenkonstans udtrykkes ved

p(X%, 1) = po(X®) eller dp(X?,t)/dt=0 ' (D.10)

hvor p(X?, t) er massetaetheden i deformeret tilstand og pO(XQ) er massetaet-
heden i udeformeret tilstand.

For at belyse denne bindings indflydelse pi spzndingstensoren betragtes
et isotropt Green-elastisk materiale. For et s&dant materiale kan tejningsener-
gifunktionen W angives som en funktion af hovedinvarianterne herende til
deformationstensoren

W = W(Ig, I, I, (D.11)
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Da detCyy = (detxkA)2 udtrykkes den geometriske binding ved
oIz =1 (D.12)
og W er kun en funktion af de to invarianter, dvs.
W=W(I, 1) (D.13)
Speendingerne bestemmes under hensyn til bindingen ud fra funktionen

F =W, I )+A(IlI;—1) : (D.14)
Til vurdering af betydningen af det sidste led i (D.14) har man, idet

Il =

e[

ke
RN, 66 (D.15)

at
olll4/3C,, = III,B¥ (D.16)

hvor B¥? er Piolas deformationstensor. Herved bliver

pk? = 2p0(% + AT B¥) (D.17)

Med Cauchys speendingstensor o*® bestemt ved
o = J'le*mx’fnpm (D.18)

og Piolas deformationstensor ved

k? _ vk ]
B¥ = X’mX,nﬁm" (D.19)
er
ke _ k .2 _0W ke
g™ = 2p0x’mx’n 3C + ps (D.20)
mn
hvorved
P = 2pyAlll; = 2p4A (D.21)

er et ubestemt hydrostatisk tryk.
Materiale med ustreekkelig retning. Lad en retning i et punkt veere givet
ved enhedsvektoren A og lad dA vzere givet ved

dA =dAA (D.22)
Vektoren dA fores under deformationen over i da, hvor
da = daa (D.23)
og 2 angiver den retning, som A fores over i. Streekket A(N) bestemmes ved
X 1
A(N) =da/dA = (Cy, A A%)? (D.24)
Séafremt retningen er ustrekkelig, er

da=dA = A =1 (D.25)

(N)
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dvs.
ka2 —
CA®A™ =1 (D.26)
Spzendingerne bestemmes under hensyn til denne binding ud fra

F =W + T(Cy AKA? —1)/2p, (D.27)
og man finder

PR = 20,0W/3C_ + TA™MAR (D.28)
eller

ke _ k 2 k¢
g = 2;0x,mx,naW/aCmn + ta®a (D.29)

Bindingen medforer sdledes et ubestemt traek i den ustraekkelige retning.

D.2 Statiske bindinger

Ved indre statiske bindinger forstds i analogi med indre geometriske bindinger
én eller flere relationer af typen

f(all,olz...033)=K (D.30)

hvor 01! . . . er komponenterne af Cauchys spaendingstensor, og K er en kon-

stant. Virkningen af statiske bindinger skal eksempelvis belyses ved et materia-
le for hvilket der inden for den infinitesimale elasticitetsteoris rammer eksi-
sterer en komplementeer elastisk energi C, siledes at

€ = 9C/00™® (D.31)
hvor

€10 =% (du, /3x® + du,/3x¥) (D.32)
er den infinitesimale tojningstensors komponenter. Dannes funktionen

G=C+ v(f —K) (D.33)

hvor v er en ubestemt Lagrangefaktor, bestemmes tojningerne under hensyn
til bindingen (D.30) ved

€y = 3G/30*% = 3C/a0™* + y3f/a0*! (D.34)

hvoraf det fremgar, at der i materialet optraeder ubestemte tojninger. Dannes
tilvaeksten i komplementzer energi

dC = ¢ ,do®* (D.35)
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ses det, at de ubestemte tojningers samlede bidrag til den komplementzere e-
nergi er nul. Et eksempel pd materialer med indre statiske bindinger har man
i teorien for ideale vaesker, hvor man regner forskydningsspzendingerne lig
med nul. At der i dette tilfalde er tale om en relation mellem speendingsten-
soren og tejningshastighedstensoren spiller i denne forbindelse ingen rolle.

Et andet eksempel pi materialer med indre statiske bindinger har man ved
inden for plasticitetsteorien at opfatte en flydebetingelse som en statisk bin-
ding. En flydebetingelse gives ofte pd formen

f(o11,012,.. . 033) =0 (D.36)

som er af typen (D.30). Plasticitetsteorien adskiller sig fra de ovrige eksemp-
ler i dette kapitel ved, at ogsa andre spaendingstilstande end dem, der tilfreds-
stiller (D.36), kan forekomme. Sadvanligvis forudszettes, at f < 0 svarer til
tilladelige spaendinger med specielt f = 0 svarende til flydning, mens f > 0 ik-
ke er muligt. For f < 0 kan materialet for eksempel vzre elastisk og tejninger-
ne bestemmes ved et udtryk som (D.31),.eller materialet kan vaere stift, hvil-
ket medforer at tojningerne er nul.

I flydestadiet udtrykkes tojningerne ofte ved v. Mises’ flydelov

e = \a1/a0k2 (D.37)
hvor eg) er de plastiske tojninger og A er en ubestemt faktor. Opfattes o** og

eg;)som 6- (eller 9-) dimensionale vektorer i et 6¥%-rum, er f = 0 en flade, fly-

defladen, i dette rum og €1 givet ved (D.37) er en vektor vinkelret pa flyde-
fladen. (D.37) betegnes derfor ogsa normalitetsbetingelsen, den er baseret pa
v. Mises’ hypotese om, at spaendingerne svarende til en given teojningstilstand
antager sddanne vzerdier, at det udferte arbejde bliver storst muligt (se fx
[77.14]).

Af (D.34) ses, at man ved at opfatte flydebetingelsen som en statisk bin-
ding kommer til samme resultat som (D.37) med hensyn til ubestemtheden
pa tojningerne.
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APPENDIX E. KONTROLLABLE DEFORMATIONER

Ved kontrollable deformationer forstias deformationer, som kan paferes et
materiale alene ved hj=lp af overfladespzendinger, uafhangigt af de parame-
tre, som indgdr i materialets konstitutive ligninger. For de forskellige mate-
rialetyper med hver sine konstitutive ligninger, eksisterer der siledes forskel-
lige kontrollable deformationer. At kontrollable deformationer kan benyttes
til bestemmelse af materialeparametre som fx elasticitetskonstanter, har vae-
ret erkendt leenge, men det var forst med Ericksens arbejde [54.03] og
[55.05], at en systematisk bestemmelse af samtlige kontrollable deformatio-
ner for visse materialer blev begyndt. Ericksens arbejde var inspireret af Riv-
lins succes med at finde losninger for usammentrykkelige materialer inden for
den ikke-linezre elasticitetsteori, se [48.01], [48.02], [48.03], [48.04],
[49.01], [49.02], [51.01] og [51.02]. Andre betegnelser for kontrollable de-
formationer er universale deformationer eller lasninger og eksakte lesninger.

Problemet bestér i, at man for et materiale med konstitutive ligninger som
fx

ok* = £k (C_ ) (E.1)

skal finde lgsninger, som uafheengigt af de materialeparametre, der indgar i
(E.1), identisk tilfredsstiller enten

ok 4+ off = paﬁ, dynamisk kontrollable deformationer (E.2)

3

eller
a%f + pf* =0, statisk kontrollable deformationer (E.3)

Kun statisk kontrollable deformationer for Green-elastiske materialer skal
omtales i det folgende, og yderligere er massekrafterne f* regnet lig nul.

Med hensyn til materialer, der kan karakteriseres som isotrope, homogene,
Green-elastiske (se (C.63)), uden indre bindinger og uden massekrafter, har
Ericksen [55.05] fundet, at de eneste mulige kontrollable deformationer er
homogene deformationer, som i et cartesisk koordinatsystem kan angives
ved

xK = AkX® + BK (E.4)

hvor Aé‘ og BX er konstanter. For materialer med indre, geometriske bindin-
ger bliver flere deformationer mulige som kontrollable deformationer, se fx
Kafadar [75.08], til hvem der i ovrigt henvises vedrorende en oversigt over
dette emne. Det skal i denne forbindelse bemarkes, at et materiale, som er
bundet til at undergd infinitesimale deformationer, ma opfattes som et ma-
teriale med indre bindinger, og der eksisterer da ogsa flere kontrollable de-
formationer end dem, der er givet ved (E.4) inden for den linesere elastici-
tetsteori.
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Deformationerne (E.4) er ogsa kontrollable for materialer med retliniet aniso-
tropi. For materialer med krumliniet anisotropi, men i ovrigt homogene, Green-
elastiske, uden indre bindinger og uden massekrafter, eksisterer der ifolge
Kafadar [75.08] ingen kontrollable deformationer.

For materialer med en indre binding i form af usammentrykkelighed eksiste-
rer der flere kontrollable deformationer i bade det isotrope og det anisotrope
tilfzelde. Truesdell & Noll [65.01] har for nogle deformationer, som er kontrol-
lable for isotrope materialer, undersegt hvilke symmetribetingelser et aniso-
tropt materiale skal opfylde, nir disse deformationer ogsd skal veere kontrol-
lable for sddanne materialer. Materialer med en indre binding i form af ustrsek-
kelighed i 1 retning er undersogt af Beskos [72.09] og [73.06] i sivel det sam-
mentrykkelige som det usammentrykkelige tilfaelde. Det skal til slut naevnes,
at Aifantis og Beskos [76.08] har undersegt dynamisk kontrollable deforma-
tioner for usammentrykkelige materialer med 1 ustraekkelig retning (ideale fi-
berarmerede materialer).
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APPENDIX F. TODIMENSIONALE LINEZARELASTISKE PROBLEMER

I den linezere elasticitetsteori kan man til lesning af statiske problemer, un-
der forudszetning af, at der ses bort fra massekreefter, fx benytte én af fol-
gende fremgangsmader.

a) Tejnings-flytningsrelationerne

_1
en =5 (um’n + un’m) (F.1)
indszettes i spaendings-tojningsrelationerne
ok = Ck.famn‘:_rml (F.2)
som indseettes i ligevaegtsligningerne
k =0 F.3
a ,k ( )
Herved fremkommer de 3 sdkaldte Navier-ligninger
1
My e Fll ) = 0 % CHmRy om0 (F.4)
som sammen med randbetingelserne bestemmer de 3 flytninger u P
b) Speendingerne udtrykt ved spsendingsfunktioner
ke _ _kpr.2
g = etPlg qs‘ppq,rs (F.5)
indsaettes i tojnings-spaendingsrelationerne
= ke
Enn™ Smnk}za (F.6)
som indssettes i kompatibilitetsbetingelserne
T _
SH =M e-‘““emn,m =0 (F.7)
Herved fremkommer, da Si=gii g ligninger
imt .j kpr 2 -
elmtjnu kprg qs'ppq,rstu =0 (FS)

som sammen med randbetingelserne bestemmer de 6 spaendingsfunktioner
% = Pup> idet der forudseettes at vaere tale om enkeltsammenhaengende om-
rader.

Til brug ved specialisering til to dimensioner af disse udtryk, som geelder i
tre dimensioner, er folgende former nyttige. Ligevaegtsligningerne skrives

o +a3 =0 og o3 +0% =0 (F.9)

El ? 3 3
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og udtrykket

al? = impetnap (F.10)

som har samme form som sivel sammenhaengen mellem speendinger og speen-
dingsfunktioner som kompatibilitetsbetingelserne, spaltes i

KA = akY3 A3 —_ —
a €77 (bgg 1o — D3 3, Do s

5a73) (F.11)

+ b*)ra,33)

adh = e6739ah3(b —b

§3,ya

33 _ 573803
a e?73¢f bﬁﬁ,'ya

For at opna, at en plan spaendingstilstand medferer en deformationstilstand,
som hovedsagelig er plan,og omvendt, betragtes kun materialer som har x1x2-
planen som symmetriplan, hvilket udtrykkes ved

Ca333 = (o873 = 0

(F.12) -

Sy333 = Sagyg =0
F1. Plan speendingstilstand
En plan spaendingstilstand defineres her ved

0¥ =0 og o**=o*rxk) (F.13)
hvorfor de eneste ligevaegtsligninger i.h.t. (F.9) er

a** =0 (F.14)
a) Spaendings-tojningsrelationerne bliver

gkt = Crc?tmnemn = Cuhaﬁeaﬁ + 20#()\0:3%3 + Crc?\33633

. (:"M»f’%3 & G, (F.15)
idet symmetribetingelsen (F.12) er benyttet.
Af

¢33 =0= C33"‘3¢ew3 + (3333 €ag (F.16)
fas

€3 =— C33rxﬁeaﬁ/03333 (F.17)
som indsat i (F.15) giver

gkr = (Cx?\uﬁ — CKA33033aB/03333)Ea6 = c.tc.\cuﬁ'eaﬁ (F.18)

hvor ¢ betegnes den reducerede stivhedstensor. Indsaettes i ligevaegtsligninger-
ne, fas
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crefy =0 (F.19)

til bestemmelse af de 2 flytninger u, .
Herefter bestemmes tojningerne €ap ved

€43 =§(um‘ﬁ + uﬁ’a) (F.20)

speendingerne ¢“* ved (F18) og tejningerne ez, ved

=8 gkt

€33 T P33¢a

(F.21)

= KA —
SSﬂcxha =il

€3a
idet symmetribetingelsen (F.12) benyttes. Da samtlige tojninger ¢ er be-
stemt, kan ogsd flytningen u, bestemmes.

Af (F.19) kan u, normalt kun bestemmes som funktioner af x” mens afhzen-
gigheden af x3 1kke lader sig bestemme. Der vil siledes vaere tale om en til-
naermelse til den korrekte lesning, se ogsé under b).

b) Idet man ifolge (F.21) har eg, = 0, bliver kompatibilitetsligningerne, se
(F.11)

KA = oKY A —
S e*Te (6‘33,7&4-&‘7“,33) 0

3N 2 L5y par =
St =g Te® €553 = 0 (F.22)

33 = o817 b —
S e ee s o 0 ;

Med tejningerne bestemt ved

=8 LS (F.23)

mn mnx;\

hvor ¢*? i henhold til (F.13) er funktioner af alle <X, bliver ogsd e funk-
tioner af alle x* , og ingen af de 6 kompatlblhtetshgnmger vil pa forhand veere
identisk opfyldt. Antages, at ¢** og dermed e mn ©f funktioner af x* alene, bli-
ver de forste ligninger i (F.22)

€33,11 = €33,12 = €33,22 = 0 (F.22a)

hvilket medforer, at €5, skal veere en linezer funktion af x! og x2. Dette vil ge-
nerelt ikke veere tilfzeldet for skiveproblemer.

Saedvanligvis betragtes ¢“* som funktioner af x® alene, og der ses bort fra
(F.22a). De midterste ligninger i (F.22) er identisk opfyldt, og tilbage har
man den sidste ligning i (F.22) sammen med ligeveegtsligningerne (F.14). En
diskussion af denne tilnsermelse findes bl.a. i Timoshenko og Goodier [51.04].

En todimensional lpsning til ligeveegtsligningerne (F.14) er
A= A
gt = ek%e ﬁzp’aﬁ (F.24)

hvor ¢ = ¢(x%). Ifplge (F11) svarer dette til V33 =9 Py =P34 = 0, ¢ er Airys
spaendingsfunktion.



123

Indszttes siledes (F.24) i (F.23), som herefter indszettes i den sidste ligning i
(F.22), fas
5 A =
e P gkt g ”Saﬁmgo’#m =0 (F.25)
til bestemmelse af p. Herefter bestemmes speendingerne o’ ved (F.22), toj-
ningerne ¢ ved (F.24), og flytningerne u, ved (F.1).

F2. Plan deformationstilstand
En plan deformationstilstand defineres her ved
ug = 0 og u,;=0 (F.26)

hvilket medforer

€g3=0 , €3=0 , e ,=¢€,= eaﬁ(xy) (F.27)
a) Speendingerne o** bliver

A = KA

gt =C* "‘ﬁeaﬁ
3~ A3 =

6** =i “Beaﬁ =0 (F.28)
33 = 33«

099 =C Beaﬁ

som indsat i ligevaegtsligningerne (F.9) giver

Crreby =0 (F.29)

o,k

til bestemmelse af flytningerne u_.

b) Af kompatibilitetsbetingelserne, se (F.23), er det kun

e*Y gft Bagss =10 (F.30)

som ikke er identisk opfyldt. Tejnings-speendingsrelationerne er

- ke _ 3 3 33

€ag Saﬁkﬂ” Saﬁma" +28aﬁksc" + Saﬁaso

=8 00 o 805000 (F.31)
Af

€33 = 0= S5, + Sgg330°° (F.32)
fas

0% = = S331.7"" /3333 (F.38)

som indsat i (F.31) giver

— — A= A
€8 = Sapn Sa533533m/53333)°K = SaﬂchGK (F.34)
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hvor s kaldes den reducerede eftergivelighedstensor. Af (F.27) og (F.28) frem-
gér, at speendingerne oX? er funktioner af x* alene, og speendingerne o** er
derfor bestemt ved en spaendingsfunktion ¢(x%), dvs. ved (F.22). Indseettes

(F.22) i (F.34), som derefter indseettes i (F.30), har man

e%7 gf8 gk ghvg

ocﬁic.\&p,,u.wya =0 (F‘35)

til bestemmelse af .
Man har sdledes til bestemmelse af flytningerne u

(F.19): c*h*ey, g =0 , plan speendingstilstand

(F.29): C*reby 0 , plan deformationstilstand

gr

og til bestemmelse af spsendingsfunktionen o

(F.25): e*7 PP gkt e?? g =0, plan spsendingstilstand

afr X {p,uv-ya

(F.35): e*7 e ghtelvg =0, plan deformationstilstand

ok ‘p,,uv'ys
hvor C og S er den tredimensionale teoris elasticitetstensorer, og hvor de re-
ducerede elasticitetstensorer ¢ og s er defineret ved (F.18) og (F.34). Det ses,
at en lpsning til et plant spaendingsproblem ogsd er en lgsning til et plant de-
formationsproblem, ndr ¢ erstattes med C eller § med s.

F3. Antiplan deformationstilstand, vridning

En antiplan deformationstilstand defineres her ved

u, = Beﬂax5x3 og ug; =0y (x*) (F.36)
hvor vridningsvinklen pr. leengdeenhed 8§ er en konstant. Dette medforer

1
B, S0 4 g =f2—6(w’a+eﬁaxﬁ) , €330 (F.37)

af

a) Spaendingerne bliver
gt = thaﬁeaﬁ + 2th3a€3a 3 CicA33€33 =0
g3h = 03?\0:(3‘,50‘.G + 203?\3&6341 + CSA33€33 = 035\30‘3(30,& + eﬁaxﬁ) (F.38)

33 _ 33ap 333a 3333 —
g C €y + 2C €3, + C € 0

33

idet (F.12) og (F.37) benyttes. Den eneste ligevaegtsligning, se (F.9), som ikke
er identisk opfyldt, er siledes

g 3 =0 (F.39)
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og indsaettes heri fra (F.38), fis
Ce333(y , + e, )=C*330y =0 (F.40)

til bestemmelse af hvaelvningsfunktionen  (x*), mens vridningsvinklen pr.
leengdeenhed 6 bestemmes ved randbetingelserne.

b) En lgsning til ligevaegtsligningerne (F.39) ses at vaere
o%3 = s (F.41)

hvor T er Prandtls spzendingsfunktion.

Ved anvendelse af (F.11) og (F.37) ses, at de eneste kompatibilitetsbetingel-
ser, som ikke er identisk opfyldt, er

fre*re . =0 (F.42)
Tojnings-speendingsrelationerne er

€gp = 25355, 0 (F.43)

idet (F.38) benyttes.
Kompatibilitetsbetingelserne (F.42) skrives

e** (e27¢, 34) =0 (F.44)
med losningen

e7e,5, =C (F.45)
hvor C er en konstant. Indsattes heri fra (F.37), fis

C=e"d9y _+e . )=—0d (F.46

278y s 46)
Indsaettes nu (F.41) i (F.43), som herefter indseettes i (F.45)med C=—4¢, fas
EEN =
e*Ye 28, 33AT’M =—4f (F.47)

til bestemmelse af T'.
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APPENDIX G. KOMPLEKSE AKSER

En drejning om tredieaksen i et ortonormeret aksesystem kan pd matrixform
skrives

[65] =T cosx sinx O (G.1)
—siny cosy O
0 0 1

hvor x er drejningsvinkien. ,
Matricens egenvaerdier bestemmes ved

det(BX—rs%) =|cosx—n  sin 0 |=0 (G.2)
—siny  cosy—A 0
0 0 L=l
eller
(1—A)(1—2xcosx +A%) =0 (G.3)

med redderne
A, = cosx + isinx = elx
Ay =cosx —isiny =e” ix (G.4)
N

Egenvektorerne v, bestemmes ved

cosX —Ay siny 0 vi =10 (G.5)
—siny COSX —Ay 0 vﬁ 0
0 0 1—2 | | v2 0
k k
og bliver

V= {1VZ IWE 0}
vP = {(iVE INZ 0} (G-6)

vg’={ 0 0 1}
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Tensorer transformeres fra det oprindelige aksesystem til systemet med
komplekse akser ved

Al =B gD e (G.7)
hvor
bPl=[11/2 V2 0 (G.8)
iNZ 142 0
0 0 1
[g1=[1VZ —iNVZ 0 (G.9)
—in2Z 1AM/Z 0
0 0 1

Specielt transformeres drejningstensoren § ved
k - k
BE = bPel, (©.10)
eller pd matrixform
[BEl=| 1//2 —iNZ Of| cosx sinx O[[1INVZ iNZ O0]=

—iA/2  1A4/2 0||—siny cosxy O||inVZ 1WZ 0
0 0 1 0 0 1| 0 0 1

cosy + isiny 0 O|=lex 0 0 (G.11)
0 cosy—isiny O 0 e x g
0 0 1 0 0 1
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APPENDIX H. TRANSFORMATION AF FJERDEORDENS TENSORER,
SYMMETRIRELATIONER OG SYMMETRIGRUPPER

Transformationsreglen for fjerdeordens tensorer er

ke _ k
A =00 B ian, (H.1)
Ved at skrive
kR - k. ® P zQ
Amn = 7r7s%qPmbn (H.2)

og udfere nogle summationer, fas

Amn =75 (713300 + agin + a3l + (51:3)
+ 75{‘3%:[311!1 +aZip2 +aZpd)+
+ 75(adspl + 23562 + alig? ))pd

Dette udtryk kan pd matrixform skrives

ke 7 = 12 12 12 | —r. ke Pq 7 =
[Amn] - Aln A2n A3n - [71'5] [af:nsq] ['an] - (H4)
S

32 32 32
Aln AZn ABn

Ealan 1.0 1,877 1s 1s 1s 1pq slpa  plag
Y17s  YaYs Y375 alq a2q aSq lﬁI'Bn ﬁ2'8n ﬁS'Gn

2.9 2.2 2,0 2s 2s 2s 2nq 22q 204
T1%s Y2Ys Y37s alq a2q a3q Bl'ﬁn ‘62‘81’1 '635n

3,2 3.2 3.2 ||.3 .35 .38 ||o3 3 3aq
Y1Ys  Y2Ys Y5Ys ||21q B2q 23q||Bifa B3BL  B36%

dvs. transformationen kan udferes ved matrixmultiplikation med 9X 9 ma-
tricer.

Ved en drejning vinklen x om den tredie basisvektor fs i et ortonormeret
system af basisvektorer 1., har man

[v&1=|cosxy —sinx O], [83]=| cosxy sinx O (H.5)
siny cosy O —siny cosy O
0 0 1 0 0 1



Skrives
cosy =¢c , sinx =s
har man
[7§Q]= cle —s 0| —s|lc —s O 0 0 0
S 0 s c 0 0 0 0
o o 1] o 1, 0 0 0
s|lec —s 0 cic —s 0 0 0 0
S c 0 ] c 0 0 0 0
_9 0 1_ 0 0 1_ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 c —s 0
0 0 0 0 0 0 c 0
. 0 0 0 0 0 0 0 0 1|
1|11 11 11 11 .11 .11 ) .11 .11 .11
lage) =| 211 213 213 : 421 %22 %23 | %31 %32 %33
12 .12 .12 12 .12 .12 | .12 .12 .12
a11 313 213 : 451 393 a3 | 431 332 433
13 .13 .13 13 .13 .13 13 .13 .13
aj] ajp a3y | ag] agy agy | 231 - 435 .433
B o | m g
1 21 .21 21 21 .21
811 12 213 i 851 293 293 ; 431 %3y 435
22 .22 _22 22 22 .22 22 .22 _22
7] 213 413 f A51 439 393 : 431 233z a3
23 .23 .23 23 .23 .23 23 .23 _23
aj; ajp ay3 | a; agy azy | az] azy agy
e |  wsl aor T an wn el
aj] ajp ajz | ay; ap; apg | #31 432 @53
| |
32 .32 .32 32 .32 .32 32 .32 _32
a11 212 213 | 21 233 3p3 | 437 335 433
! |
33 .33 _33 33 .33 33 33 .33 _33
41 fde %y | %21 F2 923 | Wy 33 %53
[gPd]= (el ¢ s 0] s ¢ s 0]l 0 o
mn
—s c 0 —s c 0 0 0
0 1] Lo o 1]o0 o
—s| ¢ s 0| ¢if ¢ s 0] O O
—s c 0 -8 c 0 0 0
0o 0o 1] o o 1]0 o
0 0 0 0 0 0 c )
0 0 0 0 0 0 —s c
0 0 0 0 0 0 0

IHOOOOOOOO
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(H.8)

(H7)

(H.8)

(H.9)
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Til bestemmelse af symmetrirelationer benyttes, at

tqu ak? _ ctsu.rs gp pQ = 5tU gP g4
ﬁ1'1‘512 Amn Srasapqﬁmﬁn apqﬁmﬁn (H.10)
siledes at symmetrirelationerne bliver
BT pSak? = ars gp ga (H.11)
kM e“mn pg"mcn
eller, pd matrixform
rs ke 1_[21s pls ols | [a1e .1 .1¢ ]
Brollamnl =(B1 Foe B3p | [31n 22n %3
2s 2s 2s 22 20 22
Ble Bo B3 | |31y 25y 23,
3s 38 p3s 32 .32 .30
Ble By Bg | [3n %2n %n
rs Pay = B 1s 1s 1s_ ¥ 1q 1q lq_
[apq][ﬁmn] alq a2q a3q 'Gln BZn 'B3n (H"12)
2s 2s 2s 2q 2q 2q
a'lq a2q a’3q '6111 ﬁ2n ‘63n
35 .35 .3 39 339 R3q
alq a2q a3q ‘Bln ﬁ2n ﬁ3n

Ved anvendelse af (H.12) kan man bestemme de relationer mellem tensor-
komponenterne, som skal veere opfyldt, nar fs er en n-fold symmetriakse. Da
en fjerdeordens tensor i henhold til afsnit 2.1.4 ikke kan skelne mellem drejnin-
ger for hvilke n > 4, er det kun nedvendigt at undersoge tilfeldenen =1, 2,
3, 4 samt vilkarlige drejninger symboliseret ved n = . Ved ombytning af ak-
sebetegnelser bestemmer man herefter de relationer, som skal vaere opfyldt,
nar ;I henholdsvis ?2 er n-fold symmetriakser. Ved at sammenligne resulta-
terne kan man bestemme de relationer, skal skal veere opfyldt, nir den ene
akse er en m-fold, den anden en n-fold og den tredie en p-fold symmetriakse.
Endelig bestemmes symmetrirelationerne, ndr symmetriaksen ikke er en ba-
sisvektor, og man kan finde de relationer, som skal veere opfyldt, nar en sa-
dan akse er en m-fold symmetriakse, og én af basisvektorerne er en n-fold
symmetriakse.

Symmetrirelationerne medforer visse restriktioner for de enkelte tensor-
komponenter. Disse restriktioner er

a) en komponent skal vaere nul,

b) en komponent skal veere en linearkombination af nogle af de andre kom-
ponenter, eller

¢) en komponent kan have en vilkérlig veerdi (ingen restriktioner). En sa-
dan komponent kaldes uafhsengig.

Ved drejninger om kun en akse (her {3) finder man, at felgende symmetri-
grupper medforer forskellige restriktioner for fjerde ordens tensorer

. L EFF, L1201 1 8k [ 1 4bog{l 1 =F (H.i13)

hvor {m n p} betyder, at fl er en m-fold, 52 en n-fold og ;3 en p-fold sym-
metriakse.



131

Ved drejninger om 2 eller 3 pd hinanden vinkelrette akser finder man, at
grupperne

{1 2 2}, {1 2 3}, {1 2 4}, {1 4 4},{1 2 «<}og{= o= o=}

(H.14)
medforer forskellige restriktioner.
Endelig finder man ved drejninger om ikke-ortogonale akser, at den eneste
gruppe, som medforer nye restriktioner, kan angives som

{1 1 2/3} (H.15)

hvor 1 1 2 betyder, at TS er en 2-fold symmetriakse og /3, at en akse, som
danner samme vinkel med de tre basisvektorer, er en 3-fold symmetriakse.
Som anfert i afsnit 2.1.2 er

k - gk
By =B1mBiay (H.16)

en symmetridrejning, nar ﬁ(li)m og 5?%)9 er symmetridrejninger. Heraf folger,
at

{1 2 2} medferer {2 2 2}
{1 2 4} medferer {2 2 4}

{1 2 o} medforer {2 2 e}
(H.17)
som i gvrigt har samme restriktioner som {2 2 3}

{1 4 4} medforer {2 4 4} og {4 4 4}
{1 1 2/3}medferer {1 2 2/3} og {2 2 2/3}

Alle andre kombinationer af symmetriakser medferer samme restriktioner
som symmetrigruppen {= e e} gvarende til isotropi. Det bemsrkes, at en
ombytning af bogstaveri {m n p} ikke er en ny symmetrigruppe.

I de folgende matricer er uathsengige, afheengige og nul-komponenter an-
fort for de 12 symmetrigrupper, som medforer forskellige restriktioner. P4
den plads, som svarer til en bestemt komponent, eksempelvis a%, kan man
finde fplgende symboler med tilhorende betydning

é% - aé% er en uathsengig komponent

_o.12 0 _ .12
491 419

@ - al? afheenger af flere komponenter, afhengig-
0

(H.18)

21
heden angives til hojre for matricen

12 _
agy =0

For de tilfzelde, hvor en eller flere af symmetrierne

k@ -, %k _. k¢ _ _mn
mn “ %mn T %m T e (H.19)
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er til stede, er antallet af uafhzengige komponenter anfert i en tabel i slutnin-
gen af dette appendix.

ain¥ B OBIR OB OBIR OB M
| |
12
i1 B ® 3 2B 85
13 13 13 | o1g 13 13 | 13 13 13
11 12 13 | 21 22 23 | 31 32 33
_______ e
21 21 21 | 21 21 21 | 21 21 21
11 12 13 2 23 23 | 31 32 33
22 22 22 22 22
11 12 13 : 21 22 53 I 37 55 53
23 23 23 23 23 23 23 23 23
1 12 13 | 21 22 23 | 31 32 33
_______ e e
31 31 31 | 31 31 31 ‘I_ 31 31 31
11 12 13 2 22 23 | 31 32 33
32 32 32 | 32 32 32 | 32 32 32
12 13 | 2i 22 23 | 31 32 33
33 33 33 | 33 33 33 | 33 33 33
i 12 13 | 2 22 23 | 31 32 33
(11 2j 11 1 T 11 | 11 |
11 12 0 | 91 22 0 : 0 0 33
|
3 3 o i B o : o o 33
13 | 13 | 13 13
0 0 13 0 0 23 | 31 32 0
_______ U S
21 21 | 21 21 | 21
1 1z O | 21 22 o 9 2 33
|
22 22 | 90 22 29
ii 12 0 | 21 22 0 IE 0 2 33
|
23 23 23 23
9 9 ig 1 9 2 23 i 31 32 0
_______ ol s e e b el e e i o
|
31 31 31 31
0 0 13 : 0 0 23 } 31 32 0
39 32 32 32
0 0 13 11 0 0 23 : 31 32 0
33 33 33 33 | 33
11 12 0 t 21 22 0 | 0 0 33




133

21712

11722712

_12 11 11
22

- 11 _11 12

€@

11
33
0
0
0
0
33
33
11
33
12
33
0

®®,ﬁ_..@ @6 - - com e o @IEE) -
|
« 25080008 == 00| - - @
| | | |
| |
-@= 000|080 ==-10@8-!- -6
||||||||||||||||||||||||| +|.|;l|lls|1_v.|||.|||
nmmwmm_®$®_mmmwo o o 31| e o (3)) = 82 o
_ |
2@ EO0 @@: mw- @@ - -«
“
- 98@E8 srr == @@ =
[ |

{11 3}
{11 4}



134

{11 =}

{1 2 2}
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=aknfn =aﬁ2m=af§2n
{11 1} 81 54 36 21
{112} 41 28 20 13
{113} 27 18 12 7
{11 4} 21 14 10 7
{11 o} 19 12 8 5
{122} 21 15 12 9
{123} 14 10 8 6
{124} 11 8 | 6
{1 2 oo} 10 7 6 5
{144 4 3 3 3
{1123} 7 5 4 3
(o o= i 3 2 2 2

Antal uafhangige komponenter for forskellige symmetrigrupper.
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APPENDIX I. RELATIONER MELLEM HOVEDINVARIANTER OG
EGENVARDIER

For en symmetrisk tensor af anden orden aj = ai bestemmes hovedinvarianter-
ne ved

=T =aqk
L =l=a
1
I, =N=5e""e _aja; (I1)

=7 =1 kem, P4
I, =1 = e Me a a ar
Udtrykt ved egenveerdierne a,, a, og a5 har man
I=a, +a,+ ag
II=aja, +azag + aza; (1.2)
I =a a5a,
Yderligere har man, at felgende relationer galder
12=al+al+a2+2M=1,+2I
IIl= (a%a2 + aga3 + agal) + (a%a3 + a§a2 + a%al) + 3III

13=a+ad+ad+ 31 U—B8II=1,+ 3l II— 3II

1= a%ag + agag + aga% + 21 III
I13 = aad + adad + adad — 312 + 3111 III (1.3)

12112 — 2112 + 61 II III — 203101 — 9III2 =

= (a%a2 + a%a3 + agal)2 + (a%a3 + a§a2 + aga1 )2

1311 —61 I 111 + 11% + 91112 =

= (a%a2 + a%a3 + ax%a1 )(a%a3 + a%a2 + aga1
Egenveaerdierne bestemmes af trediegradsligningen

—a% +Ia2—Ila+ MI=0 (1.4)
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\ f(a)

Figur 1.1
Ofte ved man, at egenvaerdierne er reelle, hvilket laegger visse bidnd pa hoved-
invarianterne. Disse bind kan bestemmes pa folgende made. En funktion af a de-

fineres ved
f(a) =a3 —Ia? + Ila— III (1.5)

Grafen af denne funktion, i det tilflde hvor den har 3 reelle redder, er vist i
figur I.1. Det ses, at der eksisterer et lokalt maximum og et lokalt minimum,
hvor

df/da=3a2—2la+ I1=0 (1.6)
dvs. for

a=3 (I yIT=30)
som, ndr de 2 veerdier af a skal vaere reelle, kraever

0<12-3I (1.7)

Nér 3 reelle rodder eksisterer, skal

0< f((I—+T2—3M)/3) og f((I1++T2—3I1)/3)<0 (1.8)
hvilket kan omskrives til

0<—213+91 1+ 212— 311)% — 27111 (1.9)
og

3
— 213 + 91 I1—2(12 — 310)2 —27III< O (1.10)
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De tre betingelser (1.7), (I.9) og (1.10) kan samles i
0< (213 — 91 II + 271I) < 4(12 — 31I1)° (1.11)

I det plane tilfeelde er ag = 0 og III = 0. Betingelsen for, at der eksisterer
2 reelle egenvzerdier bliver, at rodderne i

a2 —Ia+1II=0 (1.12)
er reelle, dvs.

0<I2—4II (I.13)
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RESUME - SUMMARY

I en historisk oversigt omtales udviklingen af konstitutive ligninger, brud- og
flydebetingelser for anisotrope materialer. Der gores rede for, hvorledes savel
linezere som ikke-linesere materialeegenskaber kan beskrives under hensyn til
de forskellige former for symmetri, som anisotrope materialer kan vzere i be-
siddelse af. Inden for den linesre elasticitetsteoris rammer omtales forskelle-
ne mellem isotrope og anisotrope skivers deformationer, anvendelse af kom-
pleks funktionsteori til 1¢sning af plane problemer samt nogle resultater fra
en numerisk losningsmetode. Specielt for armerede materialer behandles op-
stilling af konstitutive ligninger for lineserelastiske kompositmaterialer og op-
stilling af brud- og flydebetingelser for armerede v. Mises- og Coulomb-mate-
rialer. Endelig gives en kort omtale af ideale fiberarmerede materialer.

In a historical survey the development of constitutive equations and criteria
for brittle fracture and yielding of anisotropic materials is sketched. Both
linear and non-linear material properties are described in a way reflecting the
different types of symmetry that anisotropic materials may possess. Differ-
ences in the behaviour of isotropic and anisotropic materials in a plane state
of stress are discussed as is also the use of comples variables in solving prob-
lems of two-dimensional linear elasticity. Some results from a numerical so-
lution of the equations governing plane, linear elasticity are given. The theory
of constitutive equations for reinforced materials, in particular for compo-
sites having a linear stress-strain relationship, is considered and criteria for
yielding of reinforced v. Mises- and Coulomb-materials are proposed. Finally,
ideal fibre-reinforced materials are briefly mentioned.
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